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2 Irodalmi előzmények, relevancia

1. Bevezetés

Szakdolgozatom során egy opciókra vonatkozó, kereskedési stratégiát vizsgálok, mely-
nek elméleti keretrendszerét Peter Carr és Liuren Wu fektették le, Option Profit
and Loss Attribution and Pricing (2020) [1] című cikkükben. Létrehoztak egy új
robusztusabb opcióárazási keretrendszert, amely feloldja a hagyományos modellek
azon hibáját, hogy a teljes piacra tesznek feltételezéseket. Szerintük nem a kifize-
tésfüggvény kockázatsemleges visszadiszkontálása adja meg a fair árat, hanem egy
lokális, napi kockázatokat figyelembe vevő megközelítést alkalmaznak. Az ily módon
megállapított értéket felhasználva matematikailag leírnak egy kockázati prémiumot
is, amely szerintük az úgynevezett „Crash-o-phobia”, azaz a piaci sokkoktól való ir-
racionális félelem eredményeként megjelenő félreárazás az opciók esetében. Ezt a
többletet hivatott nyereségként elkönyvelni az általam is vizsgált vega és delta sem-
leges stratégia. A modell folytonos jellegéből adódóan azonban nem igazán tudja
kezelni az ugrásokat a piacon, amely egyértelműen a keretrendszer legnagyobb gyen-
gesége. A dolgozat során azt fogom vizsgálni, hogy milyen gyakran kell hogy sokk
érje a piacot ahhoz, hogy a stratégia összeomoljon, ezáltal tesztelve a keretrendszer
érvényességi határait.
A szakdolgozat a továbbiakban úgy épül fel, hogy a 2. fejezetben a dolgozatomhoz
kapcsolódó irodalmi előzményeket tekintem, a 3-5. fejezetig tartó szakaszban a Carr
és Wu által kidolgozott keretrendszer felépítését, eredményeit és limitációit vizsgá-
lom, beleértve a kereskedési stratégiát is. A 6. fejezetben egy saját magam által
generált, mesterséges piacon vizsgálom a Carr és Wu keretrendszer robusztusságát,
egy sokkokkal terhelt világállapotban.

2. Irodalmi előzmények, relevancia

A pénzügyi világ talán legérdekesebb és legtöbbet vizsgált termékei az opciók. Nap-
jainkban is hatalmas volumenben kereskednek velük és egy élénk, likvid piacot tud-
hatnak magukénak. Jelentősségüket mutatja az is, hogy a pénzügyek legismertebb
egyenlete, a Black-Merton-Scholes formula (Black & Scholes, 1973) [2] is ezen ter-
mékek árazására készült. A modell azóta is széles körben használt irányadó elv, de
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2 Irodalmi előzmények, relevancia

hiányosságaira már a kortársak is rámutattak. A nyilvánvalóan nem teljesülő foly-
tonossági feltétel feloldásának kapcsán és esetleges ugrások bevezetése esetén a piac
elveszti teljességét, amit Merton (1976) [3] vezetett le. Ebből kifolyólag a delta fe-
dezés hatékonysága gyengül, mivel adódik egy diszkretizációs hiba, ami a hedgelés
időpontjainak sűrítésével nullához tart, illetve egy ugrások okozta hiba is, ami példá-
ul akkor jelentkezhet, amikor az előző napi záró és a következő napi nyitó árfolyam
távol van egymástól. Utóbbit nem lehet lefedezni delta hedgel (Bertsimas et al.,
2000) [4]. Erre a problémára ad enyhítési javaslatot Hull & White (2017)[5], akik
egy az implikált volatilitás várható változásával korrigált deltát javasolnak, amivel a
a portfóliójuk P&L-jének napi szórását 20-30 százalékkal tudták csökkenteni. Bak-
shi et. al (1997)[6] megmutatta, hogy rövid távon a sima sztochasztikus volatilitás
modellek (Heston, 1993) [7] nem alkalmasak az árak modellezésére, de kiemelték,
hogy az ugrások bevezetése ugyan csökkenti a becslés pontatlanságát, de a hedge-
lést lényegében nem tudja javítani.
Az empirikus megfigyelés az, hogy az S&P500 indexet 1,5-2 jelentős makrogazdasági
sokk éri évente, melynek következtében ugrik az árfolyama (Eraker et al., 2003)[8].
Ez kiváló alapot adhat a különböző ugródiffúziós modellek kalibrálásához. Gyakran
használják ilyen célra a Bates (1996) [9] által kidolgozott formulát, amely egy klasszi-
kus sztochasztikus volatilitás modellt bővít ki ugrásokkal. Az ugró diffúziós modell
optimális kalibrációjáról Cont & Tankov (2004) [10]értekezett, amelynek eredménye-
ként 0,5-3 körüli ugrásintenzitást, -0,05 és -0,15 közötti várható ugrásméretet és 10,
illetve 20 százalékos szórást javasoltak az ilyen jellegű modellezésekhez.
A Bates-piacok generálása nagy előrelépés a Heston-modellhez képest, de alapvető
hiányossága, hogy a volatilitás hirtelen felrobbanását alulbecsli (Andersen et al.,
2002)[11]. A kiváló, közel tökéletes implikált volatilitás replikáló képessége ellenére,
sajnos a belőle kinyert delták erősen modell függőek és instabilak lesznek, ami egyér-
telműen a hedgelés hatékonyságának rovására megy (Schoutens et al., 2004)[12]. Az
ugrások kockázata rövid távon nagyon jelentős, hiszen ez esetben a volatilitás drasz-
tikusan megugrik, a fedezeti stratégiák összedőlnek. Ezt a Bates-modell jól kezeli,
de hosszú távon, ahol az ugrások hatása eltűnik, újfent gyengén teljesít (Gatheral,
2006) [13].
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3 A keretrendszer matematikai felépítése

A diszkretizációs módszer megválasztása jelentős szerepet tölt be a modell hatékony-
sága szempontjából. Broadie & Kaya (2006) [14] egy olyan algoritmust dolgozott ki,
amely képes tisztán replikálni az folyamatokat mint a Bates vagy a Heston, ellen-
tétben a jelentős torzítást tartalmazó Euler-Maruyama diszkretizációval. Ráadásul
utóbbi könnyen felvehet negatív értéket is, amit mesterségesen kell kezelni a szimulá-
ciók során (Maruyama, 1955)[15]. Felmerülhet még a Milstein-módszer alkalmazása,
ami az Euler-Maruyama egyfajta kibővítése. Ezen kettő relációjában viszont hiába
a Milstein erősebb konvergenciája, a nulla körüli varianciáknál történő felrobbanása
miatt nehezen alkalmazható sztochasztikus volatilitású folyamatokkal történő mo-
dellezésnél, gyengébben teljesít az egyszerűbb Euler-Maruyamánál is (Lord et al.,
2010)[16].
A téma relevanciája megkérdőjelezhetetlen és rengeteg különféle megközeltést vizs-
gált már a szakirodalom. Az általam legpraktikusabbnak tartott implementáci-
ós alternatíva, egy Bates-piacon generált alaptermékből indul ki, amelyet Euler-
Maruyama diszkretizációval állít elő, majd az így kapott termékre felépített opciós
piacon ellenőrzi a Carr és Wu által prezentált keretrendszer és kereskedési straté-
gia érvényességi határait. Szakdolgozatom során ezt a logikát fogom követni, kitérve
annak előnyeire és nyilvánvaló hiányosságaira.

3. A keretrendszer matematikai felépítése

3.1. Az implikált volatilitás fair szintje

A szerzők a modell egy olyan piaci környezetbe építik fel, amelyen elérhető egy
kockázatmentes kötvény, egy kockázatos eszköz (alaptermék) és egy a kockázatos
eszközre szóló vanilla európai opció. Emellett az egyszerűség kedvéért felteszik hogy
a piacon elérhető kamatláb 0, és a kockázatos eszköz tartásának nincsen költsége. Ez
a feltételrendszer megfelelő egy elméleti modellhez, de ha valós adatokat szeretnénk
vizsgálni, akkor nem hagyhatjuk figyelmen kívül a kamatlábat és a tartási költséget
sem. Ha megpróbálnánk ezeket a modellbe beépíteni, akkor a képletek szinte átlátha-
tatlanná válnak, ezért a szerzők a gyakorlati implementáció esetében, a forward árak
használatát javasolják, amelyek önmagukban tartalmazzák a kamatlábra vonatkozó
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3 A keretrendszer matematikai felépítése

várakozásokat, csak úgy mint ahogy az osztalékfizetéseket és tartási költségeket is.
Ebben az esetben az opciónk moneynessét is újra kell definiálni a forward ár függ-
vényében, de a szakdolgozatom során az elméleti keretrendszer határait feszegetem,
amit ez a problémakör nem érint. Ami az alapterméket illeti, általánosan igaznak
kellene lennie a formulának, de szerzők és Én is szakdolgozatom során, egy részvényt
fogok feltételezni, mint underlying. Ha amerikai opciókra is ki szeretnénk bővíteni
a keretrendszert, akkor ezt egy fa alapú modellel meg lehet tenni, amely korrigál-
ja az amerikai opció bármely időpontban történő lehívhatósága okozta ártöbbletet
(Carr & Wu, 2020, o. 42)[1]. Carr és Wu továbbá felteszi hogy súrlódásmentesen
és folytonosan kereskedhető a kockázatmentes kötvény, a részvény és a részvényre
kiírt opció is. Tehát nincsenek tranzakciós költségek, végtelen likviditás érhető el,
tökéletesen oszthatók a termékek és korlátlanul lehet shortolni is. Emellett a piacon
minden eszköz között arbitrázsmentesség áll fönt, azaz létezik a P-vel ekvivalens
martingálmérték Q, amely alatt a diszkontált részvényárfolyam martingál. Esetünk-
ben a kamatláb 0, így diszkontált árfolyam megegyezik magával az S-sel. A klasszikus
opcióárazási megközelítések a kifizetésfüggvény várhatóértékét vizsgálják, amit elő-
zetesen feltételezett dinamikák mentén tesznek meg, majd diszkontálják azt. Ezzel
szemben Carr és Wu a befektetés azonnali P&L-jét vizsgálja. Úgy vélekednek, hogy
a rövid távú P&L elsősorban a kockázati kitettségektől és azok mértékétől függ, ezért
erre helyezik a hangsúlyt a modelljükben is.

Kiindulási alapnak egy európai típusú vanilla call opcióban felvett long pozíci-
ót választanak, amelynek a kockázati felbontáshoz először is Black-Merton-Scholes
(BMS) (Black & Scholes, 1973)[2] formulát alkalmazzák, a következő jelölésekkel:
naptári idő „t”, alaptermék ára „St”, az opció BMS implikált volatilitása „It”, kö-
tési árfolyam „K”, lejárati időpont „T ”. Ezeknek megfelelően az árazási formula a
következő alakot ölti.

Bpt, St, It;K,T q ” StN

ˆ

´
k ´ 1

2
I2t τ

It
?
τ

˙

´ KN

ˆ

´
k ` 1

2
I2t τ

It
?
τ

˙

(1)

Itt „N ” jelöli a normális eloszlás eloszlásfüggvényét, „τ ” a lejáratig hátralévő időre
utal pT ´ tq, míg „k” a moneyness logaritmusa.

k “ ln

ˆ

K

St

˙
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3 A keretrendszer matematikai felépítése

A dolgozat hátralévő részében „z ` {z´„ jelöléseket is használjuk, mint a konvexi-
tással korrigált moneyness.

z˘ “ k ˘
1

2
I2t τ

Ennek használatát indokolja, hogy a moneyness önmagában csak mint távolság ér-
telmezhető, de nem veszi figyelembe hogy mennyi idő is áll rendelkezésre, hogy az
opció ténylegesen átessen az ITM tartományba és hogy ez alatt milyen intenzitással
is mozog. Ezen tényezők hatását is figyelembe véve erősebb intuitív tartalommal
bír a konvexitással korrigált verzió, így a továbbiakban ezt használom. Mivel arbit-
rázsmentes piacon dolgozunk, minden opcióárhoz tudunk egy olyan pozitív implikált
volatilitás szintet találni, amely a BSM formula alapján visszaadja a derivatíva árát,
sőt monoton kapcsolat áll fent a két változó között (Hodges, 1996)[17]. Ez a konklúzió
azért nagyon fontos, mert így nem vagyunk rákényszerítve hogy a „sigma” (elméleti
volatilitás) szerint deriváljunk, hanem egy a piaci adatokból egyértelműen kiszámol-
ható változót használunk fel, hogy meghatározzuk a kockázati faktorokat. Ennek
megfelelően, az opcióár dinamikáját Itó-lemma segítségével az alábbi formulában
határozzuk meg:

dB “ rBtdt ` BSdSt ` BIdIts `

„

1

2
BSSpdStq

2
`

1

2
BIIpdItq

2
` BISpdStdItq

ȷ

` Jt

(2)
Az idő, az alaptermék és az implikált volatilitás szerinti parciális deriváltak jelennek
meg, név szerint a theta, delta, vega, gamma, volga és vanna, mint kockázati fak-
torok. A többi tag kiesik mivel kovariációjuk nulla. A kötési árfolyam és a lejárati
idő konstans, szerződésbe foglalt értékek, így ezek szerint nem kell deriválni. Mivel
folytonos piacot feltételeztünk, elvileg a parciális deriváltaknak jól le kellen tudni
írnia a derivatív ügylet kitettségeit, de a valóságban a piaci sokkok ugrásokat idéz-
hetnek elő az árfolyamban. Az ilyen ugrások okozta hibákat hivatott megragadni
Jt reziduális. Mivel a szerzők feltételrendszerében azonban ilyen jellegű események
nem léteznek, így ettől a továbbiakban el is fognak tekinteni és csak a folytonos
résszel számolnak tovább. Az egész koncepció alapköve, hogy az implikált volatili-
tásra valamilyen fair értékelési formulát bevezetnek. Ehhez természetesen szükséges
az alapfolyamatok dinamikájának jellemzése. Ezt Carr és Wu sztochasztikus volati-
litást feltételezve tette meg, egy drift nélküli Itó-folyamatot a részvényárfolyamra és
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3 A keretrendszer matematikai felépítése

egy driftes Itó-folyamatot az implikált volatilitásra, melyeket egymással korreláló,
de eltérő Brown-mozgások hajtanak meg. A BSM feltételrendszerből a részvényre
adott GBM dinamika adja magát, még akkor is ha nulla várható értékű, a nulla
finanszírozási költség feltevése miatt.

dSt “ σtStdW
S
t (3)

dIt “ µtItdt ` ωtItdW
I
t (4)

A korábbiaknak megfelelően a folytonos dinamikák miatt az ugrásokat tartalmazó
tagot nullának választjuk, majd várható értéket veszünk a kockázatsemleges mérték
alatt a 2-es képletből. Az imént megadott dinamikák behelyettesítésével és a teljes
kifejezés "dt"-vel történő leosztását követően adódik a (5)-es egyenlet.

EtrdBs

dt
“ Bt ` BIItµt `

1

2
BSSS

2
t σ

2
t `

1

2
BIII

2
t ω

2
t ` BISItStγt (5)

A levezetés további részében fontos szerepet fog betölteni a γ, amely a részvényár-
folyam és az implikált volatilitás változásai közötti kovarianciát jelöli és az alábbi
formulában áll elő, amit már az (5) egyenlet levezetésénél is felhasználtunk:

γt ” Et

„ˆ

dSt

St

,
dIt
It

˙ȷ

{dt “ Covt

ˆ

dSt

St

,
dIt
It

˙

{dt “ σtωtρt (6)

ahol ρ az alapterméket és az implikált volatilitást meghajtó Brown-mozgások közötti
korrelációt jelöli. Hasonlóan a részvényárfolyamhoz, mivel feltettük a nulla finanszí-
rozási költséget és az arbitrázsmentességet, az opció várható hozama is nulla kell
hogy legyen a kockázatsemleges mérték alatt, amiből a (7) egyenlet adódik.

0 “ Bt ` BIItµt `
1

2
BSSS

2
t σ

2
t `

1

2
BIII

2
t ω

2
t ` BISItStγt (7)

Mivel a "t" szerinti derivált az idő múlásával mindig csökkenti az opció értékét, cél-
szerű az alábbi rendezéssel felírni a formulát, amit a szerzők is az egyik legfontosabb
állításként tartanak számon a cikkben.

´Bt “ BIItµt `
1

2
BSSS

2
t σ

2
t `

1

2
BIII

2
t ω

2
t ` BISItStγt (8)

Ezen formula jelentősségét az adja meg, hogy meghatároz egy olyan feltételt az op-
ció értékelésére, amely bármilyen jövőre való feltételezés nélkül érvényesül. Mivel
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implikált volatilitást használunk a megszokott BS szigma helyett, ezért a parciális
deriváltak a piaci árból egyértelműen meghatározhatóak. Ebből kifolyólag az opció-
ból származó hozam meghatározásához elegendő előrejelezni az implikált volatilitás
sodrását (µ), az alaptermék varianciáját (σ2), az implikált volatilitás varianciáját
(ω2) és az alaptermék és az implikált volatilitás közötti kovarianciát (γ), ezzel telje-
sen szétválasztva az árazási és előrejelzési folyamatokat.

µt ” Et

„

dIt
It

ȷ

{dt, σ2
t ” Et

«

ˆ

dSt

St

˙2
ff

{dt,

ω2
t ” Et

«

ˆ

dIt
It

˙2
ff

{dt, γt ” Et

„ˆ

dSt

St

,
dIt
It

˙ȷ

{dt

(9)

A cikk koncepciója arra épül, hogy az aktuális piacon elérhető adatok alapján becsül-
jük meg ezeket a paramétereket. Ebből kifolyólag a (9) képletekben látható várható
értékek mindegyike, a piacon elérhető információk által generált szigma algebrára
vett feltétel mellett értendők. Erre utal a jobb alsó indexben látható "t" is, a várha-
tóérték vételénél. Érdekes észrevétel, hogyha az implikált volatilitás konstans lenne
(lényegében a sima BSM-modell feltevése érvényesülne), akkor µ és ω2 is nulla lenne,
mivel egy időben állandó értéknek nincs trendje se varianciája, illetve az alapter-
mékkel való kovarianciája (γ) is nulla, mivel egy konstans nem tud együttmozogni
semmivel. Ennek eredményeképp a (8) egyenletből kiesik a vega, volga és vanna tag
is és az alábbi formulára egyszerűsödik:

´Bt “
1

2
BSSS

2
t σ

2
t

azaz visszakapjuk a nulla kamatláb (r=0) melletti Black-Scholes-Merton-modell the-
ta formuláját. Ezen túl kihasználjuk a BSM modell egy másik nagyon hasznos tu-
lajdonságát, úgy hogy elhagyjuk a konstan implikált volatilitás gondolatát. a (8)
egyenletben találhatő összes parciális derivált, vagy azok cash megfelelői előállítha-
tók, a cash gamma függvényeként:

Bt “ ´
1

2
I2t BSSS

2
t , BIIt “ I2t τBSSS

2
t ,

BISItSt “ z`BSSS
2
t , BIII

2
t “ z`z´BSSS

2
t .
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3 A keretrendszer matematikai felépítése

Ez egy kulcsfontosságú észrevétel a szerzők részéről és egyből ki is használják ezeket
az összefüggéseket. A (8) egyenletbe visszahelyettesítve azokat, az alábbi egyenlet
adódik:

1

2
I2t BSSS

2
t “ pI2t τBSSS

2
t qµt `

1

2
pBSSS

2
t qσ2

t `
1

2
pz`z´BSSS

2
t qω2

t ` pz`BSSS
2
t qγt.

Mindkét oldalt leosztva a cash gammával (mivel pozitív minden esetben ezért meg-
tehetjük) és átrendezve, megkapjuk az egész cikk egyik, ha nem a legjelentősebb
összefüggését.

I2t “
“

2τµtI
2
t ` σ2

t

‰

`
“

2γtz` ` ω2
t z`z´

‰

(10)

Ez az egyenlet azt tudja garantálni, hogy az éppen vizsgált konkrét opció implikált
volatilitása (ára), összhangban van saját egyedi kockázataival, azaz a varianciájával,
irányával és az alaptermékkel vett kovarianciájával. A klasszikus megközelítéssel el-
lentétben nem törekszik arra, hogy az egész piacot jellemző dinamikát adjon meg
egy differenciál egyenlettel, hanem egy adott szerződés kockázat-hozam trade-off-
jára fókuszál. Ennek az az eredménye, hogy ugyan az opciók egymáshoz viszonyítva
(keresztmetszetien) nem lesznek konzisztensen árazva, de külön-külön meg tudunk
határozni egy fair implikált volatilitást, ezzel lehetővé téve, hogy pontosan megha-
tározzuk a crash-o-fobia által generált kockázati prémiumot.

3.2. Lokális hasonlóság és fair implikált volatilitás spread

A (10) egyenlet lényegében egy konkrét opcióra vonatkozik. Ha más szerződések-
kel is össze tudjuk hasonlítani, ugyanúgy a feltételes momentumokat kell használ-
nunk (µ,σ2,ω,γ). A Black-Scholes világban az egy eszközre vonatkozó szerződések
implikált volatilitása megegyezik. A valóságban azonban más kötési árfolyammal és
lejárattal rendelkező opciók árából nem ugyanazt az implikált volatilitást kapjuk.
Az viszont empirikusan igaz, hogy ezek az értékek együttmozognak, továbbá ha a
szerződés paraméterei közelebb vannak egymáshoz, akkor a kapott implikált volatili-
tások közötti távolság is csökken, erősebben együttmozognak. Ennek következtében
az implikált volatilitás felszín folytonos lesz. Carr és Wu ezen gondolatmenet mentén
vezet le keresztmetszeti összefüggéseket a szerződések között, miközben több hason-
lósági feltételezéssel is élnek.
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3 A keretrendszer matematikai felépítése

Első lépésként definiálják az ATM opciót:

z` “ k `
1

2
I2t τ “ 0.

Azaz konvexitással korrigált moneynesst definiálják az ATM kötési árfolyamnak.
Ebből következik:

k “ ´
1

2
I2t τ “ Et

„

ln

ˆ

ST

St

˙ȷ

,

ami egyenlő a fenti kockázatsemleges mérték alatti várható értékkel. Ez egy pénz-
ügyekben gyakran visszatérő formula csak ez esetben r=0, így az itt látott alakott
vette fel.
Amennyiben egy ATM szerződést vizsgálunk, a volga és vanna kockázati tényezők
nullává egyszerűsödnek, mivel z`=0:

BISItSt “ z`BSSS
2
t “ 0, BIII

2
t “ z`z´BSSS

2
t “ 0,

így a vizsgált opció már csak delta, vega és gamma kockázatnak van kitéve. Továbbá
a (10) egyenlet második tagja is teljesen kiesik, így az implikált volatilitásra kapott
formulánk az alábbi alakot ölti:

A2
t “ 2τµtA

2
t ` σ2

t , (11)

ahol At az ATM opcióhoz tartozó implikált volatilitást jelöli. Ennek nagyon jelentős
intuitív tartalma van a modell szempontjából, ugyanis a pontosan pénznél lévő op-
ciók implikált volatilitása az egyetlen olyan állapot, amikor nem beszélhetünk crash-
o-fobia okozta kockázati prémiumról. A volatilitás mosoly lényegében teljesen ki van
szűrve az egyenletből, ez egy fair torzítás nélküli értékelés, amit a továbbiakban vi-
szonyítási alapként többször is felhasználunk, pont az előbb említett tulajdonságai
miatt.
Ahhoz hogy az implikált volatilitás várható változását (µ) ki tudjuk számolni, to-
vábbi feltételezésekkel kell élni. A gondolatmenet alapköve, hogy a hasonló opciós
szerződések implikált volatilitása, ha ugyan nem is egyezik meg, de együtt mozog
és a paraméterek közötti távolság csökkenésével a volatilitások közötti különbség is
kisebb lesz. Ezt kihasználva élnek egy lokális hasonlósági feltételezéssel:
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3 A keretrendszer matematikai felépítése

Az at-the-money opciós szerződések esetében, az implikált volatilitás várható válto-
zása (µ) megegyezik, feltéve hogy a lejáratig hátralevő idő, a szerződések esetében
hasonló.
Magyarán, ha |τ1-τ2| kicsi, akkor az alábbi érvényesül:

µtpτ1q
.
“ µtpτ2q. (12)

(A pontozott egyenlőségjellel arra utal, hogy a valóságban nincsen teljes egyezőség az
egyenlet jobb és bal oldala között.) A továbbiakban (12) egyenletre fogok hivatkozni
úgy, mint lokális hasonlósági feltétel az implikált volatilitás várható változására.
Amennyiben ez fent áll, azaz a lejáratok közel vannak egymáshoz, úgy ki tudjuk
nyerni a közös várható implikált volatilitás változást az ATM formuláinkból. Ezt
úgy tesszük meg, hogy a két lejárathoz tartozó formulát kivonjuk egymásból, majd
az egyenletet rendezve adódik a (13) egyenlet.

A2
t pτ2q ´ A2

t pτ1q “
“

2τ2µtA
2
t pτ2q ` σ2

t

‰

´
“

2τ1µtA
2
t pτ1q ` σ2

t

‰

A2
t pτ2q ´ A2

t pτ1q “ 2τ2µtA
2
t pτ2q ´ 2τ1µtA

2
t pτ1q

A2
t pτ2q ´ A2

t pτ1q “ 2µt

“

A2
t pτ2qτ2 ´ A2

t pτ1qτ1
‰

µt “
A2

t pτ2q ´ A2
t pτ1q

2 pA2
t pτ2qτ2 ´ A2

t pτ1qτ1q
(13)

Mivel a lokális hasonlóság is csak egy feltételezés, így az ennek felhasználásával
kapott formula, az implikált volatilitás várható változására is egy közelítő becslés.
Természetesen a becslés hibája, a lejáratok közeledésével fokozatosan csökken.
Ahhoz hogy a végső formulát megkapjuk, további feltevésekkel is élni kell. Az azonos
lejáratokhoz tartozó opciós szerződések teljes implikált volatilitás mosolyáról felte-
szik, hogy együtt mozog. A modellbe ezt az ATM szerződéshez viszonyítva építik be
az alábbi képleten keresztül:

µtI
2
t “ µA

t A
2
t (14)

Ezt felhasználva, ha kivonjuk a (10) és (11) egyenleteket egymásból, akkor a teljes
első tag kiesik. A µ-re vonatkozó rész (14) miatt, a σ pedig azért, mert mindkét
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4 Empirikus igazolás S&P500 indexen

szerződés ugyanarra az alaptermékre szól, tehát annak a varianciája mindkét esetben
ugyanaz. Ennek megfelelően az alábbi formulát kapjuk:

I2t ´ A2
t “ 2γtz` ` ω2

t z`z´. (15)

Ez lényegében az egész modell végkifejlete. Az implikált volatilitás változás vari-
anciája és az alaptermék változásával vett kovarianciájának függvényében megad-
tunk egy formulát arra, hogy az implikált variancia egy ITM/OTM opció esetében,
mennyire tér el az ATM szerződés implikált variancia szintjétől, azaz a fair értékelés-
től. Ebből következik, hogy az implikált volatilitás mosolyt is ezen tényezők hajtják.
(Ha nagy változást várunk a pillanatnyi időhorizonton az implikált volatilitástól,
akkor nem számolhatunk lapos volatilitási mosollyal.)
Szükségünk van még arra is, hogy a µ-höz hasonlóan,a γ és az ω2 is kinyerhető le-
gyen a piaci adatokból. Ezt úgy érhetjük el, hogy:
Az azonos lejáratú és egymáshoz közeli kötési árfolyammal rendelkező opciókról fel-
tesszük, hogy az implikált volatilitásuk varianciája és az alaptermékkel való együtt-
mozgásuk megegyezik, szerződések között. (Lokális hasonlósági feltétel az implikált
volatilitás varianciájára és alaptermékkel vett kovarianciájára.)
Az alábbi formula írja le a feltételt:

ω2
t pkq

.
“ ω2

t , γtpkq
.
“ γt. (16)

Ennek a feltevésnek az érvényességét, gyakorlati alapú intuíció is támogatja. A pi-
acon a legtöbbet kereskedett szerződések a közel ATM opciók, ezért célszerű őket
egyben kezelni a pénzben lévő termékkel.
Ha felhasználjuk mindkét lokális egyezőségi feltételünket, akkor lehetőségünk nyílik
arra, hogy egy egyszerű keresztmetszeti regresszióval, amit az implikált variancia
spreadre írunk fel (15), megbecsüljük a lokálisan azonos varianciát (ω2) és kova-
rianciát (γ), a két moneyness változó segítségével (2z`; z`z´).

4. Empirikus igazolás S&P500 indexen

Az előző fejezetekben felépített elméleti modell hatékonyságát az S&P500 indexen
végezték a szerzők. Mivel szakdolgozatom elsődleges célja nem az Ő kutatásuk fel-
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dolgozása, hanem az általuk kidolgozott elméleti keretrendszer érvényességi határa-
inak feltérképezése, így ezt a részt nem fogom részletesen kifejteni. Természetesen
valamilyen szinten szükséges, hogy az ezzel kapcsolatos részben található eredmé-
nyek is megjelenjenek, ezért ebben a fejezetben ezekről lesz szó. Mint alaptermék, az
S&P500-at választották, amit az indokol, hogy az egyik leglikvidebb opciós piac épül
rá, azaz rengeteg eltérő kötési árfolyamú és futamidejű szerződést van érvényben rá.
Bármennyire is jól hangzik ez, sajnos nem áll rendelkezésre minden napra lejárat,
így nem tudunk a piaci árakból egy folytonos volatilitási felületet előállítani. Ezt
úgy kezelték, hogy létrehoztak egy fix lejárat-moneyness rácsot, majd ennek minden
pontjához tartozó implikált volatilitást kiszámolták és ezt minden munkanapon újra
megtették, lényegében görgetve magukat a szerződéses paramétereket. Ha valamely
lejárat-moneyness rácsponthoz nem volt a piacon elérhető szerződés, akkor interpo-
láltak egy megfelelő értéket. Ennek eredményeképpen már tudtak egy átlagot venni,
amit az 5111 napi érték rácspontonkénti kiátlagolásával kaptak. Az alábbi volatilitás
felület áll elő, ha a kapott eredményeiket vesszük alapul: Belátták, hogy a lokális
hasonlóság az ATM szerződéstől 1 moneyness intervallumban érvényesül ([1]). Ezt
követően a (15) egyenlet segítségével a volatilitás felület alakját megállapítják.
A szerzők kétféle idősor mentén közelítik meg a problémát. Elkészítenek egy lebegő
idősort, amely az elméleti értékeket hivatott visszaadni és lényegében gördít tovább
napról-napra egy fix lejáratú ATM opciót, vizsgálva hogy ennek értéke hogyan vál-
tozik. Ezzel szemben a valóságot leírni hivatott öregedő idősor működési alapelve,
hogy egyik napról a másikra ugyanazt a konkrét opciót vizsgálja, nem keresi meg az
új τ lejáratú ATM szerződést, hanem hagyja hogy egy napot öregedjen, azaz köze-
lebb kerüljünk a lejárathoz és hagyja hogy akár ATM-ből is elmozduljon. Utóbbi az
ami lényegében megmutatja, hogyha veszek egy opciót, másnapra hogyan változott
az értéke.

RA
t`1pτq(Öregedő idősor) “ ln

ˆ

It`1pτ ´ 1q

Atpτq

˙

Lebegő idősor “ ln

ˆ

At`1pτq

Atpτq

˙

A valós piaci adatokból (interpoláció segítségével) ki tudunk rajzolni egy implikált
volatilitás felületet, amit az 1. ábra mutat meg. Ennél viszont sokkal fontosabb, hogy
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1. ábra. Átlagos Implikált Volatilitás Felület a Carr-Wu adatok alapján

megvizsgáljuk, vajon a kapott értékek indokoltak-e egyáltalán. A kapott volatilitás
felület erősen ferde, az alacsonyabb kötési árfolyamokhoz magasabb árat rendel min-
den lejárat esetén. Ezzel önmagában nem lenne semmilyen gond, de ha figyelembe
vesszük, hogy az implikált volatilitás volatilitásának historikus adatai azt mutatják,
hogy sokkal nagyobb ingadozás figyelhető meg alacsony kötési ár melletti szerződé-
seknél, akkor egy paradox helyzet áll elő. Lehetséges magyarázat erre az ellentmon-
dásra, miszerint a volatilisebb rész lényegében olcsóbb, egy piaci, nagyon gyakorla-
tias megközelítésben rejlik. Az OTM put opciók egy gyakran kereskedett terméknek
számítanak, hiszen portfóliómenedzserek, kockázatkezelők, biztosítók egyaránt elő-
szeretettel vásárolják. Ez egy alapvetően nagy, fix kereslet a termék iránt, amely pont
az alacsony kötési árfolyam esetében lesz ténylegesen OTM. Ezzel szemben a pénzen
kívüli call opciókat kisbefektetők vásárolják jellemzően, akik az alaptermék árának
megemelkedésére számítanak. Természetesen ez jóval kisebb kereslet összességében,
mint a rendszerszintű OTM put vásárlás esetében, így nincsen akkora torzító ereje

14



4 Empirikus igazolás S&P500 indexen

az implikált volatilitásra. Az ilyen jellegű félreárazások a historikus tapasztalat és
a piaci értékelés között azok a lehetőségek, amelyeket a modell hivatott jól lekeres-
kedni.
Miután megállapították az elméleti, fair értéknek tekintett historikus adatokat, a pi-
ac aktuális várakozásait is ki kellett nyerni az implikált volatilitás mosolyból. Ehhez
felhasználták az alábbi, már korábban belátott állítást: Ha felhasználjuk mindkét
lokális egyezőségi feltételünket, akkor lehetőségünk nyílik arra, hogy egy egyszerű ke-
resztmetszeti regresszióval, amit az implikált variancia spreadre írunk fel (15), meg-
becsüljük a lokálisan azonos varianciát (ω2) és kovarianciát (γ), a két moneyness
változó segítségével (2z`; z`z´).
Ez lehetőséget biztosít számukra, hogy a (15) formulát használják, majd a lokális
hasonlóság érvényességi intervallumát öt egyenlő részre felosztva, öt adatpontból be-
csülték meg a lejáratokhoz tartozó értékeket. Ezt a következő regressziós egyenlettel
tették meg, aminek eredménye megadja a γ-ra és ω2-re vonatkozó aktuális várako-
zásokat. A kovarianciák minden lejáratra negatív becsléssel rendelkeztek, ami egy
negatívan ferde implikált volatilitás felületre utal. Ez szerencsére egybevág a 1. ábrán
látottakkal. Ami viszont egy nagyon fontos eredmény, hogy a keresztmetszeti becs-
lések alacsonyabb értékeket adtak mint a historikus adatokból kinyert γ-k, azaz a
piac meredekebb implikált volatilitás felületet áraz be, mint ami indokolt lenne. Ezt
a különbséget lehet kockázati prémiumként is értelmezni (Driessen et al., 2009 [18]).
Joggal merül fel a kérdés, hogy milyen gyakorlati és elméleti szempontok okozhatják
az eltérést az idősoros és a keresztmetszeti becslések között. Egyrészt külön-külön
tartalmazhatnak becslési hibákat, de ennél sokkal érdekesebb, hogy az alapgondolat
más mögöttük. A keresztmetszeti regresszió előretekintő, hiszen a jövőről ma elér-
hető információkat használja fel, míg az idősoros előrejelzés visszatekintő, mivel a
múltbeli adatokat használja fel. Ami pedig az eltérés gyakorlatiasabb magyarázatát
illeti, az nagyon közel áll a modell alapvető céljához, azaz a túlzott félelem által
generált felárhoz. A historikus, idősoros becslés esetében olyan adatsort használunk,
amely a valóságban bekövetkezett számokat tartalmazza. Ha volt egy ugrás a pia-
con a múltban, az természetesen ugyanúgy része az adatoknak, mint egy nyugottabb
időszak. Ezzel szemben a keresztmetszeti esetnél a piac mindenféle jövőben elkép-
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zelhető piaci sokkot beáraz, túlbiztosítja magát az esetleges ugrásokkal szemben,
melyek közül csak egy kisebb hányad következik be. Ez utóbbi elgondolás jelenti
a teljes elméleti keretrendszer gondolati alapját. Az előző részben kapott becslések
egymáshoz fűződő viszonyát részletesen kitárgyaltuk. Arról viszont továbbra sincsen
információnk, hogy mennyire alkalmasok ezek a jövőbeli realizált értékek előrejel-
zésére. Erre a kérdésre szeretnénk választ kapni, amit a változatosság kedvéért egy
regresszión keresztül teszünk meg.

RVt`1 “ α ` β1CSt ` β2TSt ` et`1 (17)

Ezen becsült variancia és kovariancia értékek felhasználásával állítják elő a fair ér-
tékelését, a korábban látott spreadnek, majd ahhoz viszonyítva megkeressük a koc-
kázati prémiumot a piacon és megfelelő stratégiával lekereskedjük.

5. Kereskedési stratégia és hatékonysága

5.1. Kockázat-hozam trade-off stratégia

Hosszas matematikai megfontolások és a keretrendszer gyakorlatbeli érvényességé-
nek ellenőrzését követően, végre lehetőség nyílik arra, hogy a hozzá kapcsolódó ke-
reskedési stratégiákat is górcső alá vegyük. A teljes koncepció a (15) egyenlethez
kapcsolódik. Ez persze magában hordozza azt is, hogy a stratégiánkat nem a teljes
implikált volatilitás felületen, hanem csak a pénznél lévő szerződés közvetlen kör-
nyezetében, +/- egy egységnyi moneynessen belül tudjuk alkalmazni, hogy a lokális
hasonlósági feltevések érvényesüljenek. Az egyenletünket kétféle módon is felírjuk,
egyrészt a valós piaci adatok alapján, másrészt egy általunk becsült implikált vola-
tilitással (nem ATM). Utóbbihoz a keresztmetszeti és idősoros eredményekkel felírt
(17) egyenletet használtuk, hogy a szükséges γ és ω2 paramétereket megbecsüljük.
Ezeket a teljes vizsgált moneyness intervallumon érvényes koefficiensnek tekintjük
(lokális hasonlóság) és elkészítjük (15) egyenlet megfelelő modifikációját.

pI2t ´ A2
t “ 2pγtz` ` pω2

t z`z´ (18)
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5 Kereskedési stratégia és hatékonysága

A piac által definiált és az általunk becsült egyenletek különbségét véve, majd azokat
leosztva az ATM implikált volatilitással, mesterséges súlyokat rendelünk mind a 4
vizsgált moneyness szinthez az alábbi módon:

wt “ pI2t ´ pI2t q{A2
t . (19)

ATM esetben a számláló is 0 lenne, de mivel nullával kellene osztanunk így ezt a
súlyt nem értelmezzük. Amennyiben azt látjuk, hogy a piaci spread nagyobb mint az
elméleti, érdemes megvenni az ATM szerződést és eladni a nem pénznél lévő kontrak-
tust, hiszen az elméleti értékénél drágábban lehet értékesíteni. Ezáltal a portfóliód
vega semlegessé válik. Minden pozíciót 100 * wt mennyiségű pénzzel veszünk fel,
21 napig tartjuk azokat és közben minden nap megfelelő mennyiségű alaptermékkel
delta hedgelünk. A négy moneyness szint és az öt lejárat által képzett rács min-
den pontjára kiszámolták a súlyokat a (19) képlet alapján. A negatív moneyness
értékekre pozitív, míg a pozitívra negatív eredményeket kaptunk. Ebből azt a kö-
vetkeztetést lehet levonni, hogy az OTM putokat shortoljuk, az OTM callokat pedig
longoljuk és természetesen mindkettőt fedezzük egy ellenkező előjelű ATM ügylettel
(vega semlegesség). A szerzők magas autokorrelációt mértek a súlyoknál, ami kife-
jezetten előnyös befektetői szempontból, hiszen ez arra enged következtetni, hogy
ritkán kell állítani a portfólióban felvett pozíciók irányán.
Természetesen valamilyen módon szükséges ellenőrizni, hogy a stratégia jövedelme-
ző e. Ennek eredményeit az alábbi 1. táblázat mutatja, ahol a kapott értékeket az
interpolált volatilitás felületen számoltak ki úgy, hogy napról napra pontosan ugyan-
olyan paraméterű szerződések értékváltozását vizsgálták. A gyakorlatban ez nyilván
nem kivitelezhető, hiszen az opciók közelednek a lejárathoz, de általában likvidebb
piacokon lehet hasonló paraméterű szerződéseket találni. Ami pozitív, hogy nulla
fölött van az átlagos P&La teljes rácson, bár a rövidebb lejáratokra alacsonyabb.
Ráadásul ezen szerződések esetében a szórás is jóval magasabb, ami nem megle-
pő, hiszen egy esetleges piaci sokk okozta árugrást, már nincs ideje korrigálni a
piacnak. Ezzel együtt nem meglepő, hogy az információs ráta, amely az előző két
mutató hányadosa, a hosszú lejáratokra jóval magasabb. Ezen mutató értelmezése
nagyjából analóg a Sharpe-rátáéval, hiszen itt is egységnyi kockázatra jutó hozam-
ról, esetünkben inkább P&L-ről beszélünk. A táblázat utolsó oszlopa azon portfólió
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eredményeit mutatja, amely a moneyness-lejárat rács minden pontjában felveszi az
ajánlott méretű és előjelű pozíciókat egyszerre. Ennek teljesítménye analóg a többi
szerződésével.

τzx ´1.0 ´0.5 0.5 1.0 Összes

A panel: Évesített átlag

1 0.582 0.060 0.060 0.182 0.884
2 1.109 0.195 0.104 0.305 1.713
3 1.053 0.191 0.105 0.311 1.660
6 0.822 0.160 0.101 0.304 1.387
12 0.517 0.109 0.082 0.254 0.962

B panel: Évesített szórás

1 1.298 0.258 0.166 0.524 1.689
2 0.624 0.107 0.060 0.183 0.888
3 0.417 0.077 0.047 0.147 0.638
6 0.238 0.047 0.033 0.109 0.401
12 0.146 0.029 0.023 0.079 0.252

C panel: Évesített információs ráta

1 0.45 0.23 0.36 0.35 0.52
2 1.78 1.82 1.75 1.67 1.93
3 2.52 2.47 2.25 2.11 2.60
6 3.46 3.39 3.06 2.79 3.46
12 3.53 3.76 3.59 3.21 3.81

1. táblázat. P&L statisztika a kockázat-hozam stratégiából [1]

Ha a (19) egyenletből kapott súlyoknak megfelelően veszünk fel pozíciókat, akkor
a piaci értékelés és az általunk definiált spread különbözeteként előálló potenciális
kockázati prémiumot próbáljuk megszerezni, delta és vega semlegesen. Ezt a fajta
kereskedést kockázat-hozam trade-off stratégiának nevezzük el.
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6 A kereskedési stratégia ellenőrzése

5.2. Eredmények

Carr és Wu új elméleti keretrendszere három jelentős eredményt is produkált. El-
sőnek egy arbitrázsmentes, fair árazási relációt az implikált volatilitásra. Emellett
empirikusan igazolták, hogy a piac szisztematikusan túlárazza az opciókat, főleg az
OTM putokat, az úgynevezett crash-o-fobia, azaz a hirtelen ugrásoktól való félele
miatt. Illetve prezentáltak egy delta és vega fedezett kereskedési stratégiát, amely
az előzőeket veszi alapul.

5.3. Limitációk

Természetesen mindennek van egy árnyoldala, így ezek az eredmények sem fedhetet-
lenek. A kereskedési stratégiájuk inkább hosszabb időhorizonton, azaz fél, egy éves
lejáratokon teljesít jól. Ennek oka egyértelműen adódik a modell jellegéből, ami a
másik nagy gyengepontja a keretrendszernek. Ugyanis semmilyen módon nincsen-
nek bevezetve ugrások a koncepcióba, így az ezekre való érzékenység nincsen kezelve
semmilyen módon. Ez tükröződik vissza a kereskedési stratégia rövid távon történő
gyengélkedésénél, hiszen itt sokkal inkább érvényesül a sokkok okozta ugrások kocká-
zata, mint az egyéb kockázati faktorok. A továbbiak során erre helyezem a hangsúlyt
és megvizsgálom, hogy milyen mértékű és intenzitású ugrások mellett működőképes
a keretrendszer és mikor veszti érvényét.

6. A kereskedési stratégia ellenőrzése

A Carr és Wu keretrendszer bemutatása után, elérkeztünk a szakdolgozat érdemi
részéhez, az általuk bemutatott kereskedési stratégia érvényességi határainak feltér-
képezéséhez. Elismerték, hogy modelljük legnagyobb gyengesége, hogy nem tudja
kezelni az ugrásokat. Ez már a (2)-es egyenletben is megnyilvánul, hiszen itt az
esetleges piaci ugrásokat szimbolizáló Jt tagot, önkényesen nullának választották.
Szakdolgozatom célja, hogy megvizsgáljam, milyen gyakoriságú és méretű piaci sok-
kok és az ebből adódó árfolyamugrások esetén szűnik meg a kereskedési stratégiájuk
hatékonysága.
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6 A kereskedési stratégia ellenőrzése

A kutatásomhoz nem valós adatokat használok. Ennek az az oka, hogy nehéz len-
ne pontosan kiszűrni a sokkok tényleges hatását és elképzelhető, hogy ezek nem a
megfelelő gyakorisággal érkeznek, elveszne a koncepció érdemi része. Hogy egy közel
ceteris paribus helyzetet tudjak vizsgálni, egy teljesen szintetikus közeget próbáltam
létrehozni, amely lehetőséget biztosít arra, hogy önkényesen vigyek sokkokat a piac-
ba, az általam kívánt mennyiségben és volumenben.
Mivel a hedgelés fontos része a startégiának és az implikált volatilitás felület alak-
jából határozzuk meg a kereskedési súlyokat, ezért a BMS modell (Black & Scholes,
1973) [2] konstans volatilitása nem alkalmas számomra, hanem sokkal inkább egy
sztochasztikus volatilitás modellel érdemes megközelíteni a problémát, ahogy az ere-
deti cikkben is tették. Kézenfekvő választás ilyen esetben a Heston-modell (Heston,
1993)[7], amely napjainkban is ipari sztenderdnek számít. Itt a volatilitás dinamiká-
ját egy CIR-folyamat (Cox et al., 1985) [19] jellemzi, amely átlaghoz húzó és amelyről
tudjuk, hogy a Feller-feltétel (Feller, 1951)[20] mellett van erős pozitív megoldása.
Emellett alkalmas az úgynevezett "leverage effect" modellezésére, hiszen az árfo-
lyamváltozás és a volatilitás közötti negatív kapcsolatot, a két folyamatot meghajtó
Brown-mozgások közötti negatív korrelációval be tudjuk építeni a modellbe. Gyen-
gesége azonban, hogy a rövid lejáratokra lapos mosolyt állít elő, ami kritikus lehet
a szakdolgozat szempontjából. Emellett zárt formula csak a karakterisztikus függvé-
nyére létezik Fourier-transzformációval és persze még nem vezettünk be ugrásokat
sem.
Sok tekintetben előrelépést jelent a Bates-modell, amelyet végül Én is használtam,
mint adatgeneráló folyamat. Kézenfekvő választás, hiszen azáltal, hogy sokkokat
tudok bevezetni a mesterséges piacomra, rövid távon is képes vagyok a mosolyt
rekreálni.

6.1. Szimuláció Bates-modellel és paraméterezése

6.1.1. Dinamikák

Elsősorban a korábban is említett rövid távú mosolyrekreálóképessége miatt válasz-
tottam a Bates-modellt, felmerül más pozitívum is az esetében és természetesen
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vannak hiányosságai is. Ezeket fogjuk a következőkben megvizsgálni. Bates-modell
dinamikái:

Valós mérték (P):

dSt “ pµ ´ λk̄qStdt `
?
vtStdW

S,P
t ` Stpe

J
´ 1qdNP

t (20)

dvt “ κpθ ´ vtqdt ` ξ
?
vtdW

v,P
t (21)

Kockázatsemleges árazási mérték (Q):

dSt “ pr ´ λk̄qStdt `
?
vtStdW

S,Q
t ` Stpe

J
´ 1qdNQ

t (22)

dvt “ κpθ ´ vtqdt ` ξ
?
vtdW

v,Q
t (23)

Ahol a Wiener-folyamatok korrelációja dW S
t dW

v
t “ ρdt, az ugrásméret J „ N pµj, δ

2
j q,

a kompenzációs faktor k̄ “ eµj` 1
2
δ2j ´ 1, a dNt pedig egy λ intenzitású Poisson fo-

lyamat. Ezáltal egy lognormális eloszlású ugrásokat tartalmazó összetett Poisson-
folyamat felel a piaci sokkok modellbe történő bevezetéséért.
Ugyan jól tudja rekreálni a piaci árakat, a modell alapvető hiányossága, hogy az ár-
folyambeli ugrások semmilyen módon nem tükröződnek a volatilitásban. Ez egyből
látszik a dinamikák alapján, hiszen az eJ tag és dN sem jelenik meg a volatilitás
differenciálegyenletében. Ezen tulajdonsága alkalmatlanná teszi a modellt válság-
helyzetek szimulálására. Az Én esetemben ez viszont nem releváns, hiszen az opciós
szerződések implikált volatilitását vizsgálom, ami viszont egyértelműen tükrözi a
sokkok hatását. A Bates-modellel kapcsolatban felmerülő további probléma, hogy
a belőle generált trajektóriákra felírt opciós szerződések görög betűi, instabilak és
erősen paraméterfüggőek. Ez nagyban megnehezíti a delta fedezést, azaz nagyon ne-
héz kiszűrni az árfolyamkockázatot a portfóliókból. Ez a hatás tényleges torzítást
visz bele a dolgozatom eredményébe, ugyanis nem lehet elkülöníteni hogy egy adott
szcenárióban a kereskedési stratégia működésképtelen, vagy éppen a delta hedge
instabilitása okozza a veszteségeket. Ezt a jelenséget tudomásul vettem és az ered-
mények kiértékelésénél részletesebben körüljárom. A gyakorlati alkalmazásnál felme-
rülő másik jelentős probléma a hosszú lejáratok és a magas intenzitás esetén merül
fel. Ugyan a volatilitás klasztereződése a sztochasztikus volatilitás miatt beépül a
modellbe, de az ugrásoké sajnos nem. Ennek oka hogy függetlenséget feltételezünk
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a sokkok bekövetkezési valószínűségénél. Ez azt eredményezi, hogy hosszú lejára-
toknál és magas intenzitású Poisson-folyamat használatánál kimosódik az ugrások
hatása az implikált volatilitásból. Ez önmagában nem lenne gond, hiszen egy empi-
rikusan megfigyelt és igazolt jelenségről van szó, de a valóságban a lecsengés jóval
lassabb, mint a Bates-féle 1{

?
T sebességű kimosódás. Ez hosszú távon a mosoly el-

laposodását eredményezi, azaz a rövid távú meredek görbék az időben előrehaladva
ellaposodnak és egy összességében valamennyivel magasabb szinten de közel teljesen
egyenes formát vesznek fel, akár már pár éves időtávon is. Erre a problémára jelent-
het megoldást a Hawkes-folyamatok alkalmazása (Hawkes & Alan, 1971)[21], amely
pontosan ezt küszöböli ki és kiváló továbbfejlesztése lehet a dolgozatomnak. Számí-
tásigényessége miatt azonban nem állt módomban megvizsgálni ezt a lehetőséget.

6.1.2. Paraméterek

A valós mérték szerinti dinamikát használtam fel az árfolyamok legenerálására, majd
a kockázatsemleges mérték alatt áraztuk az opciót. A két egyenlet alapvetően csak
a drift tagban tér el, de r=µ=0 paraméterezést használok, hogy egy teljesen steril,
kockázati prémiumoktól mentes piacot állítsak elő. Így természetesen megegyezik a
két dinamika, de ez a megközelítés szükséges számunkra, hogy a piacon ténylege-
sen csak az ugrásoktól való irracionális félelem eredményezzen kockázati prémiumot.
Összesen 1000 trajektóriát generáltam, ami kellően robusztus eredményre vezet, de
még nem túlzottan számításigényes.
A legfontosabb paraméter a λ, amely az összetett Poisson-folyamat ugrásintenzitása.
Az intuitív értelmezése, hogy egy év alatt várhatóan hány makrósokk éri a piacot.
Fontos megállapítani, hogy ezen paraméter értéke még belekerül a fair árazásba,
azaz a piac a valóságot értékeli ebben a stádiumban. A kockázati prémiumot ami
az irracionális félelemből származik, később építjük be a modellbe. A cél az, hogy a
kereskedési stratégia teljesítményét több piaci környezetben is megvizsgáljuk, ezért
az alábbi lambda értékek mellett generáltam adatokat: 0; 1,5; 5. Az első eset egy
tiszta, ugrásmentes piac, ami a keretrendszer feltételezéseinek tökéletesen megfelel.
A λ “ 1, 5 szcenárió hivatott a reális, valóságban is megfigyelhető sokkmennyiséget
reprezentálni (Eraker et al. (2003); Cont & Tankov (2004))[8] [10], ezért a végső
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következtetések levonásához ez mindenképpen egy érdekes eredmény lehet. Amikor
a piac 5 ugrást is feltételez, az inkább kísérleti jelleg, hiszen már nagyon a valóság-
tól elrugaszkodott értékekről beszélünk. Ennél elképzelhető, hogy a többletfélelem
hatása már nem is érvényesül, hiszen az ugrások annyira gyakoriak, hogy a piac lé-
nyegében beárazza őket mintha folytonos lenne a közeg, csak magasabb volatilitást
feltételezve.

Az összetett Poisson-folyamat másik fontos eleme, az ugrások méretét meghatá-
rozó eloszlás. Esetemben ez lognormális, mint ahogy ezt a 22-as egyenlet is mutatja.
A kitevőben található normális eloszlás paramétereit (µj, sigma2j) is több érték mel-
lett vizsgáltam. A piaci empirikus megfigyelések alapján a várható értéket jelölő µj

értéke -0,15 és - 0,05 között mozog (Eraker et al. (2003); Cont & Tankov (2004))
[8] [10], amit a -0,1-nek az alkalmazásával próbálok reprezentálni a szimulációmban.
Emellett egy olyan esetet is nézek, amikor az ugrások várható iránya nincsen meg-
határozva, azaz nullának választom µj-t. Pozitív várható sokkokkal nem foglalkozok
a dolgozatban, mivel a kockázati prémium beépítési logikája, nem összeegyeztethe-
tő ezzel a koncepcióval. Ahhoz hogy a kutatás ténylegesen körüljárja a problémát,
szélsőségesebb eseteket is szimulálok, ahol várhatóan drasztikus csökkenés áll elő
a loghozamban, de ezek teljesen a valóságtól elrugaszkodott esetek (µj=-0,5). Ami
az ugrásméret logaritmusának szórását illeti (σj), a szakirodalom 0,2 és 0,1 közé
teszi (Cont & Tankov (2004); Eraker et al. (2003)) [8][10], Én 1,5-öt fogok használ-
ni. Ellenőrzésképpen szimulálok µj=0 mellett is, hogy ezt a λ=0 paraméterezéssel
együtt vizsgálva, az ideális, teljesen ugrásmentes piacon is mérhessem a stratégia
hatékonyságát. Szórásukat továbbra is 0,15-nek választottam. Ebben az esetben fel-
tételezhető, hogy kiválóan teljesít majd.
Ami az egyéb, a dolgozat célja szempontjából kevésbbé releváns paramétereket illeti
S0=100, v0=0,04 , θ=0,04 (az S&P500 empirikusan megfigyelhető 20 százalékos vola-
tilitását adja vissza), és κ=2 (1-5 a szakirodalmi vélekedés (Heston, 1993; Gatheral,
2006)[13][7], a 2 kellőképpen robusztus választás) és ξ=0,3 (0,3-0,6 intervallumban
mozog jellemzően, de ezek inkább technikai részletek esetemben, nem képzik a ku-
tatás fókuszát. Valamivel jelentősebb koncepcionális tartalommal bír a ρ paraméter,
amely a volatilitás és az árfolyam közötti korrelációt méri. Az általam használt ér-
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ték a -0,7 (Bakshi et al. (1997); Heston (1993))[6][7], amely beépíti a modellembe
az úgynevezett "leverage effectet".

6.2. Diszkretizáció

A dolgozat elején már ejtettem szót arról, hogy mely diszkretizációs módszerek jö-
hetnek szóba a szimulációmhoz. Ha a precizitást tartjuk szem előtt, akkor nem
kérdés hogy a Broadie & Kaya (2006) [14] féle megközelítést választjuk, hiszen ez
a sztochasztikus volatilitás modellekre, mint a Bates vagy a Heston torzításmentes
eredményt ad. Az Én szempontomból viszont nem praktikus, hiszen az amúgy is
nagyléptékű szimulációm kapacitásigénye, ezáltal megsokszorozódna. ebből kifolyó-
lag fordultam a kettő letisztultabb módszerhez, az Euler-Maruyama és a Milstein
diszkretizációhoz. Utóbbinak erősebb a konvergenciája, de sajnos él a Lipschitz-
folytonosság feltevésével az eredeti folyamat deriváltjaira. Ennek lényege hogy a fo-
lyamat változására ad egy végességi feltételt. Ahogy a 24 képlet is mutatja a derivált
egy-az-egyben megjelenik a felbontásban és a 25-os egyenletben az is szembetűnő,
hogy mi is okozza a Lipschitz-folytonosság sérülését. Az első derivált értéke ξ

2
?
vt

, ami
nullához közeli volatilitásnál a végtelenbe száll el. Ezt a problémát sajnos az nem
oldja meg hogy a szorzásokat elvégezve konstanssá egyszerűsödik a tag, mivel egy
Itó-lemmából indultunk ki, ahol már önmagában is teljesülnie kellett a Lipschitz-
feltételnek.
Milstein diszkretizáció általános formája egy dXt “ apXtqdt ` bpXtqdWt formájú
differenciálegyenletre:

Xt`∆t “ Xt ` apXtq∆t ` bpXtq∆Wt `
1

2
bpXtqb

1
pXtq

`

p∆Wtq
2

´ ∆t
˘

(24)

Milstein diszkretizáció a volatilitás dinamikájára:

vt`∆t “ vt ` κpθ ´ vtq∆t ` ξ
?
vt∆W v

t `
1

2
pξ

?
vtq

ˆ

ξ

2
?
vt

˙

`

p∆W v
t q

2
´ ∆t

˘

(25)

Továbbá felmerül még az is, hogy mindkét módszer eredményezhet negatív vola-
tilitást, úgyhogy valamilyen csonkításos módszert mindenképpen alkalmazni kell.
Ezzel kombinálva azonban a Milstein lényegében minden relevanciáját elveszíti és
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messze alulmúlja az Euler-Maruyamát (Lord et al. (2010))[16]. Ezen okokból kifo-
lyólag utóbbi módszer csonkított verzióját alkalmaztam.
Euler-Maruyama diszkretizáció általános formája egy dXt “ apXtqdt ` bpXtqdWt

formájú differenciálegyenletre:

Xt`∆t “ Xt ` apXtq∆t ` bpXtq∆Wt (26)

A 28 és 29 egyenletekben már a csonkított, nulla alá nem engedett volatilitásra
(v`

t )írtam fel a diszkretizációt. Ezt egy egyszerű maximum függvénnyel tettem meg,
ahogy az a 27-as egyenlet is mutatja.

v`
t “ maxpvt, 0q (27)

Csonkított Euler-Maruyama diszkretizáció az árfolyam dinamikájára:

St`∆t “ St ` pµ ´ λk̄qSt∆t `

b

v`
t St∆W S

t ` Stpe
J

´ 1q∆Nt (28)

Csonkított Euler-Maruyama diszkretizáció a volatilitás dinamikájára:

vt`∆t “ vt ` κpθ ´ v`
t q∆t ` ξ

b

v`
t ∆W v

t (29)

Elméletileg az árfolyam is átléphetne negatív tartományba, de ez csakis akkor for-
dulhatna elő, ha Wiener-folyamat megváltozása elég nagy ahhoz, hogy az S0 “ 100

kezdőértékről induló dinamikát átbillentse. Az ugrások mint exponens szerepelnek
az egyenletben, tehát ilyen szempontból nem szorulnak további finomításra.

6.3. Fair árazás és fair implikált volatilitás felület előállítása

A generálás elindítását követően nem egyből kezdjük a kereskedést. Ennek oka,
hogy időt kell hagyni a trajektóriáknak, hogy eltávolodjanak a kezdeti értéktől, ezzel
elkerülve, hogy lényegében egy trajektóriát vizsgáljunk. A volatilitásnak is időre van
szüksége, hogy beálljon a hosszú távú elméleti szintjére (θ), habár az esetemben ez
megegyezik a kezdeti értékkel (v0 “ 0, 04). Ebből kifolyólag az árazást a 63. napon
kezdtem meg ami 3 hónapnak felel meg.
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6.3.1. Opciós szerződések árazása

A számítási igény minimalizálása miatt nem Monte Carlo szimulációval áraztam.
Helyette a jóval gyorsabb Fast Fourier Transzformáció (FFT) Bates-modellre ki-
fejlesztett verzióját alkalmaztam (Carr & Madan, 1999)[22]. Ha piaci körülmények
között, a valóságban lennénk, akkor ezt a módszert pontosan ellentétes célra hasz-
nálhatnánk fel. Az elérhető alaptermék és opciós árakból számolhatnánk vissza,
a feltételezett Batesi dinamika paramétereit, de esetemben nem ez a helyzet. Mi-
vel a generálás minden paraméterét Én adtam meg, ezért ezek keresése tárgytalan,
helyette a fair opciós árat határozom meg az FFT segítségével. Ehhez szükséges
feltétel volt, hogy a Bates-modellnek a karakterisztikus függvénye zárt formulában
megadható. Ezen felül bevezetésre került egy pozitív redukciós paraméter, amely az
opció kifizetésfüggvényét a végtelenben integrálhatóvá teszi. Ezt követően a Fourier-
térben kiintegráljuk a függvényt majd meghatározzuk az árakat, dollárban kifejezve.
Ez mind az 1000 generált trajektóriánkra számol szerződésenként egy árat. Mindezt
természetesen a kockázatsemleges dinamikából kifejezve, amely esetünkben viszont
megegyezik a valós mérték alattival. Mindenesetre fontos szem előtt tartani, hogyha
nem r “ µ “ 0 kamatlábat használnánk akkor elkülönülne a két egyenlet.

6.3.2. Implikált volatilitás felület számítása

Ezt követően már sokkal kevésbé összetett feladat a fair implikált volatilitás felületek
meghatározása. Az 1000 trajektória mindegyikére kapott szerződésenkénti egy árat
beillesztjük a Black-Scholes formulába, így visszaszámolva az implikált volatilitást
minden szerződésére. Ezután minden trajektóriára előállítható az felület, a megfelelő
rácspontokkal.

6.4. Crash-o-fobia beépítése a modellbe

Miután előállítottuk a fair piacunkat teljes egészében, be kell építeni valahogyan azt
az irracionális félelmet, amire a teljes stratégia felépült, azaz a crash-o-fobiat. Ennek
lényege, hogy a piaci szereplők félnek az árfolyam hirtelen beszakadásától, ezért
túlárazzák az ezek fedezésére alkalmas OTM put szerződéseket. Ezzel párhuzamosan
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pedig alulárazzák az OTM callokat, hiszen arra meg kevesen akarnak fogadni, hogy
az árfolyam váratlanul megugrik. Fontos szempont továbbá, hogy az ATM szerződés
szintje a két világállapotban megegyezzen, hiszen a súlyok kiszámításánál a spreadek
különbségét vesszük alapul, ami során az ATM szint kiesik a számlálóból (19). Az
imént taglalt feltételeknek mind megfelel az alábbi formula:

Imarket “ max
´

Ifair ` Φ ¨ p´0.02 ¨ xq, 0.01
¯

. (30)

A 30-as formula első építőköve, hogy nem engedjük a volatilitást semmilyen kö-
rülmények között negatív tartományba, amit egy maximum függvénnyel teszünk
meg. A kiinduló pont természetesen az előző fejezetben meghatározott fair szintje
az implikált volatilitásnak, ezt korrigáljuk egy lineáris függvénnyel. Ennek része egy
moneynesshez kötött tag -0,2-es együtthatóval. Ez egészen pontosan a Carr és Wu
cikkben bemutatott konvexitással korrigált moneyness értéket használja, amely ne-
gatív az OTM putokra (K ă S) és pozitív az OTM callokra (K ą S). Az ATM
szerződések esetében pedig természetesen nullát vesz fel. Ahhoz hogy a kutatás
szélesebb körben tudja vizsgálni a stratégia képességét a kockázati prémium begyűj-
tésére, nem elegendő egy szinten vizsgálni a crash-o-fobiat. A Φ paraméter, amelyre
a továbbiakban félelem faktorként fogok hivatkozni, pontosan ezt a célt szolgálja.
Három típusú szcenáriót különbözetek meg ezen paraméter mentén, melyek egyre
nagyobb rettegést generálnak a piacon. Ezek alapján a Φ lehetséges értékei 1, 2 és
4. Az első két eset viszonylag földhözragadt, reális variancia kockázati prémiumot
építenek be, míg a négyes félelmi faktor a ritka, de extrém válságok szimulálására
alkalmas. Utóbbi esetben például egy mélyen OTM put (x “ ´1) opció implikált
volatilitása, a fair implikált volatilitási szinthez képest 12 százalékponttal emelkedik
meg. Az is látható hogy az ATM callokra a félelmi faktor ellentétes irányú hatást
gyakorol.
Az félelemmel torzított implikált volatilitási felületek előállítása azonban még nem
elegendő, hogy a kereskedést megkezdhessük. Szükséges még a torzított opciós árak
meghatározása is, amit a Black-Scholes formula segítségével számítunk ki. Lényegé-
ben a korábbi folyamat inverzét hajtjuk végre, de a formulába a félelemmel torzított
volatilitást használjuk a klasszikus σ paraméter helyett. Ezzel a piaci közeget tel-
jes egészében elkészítettük, azaz létrehoztunk egy félelemmel torzított és egy fair
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értékelésű világállapotot, amelyeket felhasználva a stratégia alkalmazható.

6.5. Kereskedés a Carr és Wu stratégiával

6.5.1. Stratégia a valóságban

A kereskedési stratégia alapját a 18-es egyenlet adja. Ez ugyanis megadja a fair
implikált volatilitás spreadet a piacon, amelyhez a kereskedő által becsült γ és ω2

paramétereket használ. Ezeket egy historikus adatokat felhasználó idősoros és egy a
jövőre vonatkozó várakozásokat tartalmazó 5 adatpontos keresztmetszeti regresszi-
óval állítja elő. Ezt követően megvizsgálja a piaci spreadet és az elméleti értékkel
vett különbségéből képzett súlyok (19) alapján kezd kereskedni.

6.5.2. Stratégia a szimulációban

Azáltal hogy nem valós adatokat vizsgálok, hanem a teljes piacot generáltam, fel-
építését tekintve megváltozik a kereskedés módszertana. Nekem nem szükséges his-
torikus idősoros becslést és keresztmetszeti regressziót futtani, hiszen azon paramé-
terek, amelyek elméleti értékét ily módon keresik, nálam egyértelműen előállnak a
szimulációban és lényegében leolvashatóak. Viszont még erre sincsen szükség, hiszen
konkrétan rendelkezésemre áll a fair mosoly, amit összevetve a félelemmel torzított
világállapotokkal közvetlenül adódnak a súlyok.

wt “ pI2t ´ pI2t q{A2
t .

A 19 egyenlet értékei itt most más forrásból érkeznek. Az pI2t ezúttal a fair implikált
volatilitás négyzete, míg a I2t a félelemmel torzított világ hasonló mutatója. Mivel
az ATM implikált volatilitás szintje mindkét világállapotban megegyezik, így a spre-
adek különbsége, az ITM implikált volatilitás négyzetek különbségévé egyszerűsödik,
amelyet arányosítunk az ATM szinthez.

6.5.3. Pozíciók és fedezés

A portfólió pontos összetétele a súlyok alapján áll elő. A19-as egyenletből adódó
wt határozza meg, hogy mekkora mennyiséget kell birtokolnunk a spreadből. Az
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intuitív tartalom annyi, hogy a súly lényegében az általunk definiált spread fair és
piaci értéke közötti különbség, amit kockázati prémiumként értelmezünk. Ha wt ą 0,
akkor a piaci spread nagyobb mint az elméleti, tehát az ITM szerződés túlárazott.
Ennek megfelelően w mennyiséget shortolunk az ITM kontraktusból és úgy veszünk
az ATM opcióból, hogy vega semleges legyen a portfóliónk. Ezt 21 napig tartjuk,
miközben minden nap delta fedezést is végrehajtunk, azaz annyit vásárolunk az alap-
termékből, hogy a portfólió ne legyen érzékeny annak árfolyamának ingadozására.
Ha azonban egyik napról a másikra az alaptermék ára ugrik egyet, akkor a delta
fedezés sokkal nagyobb volumenű műveletté válik, ami nyilván jelentős növekedést
eredményez a tranzakciós költségekben. Én pontosan ezek hatását vizsgálom mes-
terségesen. Lényegében erre a termékcsomagra épül fel Carr és Wu stratégiája, azaz
2 darab opciós szerződés és a megfelelő mennyiségű alaptermék, amikből minden
nap felveszünk egy új pozíciót.

6.5.4. P&L és információs ráta

A stratégia teljesítményét a napi hozamainak megállapításával kezdem.

PnLdailyptq “
ÿ

iPtOTM,ATMu

wi ¨

´

Pipt ` 1q ´ Piptq
¯

` hposptq ¨ pSt`1 ´ Stq (31)

Ahogy a 31-es egyenlet is mutatja, az felbomlik az opciók és a részvények napi árvál-
tozásának súlyozott összegére, ahol wi a már korábban megállapított befektetés súly,
hpos a delta hedgeléshez szükséges részvénymennyiség. Ezeket összegezzük minden
21 napos tartási ciklusra, ahogy a 32-as formula mutatja, amit utána természetesen
évesítünk, hogy össze tudjam hasonlítani a lejáratokat.

PnL
ppq

path “

21
ÿ

t“1

PnL
ppq

dailyptq (32)

Ha egy hónapnál hosszabb lejáratú opciót vizsgálok, akkor természetesen több napi
P&L összegét veszem, de a vega fedezés, azaz a súlyok újraszámítása továbbra is
21 napos ciklusokban történik, a delta pedig napi rendszerességgel. Ez a folyamat
trajektóriánként lejátszódik, erre utal a P&Lpath jelölés is.
Mivel 1000 trajektóriát generáltam, kellőképp robusztus képet kaptam a mesterséges
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piacomról. Ezt kihasználva célszerű a korábbi trajektóriánként kiszámolt, évesített
P&L értékeket átlagolni, illetve szórásukat kiszámolni. Ezek arányából áll elő az
úgynevezett információs ráta, amelynek formuláját a 33-es egyenlet adja meg.

IR “
µann

σann

(33)

Ez egy Sharpe-rátához hasonló teljesítménymérő szám, mivel egységnyi hozamszó-
rásra állapítja meg a profitot. Ahogy az "ann" indexálás is mutatja, az évesített
értékekből számoltam ki. Magát az információs rátát jellemzően portfóliókezelők tel-
jesítményének értékelésére használják. Ennek oka, hogy értéke kettő faktor mentén
is növelhető. Egyrészt a P&L növelése megemeli, másrészt a portfólió kockázatának,
azaz szórásának csökkentésével is hatalmas javulást lehet elérni. Mivel mi egy adott
porfólió hatékonyságát vizsgáljuk, kézenfekvő, hogy ezzel a mutatóval tegyük ezt
meg. Ami a konkrét értékét illeti, nulla alatt gyenge teljesítményt implikál, hiszen
ez azt jelenti hogy a P&L negatív, 0-0,5 intervallumban átlagos, 0,5 felett jó, míg 1
felett kiváló az adott portfóliókezelés.

6.6. A kereskedési stratégia eredményessége

Miután a feltételrendszer, a várakozások és a potenciális nehézségek is ismertetve
lettek, minden akadály elhárult az elől, hogy kiértékeljem a mesterséges piacomon
a kereskedési stratégiát. Az eredmények összességében megerősítették, hogy egy jól
működő stratégiáról beszélünk, amit az esetek túlnyomó többségében pozitív, he-
lyenként kissé abszurd nagyságú IR is mutat. Ettől függetlenül sikerült megtaláni
a gyenge pontokat is, hiszen a feltételrendszerének sérülése esetén könnyen átfordul
veszteségesbe is akár, vagy csak közel 0 hozammal áll elő.
Három különböző várható ugrásméret (µj) mellett vizsgáltam szcenáriókat. Ezek
összevetésében látszik, hogy amikor a fair világ nem tartalmaz ugrásokat, akkor
mindegyik paraméter ugyanazokat a magas, pozitív értékeket adja vissza. Ez mu-
tatja, hogy a szimuláció alapvetően jól működik, hiszen λ=0 esetén nincsen egy-
általán ugrás a piacon, a Bates-modell visszaegyszerűsödik Heston-modellé, így az
egyenletek közti különbség megszűnik, kézenfekvő hogy ugyanazt adják eredményül.
Az a tendencia viszont már itt megfigyelhető, hogy a félelem faktor minden esetben
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létrehoz annyi kockázati prémiumot, hogy a stratégia jól működhessen.
Amikor 5 ugrás is várható egy éven belül , az viszont más sokkal kevésbé tűnik
diadalmenetnek, legalább is abban az esetben, mikor ezen ugrások várható mérete
-0,5 (2). Egyes félelemfaktor esetén erősen negatív IR figyelhető meg. Ez összességé-
ben nem meglepő, hiszen sok hatalmas, majdnem 40 százalékos visszaesés történik
a piacon. Ez nyilván nagyon messze áll a valóságtól, hiszen az hogy egy év alatt
5 ilyen méretű sokk érje a piacot nem reális. Az viszont egyértelműen látszik hogy
az ugrásintenzitás növelése rontott a stratégia teljesítményén. Szintén fontos észre-
vétel, hogy a magasabb félelem faktoroknál átfordul pozitívba a portfólió. Ebből
arra lehet következtetni, hogy a félelmi faktor elég kockázati prémiumot generál
akár ahhoz is, hogy egy közel világvége állapototból is eredményesen kereskedjen a
stratégia. Összegezve nyilván itt sem az ugrások száma, sem a mérete és a félelmi
faktor se földhözragadt, úgyhogy inkább érdekességnek jó ez a paraméterezés, illetve
a szélsőségek vizsgálatára, amelyeken fokozatosan enyhítünk a továbbiakban.

Várható Ugrás Valós Lambda Félelem Átlagos IR
(µj) (P ) Faktor

-0,5 0 1 0,515
-0,5 0 2 1,589
-0,5 0 4 3,237
-0,5 5 1 -0,593
-0,5 5 2 0,485
-0,5 5 4 0,784

2. táblázat. Szcenárió Érzékenységvizsgálata (µj “ ´0, 5)

Visszatérve a realitások talajához, megvizsgáljuk a µj “ ´0, 1 paraméter melletti
eredményeket (3). Ez a táblázat tartalmazza a valóságot leginkább lefedő szcenáriót,
amikor is az említett µj mellett, λ “ 1, 5. Ez egy köztes megoldás a számítási igény
csökkentése érdekében, hiszen ahogy korábban is említettem, az empirikus megfi-
gyelés 1-2 ilyen méretű ugrás évente. A dolgozatomban ezeket végül másfél várható
ugrással helyettesítettem, de lehetne tovább bontani ezt is, ami potenciális folytatása
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a kutatásnak. Ami talán a legfontosabb ezzel a szcenárióval kapcsolatban, hogy le-
hengerlően teljesít. Bőven 3 felett vannak az információs ráták minden félelmi faktor
esetén, azaz normál piaci környezetben a stratégia szárnyal. Ami viszont első körben
ellentmondásnak tűnhet, hogy miért tud egy alapvetően folytonos világot feltételező
modell jobban teljesíteni egy olyan környezetben, ahol mérsékelt mennyiségű ugrás
megvalósul. Ez látható ugyanis λ “ 0; 1, 5 paraméterek viszonylatában. Erre a meg-
fejtést az adatgenerálás módjában és a súlyok számításában lehet megtalálni. Ha
nincs ugrás a valós világállapotban, akkor a lényegében egy Heston-piacot kapunk,
amely alacsonyabb volatilitást, ezáltal kisebb vegát eredményez. Az alacsonyabb vo-
latilitás nagyobb súlyokat eredményez a kereskedésben, ami ugye nagyobb pozíciót
jelent. Ellenben ha λ>0, a megugrott volatilitás, magasabb vegát, így nagyobb ala-
csonyabb súlyokat eredményez, miközben a sokkok nem elég nagyok és gyakoriak
ahhoz, hogy a kis súlyok miatt amúgy is kisebb volumenű delta fedezést felborítva
veszteségessé tegyék a startégiát. Ez egy hatalmas pozitívum, hiszen itt teljesít a
második legjobban a stratégia, de fentartásokkal kell kezelni, hiszen ez egy nagyon
szintetikus világ amiben dolgozok. A legjobb szcenárió a portfóliónak a µj “ ´0, 5,
λ “ 1, 5 és lényegében bármelyik félelmi faktor, hiszen ezek esetében szürreálisan
magas, közel 20 az IR. Persze ennek oka analóg az előbb vizsgálttal, csak az ugrások
teljes hiánya miatt ott még a delta fedezés is tökéletesen működik. Elsőre az is para-
dox hatású lehet, hogy 5 évi várható ugrás esetén még mindig jól teljesít a szimulált
portfóliómenedzserünk. Ennek is kézenfekvő oka van. Ahogy sűrítjük az ugrásokat,
a generált folyamat egyre inkább egy volatilis, de folytonos jelleget kap, ami ugye
megintcsak kellemes a stratégiának. Persze ehhez szükséges hogy az ugrások nem
legyenek drasztikus méretűek. Mivel az eredmények azt mutatják, hogy a közel 10
százalékos beesések, évi ötszöri előfordulása már elég ehhez, így akár juthaunk arra
következtetésre, hogy egy nagyon volatilis piacon kezdjünk el ezzel módszerrel ke-
reskedni. Hogy ez pontosan mikortól is éri meg, az szintén egy folytatása lehetne a
tanulmánynak.
Inkább kutatási jellegű, mintsem praktikus paraméterezés, amikor az ugrások vár-
ható mérete µj “ 0 (4). Ez nem azt jelenti, mint a λ “ 0 eset, hogy Heston- modellé
egyszerűsödik a dinamikánk, mivel itt az ugrás felvehet 0-tól eltérő értéket, csupán
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6 A kereskedési stratégia ellenőrzése

Várható Ugrás Valós Lambda Félelem Átlagos IR
(µj) (P ) Faktor

-0,1 0 1 0,515
-0,1 0 2 1,589
-0,1 0 4 3,237
-0,1 1,5 1 3,336
-0,1 1,5 2 4,923
-0,1 1,5 4 7,263
-0,1 5 1 5,239
-0,1 5 2 5,680
-0,1 5 4 5,989

3. táblázat. Szcenárió Érzékenységvizsgálata (µj “ ´0, 1)

körülette ingadozik, 0,15-ös szórással, normális eloszlást követve. Ez nem felel meg
az empirikus tényeknek, de egy elméleti támpontnak kiváló. A stratégia jelentősen
gyengül. Egyes félelem faktor esetén 0, vagy akár negatív is. Ez persze nem meglepő
összességében, de ez az eredmény teljes egészében a generálás módszertanából kö-
vetkezik. A félelem faktor nagyon erősen 1 irányba torzít. Ez szándékosan van így,
hogy az OTM putokat túl-, az OTM callokat alulárazza. Ehhez viszont kellett az,
hogy az árfolyam jellemzően lefele ugorjon, mivel így a mosoly ferdesége enyhül, az
OTM putokat annyira értékeli a piac mint az OTM callokat, azaz a mosoly ferdesége
eltűnik. Ha µj=0, akkor csökkentjük a vega hatást a modellben és a korábbiaknak
megfelelően ez csökkenti az IR-t is. Emellett a delta fedezés hatékonysága is gyengül
és az egyes félelmi faktor által generált kockázati prémium nem elég ahhoz, hogy
nyereségesen kereskedhessünk. Magasabb félelem esetén újra jól teljesít a stratégia,
de itt minden hatás ki van szűrve és ceteris paribus félelmi faktor generálhat pozitív
információs rátát.
A korábban említett legrosszabb szcenárió (µj “ ´0, 5, λ “ 5, Félelem Faktor =
1) súlyai láthatóak az alábbi táblázatban (5). Az oszlopokban a moneyness szerinti
bontásban, soronként pedig lejárat mentén. Messze ezek a legalacsonyabbak, ami
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6 A kereskedési stratégia ellenőrzése

Várható Ugrás Valós Lambda Félelem Átlagos IR
(µj) (P ) Faktor

0,0 0 1 0,515
0,0 0 2 1,589
0,0 0 4 3,237
0,0 1,5 1 0,004
0,0 1,5 2 1,754
0,0 1,5 4 4,334
0,0 5 1 -0,664
0,0 5 2 1,330
0,0 5 4 3,239

4. táblázat. Szcenárió Érzékenységvizsgálata (µj “ 0, 0)

a nagy volatilitás miatt nem is lenne meglepő, hiszen a súlyok kiszámításánál a
nevezőben, a mindkét vikágállapotra érvényes ATM implikált volatilitás négyzete
található, ami ha nő, akkor a súly logikusan csökken.
Ezzel ellentétben a legreálisabb és egyik legjobban teljesítő stratégia súlyai nagyon
magasak (6). Ennél a logika fordított, hiszen egy viszonylag alacsony volatilitás
mellett dolgozunk, ami növeli a felvett pozíció méretét. Ami mindkét esetben meg-
figyelhető, hogy az elméletnek megfelelően az OTM put tartomány pozitív, míg az
OTM call tartomány negatív súllyal szerepel, azaz ténylegesen előbbit shortolja,
utóbbi megveszi a stratégia. Ami esetleg még érdekes lehet, hogy itt is megfigyelhe-
tő, hogy a hosszabb lejáratra alacsonyabbak a súlyok. Ennek hátterében az áll, hogy
a vega növekszik ha nyújtjuk a lejáratig hátralevő időt, ami pedig azt eredményezi,
hogy lényegében az ATM opció vegáját fedezzük le a másik kontraktusokkal és ha
a másik kontraktus vegája alacsony, akkor sokat kell venni belőle, hogy vega szem-
pontjából kockázatsemleges legyen a portfólió. Tehát a lejárat növekedésével járó
vega emelkedés azt eredményezi, hogy elég kevesebbet is venni belőle, hogy fedezzük
a pozíciónkat.
Utóbbi paraméterezéssel megvizsgáljuk még, hogyan is alakult az információs ráta
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6 A kereskedési stratégia ellenőrzése

τ

x
-1,0 -0,5 0,5 1,0

1 0,0070 0,0035 -0,0031 -0,0063
2 0,0071 0,0037 -0,0030 -0,0063
3 0,0074 0,0039 -0,0032 -0,0067
6 0,0074 0,0039 -0,0030 -0,0064
12 0,0076 0,0041 -0,0027 -0,0062

5. táblázat. A Carr-Wu elméleti súlyok (wt) alakulása (µJ “ ´0, 5;λ “ 5; Φ “ 1

szcenárió)

τ

x
-1,0 -0,5 0,5 1,0

1 0,129 0,066 -0,057 -0,116
2 0,118 0,061 -0,050 -0,104
3 0,113 0,059 -0,047 -0,098
6 0,110 0,058 -0,042 -0,090
12 0,110 0,060 -0,039 -0,086

6. táblázat. A Carr-Wu elméleti súlyok (wt) alakulása (µJ “ ´0, 1, λ “ 1, 5,Φ “ 1

szcenárió)
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7 Konklúzió

szerződésenkénti alakulását. A táblázat struktúrája megegyezik a súlyokat tartalma-
zóéval, leszámítva azt, hogy ide bevettem egy "Összes" elnevezésű oszlopot, amely
minden másik spread együttes lekereskedését értékeli ki. Nem meglepő módon itt is
minden erősen pozitív, sőt minden eseteben 1 felett is vagyunk.

τ

x
-1,0 -0,5 0,5 1,0 Összes

1 2,287 1,380 1,460 3,142 3,112
2 5,587 4,288 2,957 2,753 5,344
3 5,694 4,603 3,060 2,667 5,008
6 4,845 4,040 2,537 2,058 3,666
12 3,559 3,085 2,053 1,607 2,611

7. táblázat. Évesített Információs Ráta (IR) alakulása (µJ “ ´0, 1, λ “ 1, 5,Φ “ 1

szcenárió)

7. Konklúzió

A feladat, hogy egy kereskedési stratégiáról eldöntsük működik-e, a legkevésbé sem
egyértelmű és összetett feladat. Jóval több változó játszik benne szerepet, minthogy
egy szakdolgozat keretein belül ezeket körül tudtam volna járni. Mindenesetre Én
megpróbáltam egy mélyebb képet alkotni a Carr és Wu keretrendszer erősségeiről
és gyengeségeiről egyaránt. Ezt a feltételrendszerük feloldásával tettem meg, ahol
elkezdtem feszegetni az érvényességi határokat, mindezt az általuk prezentált keres-
kedési stratégia eredményességén keresztül.
Nyugodt szívvel kijelenthető, hogy összességében egy nagyon robusztus koncepci-
óba van beágyazva a kereskedési stratégia. Az egyik alapfeltevés a folytonos piac
volt, ami a dolgozatomban feloldottam és eltérő gyakoriságú és méretű sokkokkal
terheltem, hogy az érvényességi határait pontosan feltérképezzem. Az empirikusan
igazolt, reális szcenáriókban, ami évi 1-2 makrósokkot takar, 3 feletti információs
rátát ért el a stratégia, ami már önmagában nagyon meggyőző. Ami pedig a szél-
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7 Konklúzió

sőségeket illeti, egészen évi 5 várható ugrásig stabilan magas hozamot eredményez
és itt is csak az irreálisan erős sokkok esetén bukik el. Én utóbbi esetet tekintem a
modell érvényességi határainak, még akkor is, ha az általam generál Bates-piac nem
replikálja teljesen jól a valóságot.
Utóbbi állítás árnyalja be kissé az eredményeket, azaz hogy milyen környezetben
teljesített ennyire jól a modell. A szintetikus Bates piac minden aspektusa úgy volt
beállítva, ahogy a keretrendszer megkövetelte és ennek ellenére is azt tapasztaltam,
hogy gyakran az általam bevezetett konstans félelem faktor magas értéke mentette
meg a stratégiát. Ez még annak ellenére is vegyes képet ad a modellről, hogy alap-
vetően törekedtem a crash-o-fobia reális súllyal történő beépítésére. További gond
lehet a Bates-modell paraméterfüggősége, amelyet Én nem vizsgáltam ugyan, de ki-
váló továbbfejlesztési lehetőség valamely más beállítás melletti elemzés, például ha
a valós és a kockázatsemleges dinamika nem egyezik meg. A diszkretizációs módszer
is jelentős torzítást vihetett bele, nem beszélve arról, hogy kevés rálátásom van arra,
hogy a delta fedezés mennyire gyengül egyes szcenárióknál, csak intuitív következ-
tetéseket tudok erre vonatkozóan levonni, hasonlóan a vega hedgere is.
Összességében szerintem kimondható, hogy Carr és Wu keretrendszer egy reális, évi
1,5 várható ugrást tartalmazó piacon, ahol ezek jellemzően 9 százalékos esést produ-
kálnak, meggyőzően teljesít. Néha a szélsőséges eseteket is jól kezeli, de egy kevésbé
mesterséges közegben elképzelhető, hogy ez nem érvényesülne. Évi 5 várható ug-
rás, amik nagyságrendileg 40 százalékos árfolyamesést jelentenek külön-külön, már
nem tudja lekereskedni és ezen a ponton összeomlik. Alapvetően viszont megbízható,
robusztus stratégia.
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