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Bevezetés

Az általános útvonaltervezési problémakör már rég óta kutatott. A gráfokon jól működő

Dijkstra algoritmusát sokan kutatták részletesen és fejlesztették tovább különböző irányok-

ba. Az egyik ilyen az irányított keresési algoritmusok, amelyek valahogyan megpróbálják a

keresést egy vagy több heurisztika segítségével felgyorsítani. Ezen módszerek közül az egyik

legalapvetőbb és legelterjedtebb az A csillag (A star) típúsú algoritmusok. Ezen algoritmusok

heurisztikái általában egy adott pontra a célhoz hátralévő utat becslik meg. Amennyiben ez

a becslés „jó”, az algoritmusok egy legrövidebb utat adnak meg gyorsabban, mint Dijkstra.

Ahogy a mesterséges intelligencia egyre szélesebb körben elterjed, felmerül a kérdés, hogy

vajon ezeket a herurisztikákat lehet-e „tanulni”, vagy ha önmagukban nem, akkor milyen

egyébb számunkra hasznos információt tudnak adni. A konvolúciós neurális hálózatok

(CNN) és a Transformerek[10] lehetőséget adnak adott térkép feldolgozására, azonban még

közel sincs teljesen feltárva a terület, több kutatás célszerű.

A dolgozatom célja ismertetni és összehasonlítani ezen útvonaltervezők közül az A* [4], a

WA*[7] és JPS[3] algoritmusokat, bemutatni hasznosságukat, hátrányaikat és feltárni a mo-

dern AI eszközök potenciális hozzáadásával hogyan lehet a keresést a heurisztikák tanulásával

gyorsítani.

Ehhez implementálom az A* és annak súlyozott WA* változatát, a JPS algoritmus olyan

változatát, ami súlyozott térképeken is működik. Belátok ezeknek közelítő megoldásaira

vonatkozó állításokat, összehasonlítom az A* és WA* futásidejét és bemutatom hátrányait

továbbá vizsgáltom az A* és WA* algoritmusok további kiegészítéseit neurális hálózatokkal.
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1. fejezet

Elméleti alapok és Szakirodalmi

Áttekintés

Az általános útvonaltervezési problémakör már rég óta kutatott. Többféle megközelítés és

algoritmus is létezik, de általános esetben egy folytonos, súlyozott területekből térképen már

három különböző súlyú terület esetén sincs pontos megoldás.[2] Ezen problémát sokféle

képpen fel lehet oldani, többek között azzal, ha diszkretizáljuk a tervezési terünket. Így a

tervezés pontosságát hozzákötjük a felbontáséhoz. Az egyik legegyszerűbb ilyen felbontási

módszer a négyzetrács, amivel ezentúl foglalkozni fogok.

1.1. Az alapok

Az ilyen diszkrét környezetekben történő útvonaltervezés optimalizálása az autonóm robotika

és a valós idejű stratégiai szimulációk egyik alapproblémája. A terület középpontjában az

A* algoritmus [4] áll, amelyet az optimalitása és a hatékonysága elméleti garanciái miatt

széles körben alkalmaznak.

Ugyan az A* általános gráfokon alkalmazhatók, a való életben sokszor különleges tulajdon-

ságúak gráfokon kell alkalmazni, ezzel pedig javításokat érhetünk el. Nézzük a négyzetrács

egy N × M részét. Legyenek a rácspontok a gráf csúcsai. Az éleket többféle módon vehet-
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Elméleti alapok és Szakirodalmi Áttekintés

jük, a leggyakoribb a 4 és a 8 irányú mozgás megfelelői. A lépés költségét többféle módon

definiálhatjuk.

1.1.1. Definíció. Egy ilyen megadási mód gyakran gráf helyett egy számokat tartalma-

zó tömb, amiből nekünk kell a gráfot és a költségeket előálítanunk. Ez lehet például egy

térképen való magasság/meredekség, lehet városokban útvonalak használata, stb. Ebben a

dolgozatban ezt a tömböt és az abból alkotott gráfot egyszerűség kedvéért csak Térképnek

nevezem és hacsak nincs külön kiemelve, akkor gráf minden csúcsa szomszédos (él a gráfban)

a mellette lévő 8 szomszédjával.

1.1.2. Definíció. Egy térképen adott lépés költségét többféle módon definiálhatjuk, de

legtöbbször ez a kölség az adott két pontnak megfelelő mező átlaga, szorozva
√

2-vel, ha

átlós. Én is ezt fogom alkalmazni, tehát

c(u, v) = T érkép[u] + T érkép[v]
2 .


√

2 ha a lépés átlós

1 különben

Példa: Egy térképen van szántóföld, mocsár, országút és hegyoldal. Ekkor a térképen az

országút „költsége” „kicsi”, a szántóföldé „közepes” és a mocsár és a hegyoldal „költsége”

is „NAGY”. Természetesen ezeket az értékeket változtatva más igények is teljesíthetők.

Tehát a feladatunk: Az optimális útvonal költségét minimalizálni, az (él)súlyok összegét

minimalizáló P ∗ útvonal mentén:

min
P

∑
(u,v)∈P

w(u) + w(v)
2 ∥u − v∥2.

Ebben a térképen az ismert Dijkstra algoritmus is használható adott kezdőpontból való útvo-

naltervezésre, azonban a valóségban nagyobb térképeken ez lassú. Az algoritmus futásidejét

főleg a vizsgált pontok adják, így értelmes ötlet lenne ezen pontok számát csökkenteni.

Erre ad az A* algoritmus egy lehetőséget azáltal, hogy egy heurisztikát, h(n)-et is használ,
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Elméleti alapok és Szakirodalmi Áttekintés

amivel a cél felé irányítja a keresést.

Az algoritmus hatékonyságát azonban szigorúan meghatározza ez a h(n) heurisztikus függ-

vény minősége, ami az aktuális n csomóponttól a célig hátralévő költséget becsli. Milyen

tulajdonságok fontosak? Ezt már az eredeti szerzők[4] is vizsgálták.

1.1.3. Definíció. Egy heurisztika h admissible, ha sosem becsli túl a célhoz való távolságot.

Ha h∗(n) a tényleges legrövidebb távolság a célhoz, akkor

0 ≤ h(n) ≤ h∗(n) ∀n

1.1.4. Tétel. Ha a h(n) heurisztika admissible, akkor az A* algoritmus (Fa-keresés esetén)

optimális. 1

Megjegyzés. Itt a „Fa-keresésben” nem kell megvizsgálni, hogy egy csúcsot már megvizs-

gáltuk. A gráfokban nem ez a helyzet, ott egy külön „Closed” halmazt is fenntartunk annak

ellenőrzésére, hogy az adott pontot már megvizsgáltuk-e. Ebben az esetben az admissible

heurisztika nem lesz elég, valami erősebb tulajdonságnak is teljesülnie kell.

Bizonyítás vázlat. A teljes bizonyítást lásd [4].

Indirekt, az algoritmus nem a legrövidebb utat találja meg.

Feltevés: Tegyük fel, hogy az A* algoritmus nem az optimális G célt találja meg, hanem

leáll egy szuboptimális G2 célállapotban (a célt nem optimális úton találja meg). Mivel G

optimális és G2 szuboptimális: f(G) = C∗, és g(G2) > C∗. Mivel G2 célállapot, h(G2) = 0,

így a teljes költsége:

f(G2) = g(G2) > C∗

Mielőtt az algoritmus leállna, léteznie kell egy olyan n pontnak a nyílt (OPEN) halmazban,

amely az optimális úton van.

Erre a csúcsra igaz, hogy az optimális út rajta halad keresztül: g(n) + h∗(n) = C∗. Mivel a
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Elméleti alapok és Szakirodalmi Áttekintés

1.1. ábra. Mi történik, ha nem admissible a heurisztika (pl w = 100), a költségek 102 és 156

heurisztika admissible (h(n) ≤ h∗(n)), ezért: f(n) = g(n) + h(n) ≤ g(n) + h∗(n) = C∗.

Feltételeztük, hogy az A* a G2 pontot választotta vizsgálatra. Mivel az A* mindig a legkisebb

f -értékű csúcsot választja, a kiválasztás pillanatában f(G2) nem lehetett nagyobb f(n)-nél

f(G2) ≤ f(n). Az előző egyenlet alapján tudjuk, hogy f(n) ≤ C∗, tehát: f(G2) ≤ C∗.

Ez azonban ellentmond az első egyenletnek, amely szerint f(G2) > C∗.

Megjegyzés. Mi történik, ha ezt (csak OPEN) egy tetszőleg admissible heurisztikával fut-

tatjuk a térképen? Az algoritmus csak a valós költség alapján frissíti a pontokat és véges

időn belül leáll, sőt egy legrövidebb utat talál (ha van). A probléma azzal lesz, hogy egy

pontot akár exponenciálisan sokszor is belerakhat az OPEN halmazba[5]. Ennek a javítására

vezetjük be a konzisztens heurisztikát és a zárt (CLOSED) halmazt.

1.1.5. Definíció. Egy h(n) heurisztika akkor konzisztens, ha minden n pontra és annak

minden n′ szomszédjára teljesül a háromszög-egyenlőtlenség:

h(n) ≤ c(n, n′) + h(n′)

Ahol c(n, n′) az n-ből n′-be való lépés költsége. Továbbá a célpontban h(G) = 0.

Látható, hogy egy konzisztens heurisztika monoton és így admissible is.
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Elméleti alapok és Szakirodalmi Áttekintés

1.1.6. Tétel. Ha h(n) konzisztens, akkor az A* algoritmus (Gráfkeresés esetén is) optimális.

Bizonyítás. Azt kell belátnunk, hogy egy csúcsot megvizsgálunk, akkor oda már megtaláltukj

a legrövidebb utat.

Tegyük fel, hogy az A* kiválasztja az n pontot kifejtésre. Mivel az f értékek monoton

növekvőek (vagy egyenlőek) bármely s → t út mentén, ezért nem létezhet olyan még fel nem

fedezett út n-be, amelynek az összköltsége kisebb lenne a jelenleginél. ,

1. Ha létezne egy jobb út n-be, akkor annak a kezdő szakasza (vagy egy őse) még a nyílt

halmazban lenne.

2. Ennek az ősnek az f -értéke kisebb lenne, mint a jelenlegi f(n), hiszen az út olcsóbb

és f monoton.

3. De az A* mindig a legkisebb f -értékűt választja. Tehát előbb választotta volna ki

azt az őst, minthogy n-t kiválasztotta volna a mostani (rosszabb) úton.

Mivel az A* biztosan a legoptimálisabb úton éri el n-t először, a Zárt halmazba belerakás

megtehető. Soha nem kell egy csomópontot „újranyitni”, mert az első látogatás garantáltan

a legjobb. Így a célállapotot is az optimális úton éri el először.
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Elméleti alapok és Szakirodalmi Áttekintés

Általánosan az A* algoritmus és a módosított WA*[7] gráfokra. Az A* akkor ad optimális

útvonalat, ha a megadott heurisztika nem csak admissible, de konzisztens is.

Algorithm 1: A* executes black parts only. WA* executes black and red. Normal
Dijkstra executes with h ≡ 0.

Input : Grid G, start node, goal node, heuristic function h, sub-optimality factor
w

Output: path π
g(start) := 0; ∀n ̸= start g(n) := ∞
OPEN := {start}; CLOSED := ∅
while OPEN ̸= ∅ do

n := GetBestNode(OPEN)
remove n from OPEN
insert n into CLOSED
if n is goal then

return ReconstructPath(n)
foreach each n′ in GetSuccessors(G, n) do

if n′ /∈ CLOSED then
if g(n′) > g(n) + cost(n, n′) then

g(n′) := g(n) + cost(n, n′)
f(n′) := g(n′) + w·h(n′)
Update(n′) or insert n′ in OPEN

return path not found

Ennek egy gyengébb változatát kapjuk, ha a CLOSED halmazt nem vizsgáljuk. Ez azt

eredményezi, hogy egy pontot többször is megvizsgálhat, azaz valamikor kiveszi és később

valamelyik szomszédja miatt beleteszi.

Előnye a gyengébb verziónak, hogy ekkor elég egy admissible heursztikát megadnunk.
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Elméleti alapok és Szakirodalmi Áttekintés

1.2. Gyors megoldás, jobb megoldás

Láthattuk, hogy az A* mikor ad optimális megoldást. Sajnos a való életben nagyon gyak-

ran nem feltétlenül a legjobb megoldásra vagyunk kíváncsiak, de gyorsan kell egy „elég jó”

megoldást találni.

Mielőtt nagyon eltérnénk az optimális megoldástól a gyorsaság irányába nézzük meg mi is

történik a heurisztikával és a tényleges költséggel. Az eredeti cikkben és a legtöbb „játék”

problémákban uniform területek vannak. Kétfajta költségű, a „járható” (c = 1) és a „nem

járható” (c = ∞), térképeken például az euklideszi távolságot heurisztikának véve nagyy-

ságrendileg közeli becslést tud adni.

Ez a való életben ritkán van így és a komplex, nem-uniform környezetekben csak a start-

cél figyelembe vevő heurisztikák, mint a Manhattan (L1) vagy az Euklideszi (L2) távolság,

ésszerű alsó korlátot adnak és gyorsan számolhatók. Ezek a függvények mind homogén

bejárási költséget feltételeznek.

Ebben a súlyozott rendszerben a standard globális heurisztikák ugyan egy alsó becslést

adnak, így konzisztensek is. Mivel a heurisztikának a legkisebb lehetséges súllyal (W = 1)

kell számolnia a megengedhetőség és konzisztencia megőrzése érdekében, egy magas költségű

területen (pl. W = 100) a heurisztika két nagyságrenddel is alulbecsülheti a valós költséget.

Ez azt eredményezi, hogy az f(n) = g(n) + h(n) függvényt a g(n) dominálja, így az A*

Dijkstra-algoritmussá degenerálódik.

1.2.1. Súlyozott A*, azaz WA* algoritmus

Érdemes lenne egy olyan heurisztikát találni, ami tükrözi az adott térkép súlyait is. Mielőtt

ezt részleteznénk, nézzük meg mi történik, ha egy jó heurisztika helyett, az alábbi költségeket

nézzük:

fw1(n) = (1 − w)g(n) + wh(n).

Látható, hogy a járható-nem járható térképek esetén a w = 0 az ismert Dijkstra és w = 1

a pusztán heurisztika által vezérelt algoritmust adják. Ha a w értékét változtatjuk 0 és
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Elméleti alapok és Szakirodalmi Áttekintés

1 között, mi állíthatjuk be a heurisztikába vetett bizalmunkat. Ha az eredeti heurisztika

admissible volt, akkor 0 ≤ w ≤ 0.5 esetén az így kapott fw1 is az lesz és w = 0.5-nél kapjuk

a „normális” A* algoritmust.

Ha itt az f -et megfelelően szorozzuk, akkor

fw(n) = g(n) + wh(n)

egyszerűbb kifejezést kapjuk. Itt csak w-t kell állítanunk, ahol az w > 1-nél nagyobb értékek

felelnek meg az előzőleg 0.5-nél nagyobbakkal.

1.2.1. Tétel. Ezzel a módosított hw(n) = wh(n) heurisztikával számolva tetszőleges gráfon,

ha hadmissible volt, akkor a megoldás kölsége legfeljebb (1 + w)-szorosa az optimálisnak.

Bizonyítás. A pontos megfogalmazása a bizonyításnak itt[7] található, lényege az, hogy

fw(n) = g(n) + (1 + w)h(n) ≤ g(n) + (1 + w)hopt(n)

fw(n) ≤ (1 + w)(g(n) + hopt(n)) = (1 + w)Copt(n)

fw(n) ≤ (1 + w)Copt

Tehát minden pontba való út költsége (köztük a célba vezetőnek is) legfeljebb (1+w)-szerese

lehet az optimális út költségének.

Ennél általában sokkal jobb megoldásokat érünk el, ahogy az A.1 ábrán is látni lehet.

1.2.2. Tétel (Hátralévő út alapján becslés). Adott térképre és admissible h heurisztikára

legyenek s, t a start és cél cellák a térképen. Fixáljunk egy minimáis költségű P útat, költsége

Copt (= C∗(s, t) ) és ezen az úton legyen nj a legelső pont, ami még benne van az OPEN

halmazban, amikor a célpontot vizsgáltuk.
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Ekkor az algoritmus által adott megoldásra igaz, hogy

g(t) ≤ C∗ + w C∗(nj, t),

ahol C∗(nj, t) az optimális nj → t út költsége.

1.2.3. Következmény. Természetesen, ha nj = s, akkor

g(t) ≤ (1 + w) C∗.

Bizonyítás. Legyen (n0 = s, n1, . . . , nk = t) a fix optimális út. Definíció szerint az n0, . . . , nj−1

pontokat már vizsgáltuk és nincsenek benne a vizsgálandó, OPEN pontok halmazában. Ek-

kor

g(nj) = C∗(s, nj) = C∗ − C∗(nj, t).

Mivel a heurisztika admissible, ezért h(nj) ≤ C∗(nj, t).

f(nj) = g(nj) + (1 + w)h(nj)

≤
(
C∗ − C∗(nj, t)

)
+ (1 + w)C∗(nj, t)

= C∗ + w C∗(nj, t).

Tudjuk, hogy amikor t pontot cizsgáljuk, neki volt alegkisebb f értéke az OPEN halmazban.

Mivel ekkor nj ∈ OPEN:

g(t) = f(t) ≤ f(nj).

Ezeket kombinálva

g(t) ≤ C∗ + w C∗(nj, t).

Ebben tételben nem használtuk ki a térképnek a tulajdonságait. Igazából ez általános grá-

fokon is ugyanúgy teljesülni fog.
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Elméleti alapok és Szakirodalmi Áttekintés

Megjegyzés. A következő két tétel általános gráfok esetén is igaz. Adott térképekre ki

tudjuk használni, hogy egy lépés költsége a két cella átlaga (szorozva
√

2-vel, ha átlósat lép).

Csak a 4 irányú mozgás esetét nézzük, a 8 irányú esetben az 1-es szórzó
√

2-ra fog változni.

Érdekes lehet egy úttó független becslést is néznünk.

1.2.4. Tétel (Max súly alapú becslés). Ugyanezen feltételek mellett legyen cmax :=

maxv T érkép[v] és h legyen legalább a hátralevő lépések száma. Ekkor az algoritmus által

adott megoldásra teljesül, hogy

g(t) ≤ C∗ + w cmax h(s).

Bizonyítás. Az előző tétel miatt

g(t) ≤ C∗ + w C∗(nj, t).

Minden x pontra egy (merőleges) lépés költsége

c(u, v) = wu+wv

2 ≤ cmax,

tehát a maradék út optimális költsége x-ből t-be felülről becsülve:

C∗(x, t) ≤ cmax h(x).

Ezt nj-re alkalmazva és használva, hogy h(nj) ≤ h(s) minden az optimális úton lévő pontra,

C∗(nj, t) ≤ cmax h(s).

Ezt az első egyenlőségbe beírva:

g(t) ≤ C∗ + w cmax h(s).
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Elméleti alapok és Szakirodalmi Áttekintés

A térképek mozgásától függően, ha négy irányú mozgás esetén a Mannhattan L1 és 8 irányú

mozgás esetén Csebisev vagy oktilis távolság megfelelő heurisztikák. A következő tétel az

úton levő élek költségétől függ, így általánosabb esetben is érvényes.

1.2.5. Tétel (Élek súlya alapján). Legyen T ∈ R. Ekkor legyen P tetszőleges s → t út,

mely d(P ) élből áll. Legyen továbbá mT (P ) a P -n lévő élek közül az olyan élek száma, melyre

c(e) > T . Ekkor a P út költsége

C(P ) ≤
(

d(P ) − mT (P )
)

T + mT (P ) wmax.

Ezenfelül, ha minden útnak legfeljebb m T -nél nagyobb költségű éle van, kkor:

C∗ ≤ (d∗ − m) T + m wmax,

ahol d∗ az optimális útvonalban az élek száma.

Megjegyzés. Itt a wmax lehet a maximális élköltség is, de a térképen maximális cella költsége

is, az ottani lépésköltség definíciója miatt. Itt van különbség a 4 és a 8 irányú mozgás között.

Ugyanez a határ igaz minden részútra is, különösen a hátralévő útra nj-ből t-be is.

Bizonyítás. Partícionáljuk P éleit két halmazba:

E≤T = {e ∈ P : c(e) ≤ T}, E>T = {e ∈ P : c(e) > T}.

Definíció szerint |E>T | = mT (P ) és |E≤T | = d(P ) − mT (P ).

Az e ∈ E≤T élekre c(e) ≤ T és az E>T -beli élekre c(e) ≤ wmax. Emiatt

C(P ) =
∑

e∈E≤T

c(e) +
∑

e∈E>T

c(e)

≤ (d(P ) − mT (P )) T + mT (P ) wmax.
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Elméleti alapok és Szakirodalmi Áttekintés

Ha minden s→ t út teljesíti, hogy mT (P ) ≤ m, akkor az összes úton a minimumot véve:

C∗ ≤ (d∗ − m) T + m wmax.

1.2.6. Következmény. Ugyanez az érvelés használható a részutakra, nj-ből t-be is, előző

jelöléseket használva:

g(t) ≤ C∗ + w
(

(dres − mres) T + mres wmax

)
,
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Elméleti alapok és Szakirodalmi Áttekintés

Egy még specifikusabb esetben, ahol a cellákat járható vagy járhatatlannak (1 és ∞) defini-

áljuk ennél is pontosabb állítást kapunk. Az ilyen típusú térképeket 0 − 1 térképnek fogom

nevezni.

Megjegyzés. A Hátralévő út alapján becslés esetén 4 irányú mozgás során legyen dres a

maradék lépések száma, ekkor

g(t) ≤ C∗ + w dres,

vagy ehhez ekvivalensen,
g(t)
C∗ ≤ 1 + w

dres

d∗ .

És 8 irányú mozgás esetén álljon a maradék nj → t út d⊥
res merőleges és dx

res átlós lépésből

(d⊥
res + dx

res = d∗). Ekkor

g(t) ≤ C∗ + w
(
d⊥

res +
√

2 dx
res

)
= C∗ + w C∗(nj, t),

Tehát
g(t)
C∗ ≤ 1 + w

C∗(nj, t)
C∗ .
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Elméleti alapok és Szakirodalmi Áttekintés

1.2. ábra. A JPS ugrási szabályai, forrás:[3]

1.2.2. Jump Point Search

A klasszikus A* algoritmusnak egy másik irányba való fejlesztése a Jump Point Search (JPS),

ami azzal gyorsítja fel a keresést, hogy „kihagy” pontokat. Ez eredendően pontatlanságot

vezet be, azonban praktikus alkalmazásokban ez kicsi a keresés gyorsításához képest.

Míg az A* minden egyes szomszédos cellát egyesével megvizsgál, a JPS „átugrik” azokon a

pontokon, amelyek nem befolyásolják érdemben az útvonal irányát.

Szelektív keresés (Pruning) segítségével az algoritmus megfelelő szabályok alapján eldönti,

hogy mely szomszédokat érdemes vizsgálni. A fő gondolata, hogyha egy egyenes mentén

haladunk és nincsenek akadályok, akkor a köztes pontokat figyelmen kívül lehet hagyni.

Honnan tudjuk, hogy melyik pontokat NEM lehet átugrani? Az ilyen ugrópontok (Jump

Points) kereséséhez az algoritmus addig halad egy adott irányba (vízszintesen, függőlegesen

vagy átlósan), amíg a célt vagy úgynevezett „forced neighbor”-t nem talál.

Ezek az úgrópontok tehát vagy a cél vagy egy pont, amely mellett akadály van, de az akadály

utáni cella elérhetővé válik (forced neighbor). Ezek azok a pontok, ahol az útvonal „be tud

kanyarodni” egy saroknál.

A súlyozott térképeken kicsit bonyolultabb a helyzet. A JPS alapfeltételezése az, hogy ha

egyenesen haladva két pont között mindig optimális, hacsak nincs akadály az útban.

Súlyozott térképen ez nem igaz: előfordulhat, hogy érdemesebb „átmenni” egy drága költségű

területen (mocsár), mintsem kikerülni, még akkor is, ha nincs ott fizikai akadály.
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Elméleti alapok és Szakirodalmi Áttekintés

1.3. ábra. A JPS által talált út és a megvizsgált pontok. A költség 109, ami nagyobb, mint
az optimális 102.

.

Viszont ha ezen felül minden olyan pontot is ugrópontnak tekintünk, ami egy homogén

területek határán van, akkor már sokkal jobb megoldást kapunk.

Megjegyzés. Az ilyen ugrópontok keresésére érdemes az adott pontnak 3 × 3 környezetét

vizsgálni, ami a következő cella vizsgálatakor csak 3 elemben változik (menetirányban bekerül

3, kimegy 3).

Az ilyen blokkokat saját implemntációmban cache-ben tároltam (szimmetriákat figyelembe

véve). Látható, hogyha k darab különböző súly van, akkor legfeljebb 9k féle lehet (szimmet-

riát nem véve).

Megjegyzés a futásidőhöz

Az algoritmusok futásideje szorosan összefügg a vizsgált pontok számával. Ezen?? ábrákon

láthatjuk hogy a térkép oldalhosszához mérve mind a futásidő és a vizsgált pontok száma is

legalább O(N2) változik.
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2. fejezet

Az adatvezérelt heurisztika hipotézis

Azt a hipotézist vizsgáltam, hogy csak a start-célt figyelembe vevő heurisztikák korlátai

mennyire leküzdhetők a példány-függő, tanult becslésekre való áttéréssel. A mély tanulás

(Deep Learning), a Fully Convolutional Networks (FCN) és a Vision Transformers (ViT) fej-

lődése lehetővé teszi a súlyozott térképek komplex költség-sokaságainak approximációját [6].

A cél egy hθ(M, G, n) „Neurális Heurisztika” létrehozása, ahol a θ paraméterekkel rendelkező

hálózat bemenetként kapja a teljes M térképet és a G célt, kimenetként pedig egy sűrű

vagy majndem sűrű heurisztikus térképet ad. Ezzel a módszerrel a heurisztika „látja” a

térkép topológiáját, képes azonosítani a magas költségű területeket és az alacsony költségű

„folyosókat”.

A „buta” modell

Példa: Nézzünk egy egyszerű Konvolúciós hálózatot ami megpróbálja közvetlenül az utat

megtanulni, a térkép típust olyan, amiben nagyrészt 1 súlyú terület van egy fal és azon

egy lyuk és a kezdő és végpont a fal két oldalán. Ekkor a legrövidebb út a lyukon megy

keresztül. Részletesebben [1] és [9]

Példa: Hasonlóan egy folyót hidakkal tudunk szemléltetni:
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Az adatvezérelt heurisztika hipotézis

2.1. ábra. A valós út és a prediktált út

2.2. ábra. Példa térkép folyó két híddal

Látszik, hogy ez a megközelítés még ilyen egyszerű esetben sem ad összefüggő útvona-

lat, több esetben egyáltalán nem adott értelmezhetőt és így nem megfelelő például az

autonóm robotok irányítására.

Egy másik megközelítés, inkább a heurisztikát próbálja tanulni és nem közvetlenül az utat.
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Az adatvezérelt heurisztika hipotézis

2.1. Miért is működhet

Ebben a cikkben[6] a szerzők megmutatták, hogy igenis lehet tanítani heurisztikákat, amik

utána elfogadhatóan teljesítenek valós adaton.

A modell párhuzamosan tanulja a klasszikus Dijkstra-algoritmus lépéseit és egy optimalizált

heurisztikus függvényt. Az architektúra alapja egy üzenetküldő neurális hálózat (MPNN),

amely a pontok és élek adataiból számítja ki a haladási irányt.

Ennek a módszernek további fejlesztésére sok irány létezik és véleméynem szerint még többet

nem vizsgáltak. Itt bemutatok néhányat ezek közül.

2.2. U-Net alapú megközelítés

A feladathoz a sima vagy mély konvolúciós hálozatok nem a legjobbak. A U-Net architek-

túra[8] jobb, köszönhetően az Encoder-Decoder felépítésnek és a skip connection-öknek.

Az útvonaltervezésben az akadályok (ésetleges falak) pontos helyzete kritikus. A sima en-

kóderek a méretcsökkentés (pooling) során elveszítik a pontos térbeli információkat. A skip

connection-ök itt átviszik az ilyen nagy felbontású jellemzőket a dekóderbe, így a generált

heurisztikus térkép jobban tükrözi a falak határait.

Ezzel a módszerrel ugyan kapunk egy lokálisan „jónak” tűnő megoldást, azonban ez sajnos

nem garantálja se a heurisztika alkalmazhatóságát, se az útvonal helyességét A következő

két módszer ezt javítja azzal, t nem tudtam teljesen kidolgozni, de érdemes megemlíteni,

hogy teljesebb képet kapjunk a tudomány haladásáról.

2.3. Neural A*: Differenciálható keresés

A terület egyik áttörése a Yonetani et al. által javasolt Neural A* [11]. Ez az architektúra

magát az A* algoritmust kezeli differenciálható modulként a hálózaton belül. A diszkrét

‘min‘és sort‘műveletek lágyított (soft) változazát használva lehetővé teszi a végponttól vég-
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Az adatvezérelt heurisztika hipotézis

2.3. ábra. Az U-net architektúrával a fordított Dijkstra alapján kapott költségeket tanulva
már jobb becslést lehet kapni. Az ebből kapott tanult heurisztika becslés viszont, akár oriásit
is tévedhet. Alul a piros az A* által adott útvonal és kék a U-net által adott heurisztikával
kapott út.
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Az adatvezérelt heurisztika hipotézis

pontig (end-to-end) történő tanítást.

Hasonlóan a heurisztikát tanítják és a futás közben a differenciálható algoritmus által vizsgélt

pontok és valódi útvonal közti különbséget minimalizálják, tehát a módszer közvetlenül a

keresési teljesítményre optimalizál, sajnos tanítása kifejezetten számításigényes.

2.4. TransPath: Transzformerek a globális következte-

téshez

A TransPath modell [6] a rácsokon alapúló heurisztika tanulás egyik legkorszerűbb meg-

közelítése. A szerzők érvelése szerint, míg a konvolúciós hálók (CNN) kiválóak a lokális

költségek és akadályok felismerésében, nehezen kezelik a hosszú távú összefüggőségeket (pl.

U-alakú akadályok). A TransPath egy hibrid architektúrát alkalmaz: egy CNN encoder

kivonja a lokális jellemzőket, melyeket egy Transformer (attention-block) blokk dolgoz fel a

globális topológia megértéséhez.

2.4. ábra. A TransPath által előállított
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3. fejezet

Rövid esettanulmány

Itt egy példán mutatom be az A*, a WA* és a JPS algoritmusok futásidejében és optima-

litásában a különbségeket. A térképen a zsákutcát próbáltam szimulálni, a járható cellák

költsége véletlenszerűen generált egész érték az {1, 2, 3, 4, 5} halmazból.

3.1. ábra. Dijkstra-algoritmus által talált optimális útvonal és a vizsgált cellák halmaza.
Futásidő: 1.71 s, vizsgált cellák száma: 63199, útvonal költsége: 305.
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Rövid esettanulmány

3.2. ábra. Bal oldalt a klasszikus A* algoritmus az euklideszi távolság heurisztikával ugyan-
azt a megoldást kapjuk, gyorsabban. Futásidő: 1.12 s, vizsgált cellák száma: 47911, az
optimális Dijkstra-megoldással azonos költség: 305.
Jobb oldalt a súlyozott A* algoritmus (w = 5), még gyorsabb, de nem optimális. Futásidő:
0.13 s, vizsgált cellák száma: 4056, az útvonal költsége 321.

3.3. ábra. Bal oldalt a Jump Point Search algoritmus közvetlenül a véletlenszerűen súlyozott
térképen alkalmazva. Más implementáció miatt egy pont vizsgálata több idő. Futásidő: 1.97
s, vizsgált cellák száma: 28766, az útvonal költsége: 318.
Jobb oldalon ezt egy 0 − 1 térképen. Futásidő: 0.67 s, vizsgált cellák száma: 2864; az egy-
ségköltségű modellben az út hossza 299, azonban az eredeti súlyozott térképre visszavetítve
az út tényleges költsége 404.86.
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Rövid esettanulmány

Algoritmus Futásidő [s] Vizsgált cellák Útvonal költsége

Dijkstra 1.71 63 199 305.09

A* 1.12 47 911 305.09

WA* (w = 5) 0.13 4 056 321.26

JPS 1.97 28 766 317.79

JPS (0 − 1 térkép) 0.67 2 864 404.86
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4. fejezet

Következtetések és jövőbeli munkák

A dolgozatom célja modern útvonaltervező algoritmusok és adatvezérelt heurisztikák vizsgá-

lata, összehasonlítása és gyakorlati értékelése volt diszkrét, súlyozott térképeken. A klasszi-

kus módszerek (A*, súlyozott A*, Jump Point Search) részletes elemzése és implementációja

lehetőséget adott arra, hogy világos referenciaalapot lássunk mind teljesítmény, mind opti-

málisság szempontjából. Az eredmények egyértelműen igazolták, hogy megfelelő heurisztika

alkalmazásával a keresési tér jelentősen csökkenthető, miközben az útminőség romlása kont-

rollált keretek között tartható.

A kísérletek alapján megállapíthatjuk, hogy asúlyozott A* hatékony kompromisszumot kí-

nál a futásidő és az optimálisság között, különösen nagyobb térképeken vagy komplexebb

költségeloszlások esetén. A Jump Point Search jelentős gyorsulást eredményezett homogén

környezetekben, ugyanakkor alkalmazhatósága korlátozottabb nagyobb homogén területeket

nem tartalmazó térképeken. Az adatvezérelt, neurális heurisztikák alkalmazásához számom-

ra több programozási tudás vagy kapacitás lenne szükséges, ezzel együtt alapvető modellek

is adnak reményt az előrehaladásra.

A vizsgálatok megerősitették, hogy a konvolúciós architektúrákon alapuló megközelítések

(például U-Net) elsősorban lokális mintázatok felismerésében erősek. Ez egyszerűbb vagy

közepesen komplex térképek esetén elegendőnek bizonyulhat, azonban összetett labirintusok-
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Következtetések és jövőbeli munkák

nál és globális elzáródásokkal jellemezhető környezetekben a lokalitás korlátai egyértelműen

megmutatkoztak.

A jövőbeli munkák egyik ígéretes iránya a transzformer-alapú komponensek integrálása len-

ne az alkalmazott neurális architektúrákba. Komplex labirintusok esetén, ahol a tisztán

konvolúciós megközelítés nem képes hatékonyan megragadni a globális topológiai összefüg-

géseket, a U-Net szűk keresztmetszetébe (bottleneck) illesztett Transformer blokk – például

Multi-Head Self-Attention mechanizmussal – lehetővé tenné, hogy a térkép távoli pontjai is

kölcsönösen informálják egymást. Ez különösen előnyös lehet olyan szituációkban, ahol a cél

elérhetősége globális kerülőutak felismerését igényli.

További kutatási irányt jelenthet az admissibility és a tanult heurisztikák kapcsolatának

mélyebb vizsgálata, például explicit regularizációs tagok vagy korlátozások bevezetésével a

tanítás során. Emellett érdemes lenne nagyobb hangsúlyt fektetni a generalizáció elemzésére:

hogyan viselkednek a tanult heurisztikák olyan térképeken, amelyek statisztikai tulajdonságai

eltérnek a tanító adathalmaztól.

Gyakorlati szempontból releváns feladat a módszerek valós idejű rendszerekbe történő integ-

rálása, például robotikai vagy játékfejlesztési környezetekben, ahol szigorú idő- és erőforrás-

korlátok mellett kell döntéseket hozni. Erre már részben volt lehetőségem. Ilyen esetekben

a neurális heurisztikák és a klasszikus algoritmusok hibrid megközelítése különösen ígéretes

lehet.

Összességében a dolgozat eredményei azt mutatják, hogy a klasszikus útvonaltervező algorit-

musok és a modern, adatvezérelt heurisztikák kombinációja jelentős potenciált rejt magában.

Bár számos további vizsgálati irány adódik, amelyekre a rendelkezésre álló idő és erőforrá-

sok miatt nem volt lehetőségem, az elért eredmények stabil alapot szolgáltatnak a későbbi

kutatások és gyakorlati alkalmazások számára.
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A. függelék

Futásidő és vizsgált pontok képek
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Futásidő és vizsgált pontok képek

A.1. ábra. A térképen egy legrövidebb útvonal h-val és a vizsgált pontok a sima dijkstra
algoritmusával, majd a heurisztika helyett (balról jobbra, fentről lefelé) 2h, 5h, 10h és 100h
halkalmazása esetén hogy változik az útvonal. A költségek rendre 102, 102, 110, 117, 119
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Futásidő és vizsgált pontok képek

A.2. ábra. Felső sorban az A*, az alsó sorban pedig a normál Dijkstra algoritmus. Látszik,
hogy ugyan az A* algoritmus gyorsabb, még mindig csak konstans szorzóval jobb.
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Futásidő és vizsgált pontok képek

A.3. ábra. Az A* (path 1) és a JPS (path 2) megoldásai és vizsgált pontjai, a költségek
rendre 3460 és 3494
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Nyilatkozat a Mesterséges Intelligencia használatáról

Nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészítése során az alább felsorolt feladatok elvégzésére

a megadott MI alapú eszközöket alkalmaztam:

Feladat Felhasznált

eszköz

Felhasználás

helye

Megjegyzés

LaTeX formázás,

kód generálás

Gemini 3 Nyilatkozat Táblázat létrehozása

A felsoroltakon kívűl nem használtam MI eszközöket
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