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1. Bevezetés

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk, hogy a klasszikus folyam feladat hogyan al-
talanosithato, ha nem csak a statikus esetben szeretnénk maximalis folyamot
keresni, hanem egy adott idGintervallum végén szeretnénk elérni, hogy egy adott
csticsbol minél nagyobb mennyiségl folyam jusson el egy mésik csticsba. Be-
mutatjuk tovibba, hogy az altalanosabb esetnek milyen kiilénb6zé valtozatai
vannak, milyen paraméterek szerint lehet kiértékelni a megoldast.

Feladat 1 (Klasszikus folyam feladat)
Adott egy G = (V; E) iranyitott graf, valamint s és d csticsok. Minden € 2 E
élhez tartozik egy Ce 0 kapacitas. Keressiik minden élre az fe értékeket,
melyekre a kovetkezs feltételek teljesiilnek:

X X
max(  fug fav) (1)
ud2E dv2E
< 0 ><fe Ce 8e2E (2)
fuv fow =0 8v 2V nfs;dg (3)
uv2E vw2E

A klasszikus folyam feladatnak definialhatjuk az idéfiiggd diszkrét verzidjat
is:
Feladat 2 (1d6fuggd diszkrét folyam feladat)
Adott egy G = (V; E) iranyitott graf, ezen az s és d cstucsok, valamint egy T 0
egész idGkorlat. Minden e 2 E élhez tartozik egy Ce: f0;1;:::;Tg ¥ R
kapacitas fiiggvény. Keressiik az Fe: f0;1;:::;Tg ¥ R ¢ fiiggvényeket, ahol a
kovetkez6 egyenlétlenségek teljesiilnek:

< X <X X
max( Fua(X) Fav(X)) (4)
ud2E x=0 dv2E x=0
0 Fe() Ce() 8e2E; :10;1:::Tg (5)
X X X X 8v 2V nfs;dg
Fuv(X) Fow(x) O (6)

uv2E x=0 vW2E x=0 8 2 fO; 1; E ;Tg

Hasonléan definialhatjuk a feladatnak a folytonos valtozatat is:

Feladat 3 (1d6fliggd folytonos folyam feladat)

Adott egy G = (V;E) iranyitott graf, ezen az S és d csicsok, valamint egy
T 0 iddkorlat. Minden e 2 E élhez tartozik egy Ce : [0; T] ¥ R ¢ kapacités
fiiggvény. Keressiik az Fe : [0;T] ¥ R ¢ integralhaté fiiggvényeket, melyekre a
kovetkezo feltételek teljesiilnek:



><ZT ><ZT

sup( Fua(X)dx Fav (X)dx) (7)
ud2e © dv2e ©
0 Fe() Ce() 8e2E;0 T (8)
< Z P 8v 2V nfs;dg
Fuv (x)dx Fuw(X)dx 0 (9)
uv2E 0 vW2E 0 80 T

A (7) egyenletben szigorian nézve sup-nak kell szerepelnie max helyett, de
olyan esetekkel fogunk foglalkozni, amikor felveszi a maximumat, ahogy példaul
ebben a Fleischer és Tardos [7] cikkben is szerepel.

Lathato, hogy mindharom feladatot harom képlettel jellemeztiink. Az el-
s6 képlet a célfiiggvény értékét hatarozza meg, vagyis azt, hogy a d csicsba
mennyivel tobb folyam érkezik be, mint amennyi elhagyja. A masodik feltétel
egy élen és iddpillanatban a maximalis folyamértékre ad egy alsdé (ami min-
dig 0) és felsd korlatot. A harmadik képlet a klasszikus folyam feladatban az
energiamegmaradéas. Ezt a masik két modellben tgy lehet altalanositani, hogy
valamelyik bels§ csiicsra adott idépillanatig a beérkezé folyam mennyisége leg-
alabb akkora, mint a cstucsot elhagyo folyam mennyisége. Az idofliggs diszkrét
és folytonos valtozatban egy élen a kapacitas helyett kapacitas fliggvény szerepel
(ami csak az egész értékeken, vagy a teljes [0; T] intervallumon van definialva),
és ennek megfelelGen az értéke is valtozhat idében. Hasonldéan az F megoldés
is valtozhat idGben, ezek miatt az (1) és a (3) egyenlGségek helyett Gsszegezni,
illetve integralni kellett a megfelels értékek kiszamitasdhoz. A folytonos valto-
zatban olyan F-et keresiink, amely integralhat6, mivel més esetben nem lehetne
kiértékelni a képleteket.

Az idsfiigegs folytonos folyam feladatnak definidlhatjuk kiillonbozs valtozatait
tovabbi fiiggvények bevezetése utéan:

e Kapacitas szerint: egyes esetekben Cg konstans. A idéfiiggs folytonos
folyam feladat konstans kapacitasokkal egyéb megkotések nélkiil nem len-
ne érdekes, mivel a megoldasa pontosan ugyanaz lesz, mint a klasszikus
folyam feladatnak, ha csak a = 0 pillanatban nézziik.

o Koltség szerint: a kapacitas fliggvényhez hasonloan definidlhatunk egy
Coste : [0;T] ¥ R ¢ korléatos, integralhato koltségfliggvényt az éleken. Ha
nem foglalkozunk a koltségekkel, akkor tekinthetjiik 0-nak, egyébként lehet
egy konstans, illetve id6ben valtozo érték is. Egy folyamra az 6sszkoltséget
a > Z T

Fe (X)Coste (X)dx
e2E O

képlettel szamolhatjuk ki.



e Tarolas szerint: minden v 2 V nfs; dg csicsra és  idépillanatra kiszamol-
hato a > Z > Z
Fo()= Fuv (X)dx Fuw (X)dx
uv2e O w2e 0

képlettel, hogy egy adott pillanatig mennyivel tébb folyam érkezett be,
mint amennyi elhagyta a cstiicsot. Ekkor a  pillanatban a v cstucson Fy ()
folyamot kell tarolni. Bevezethetiink egy Cy : [0;T] ¥ R ¢ fliggvényt, ami
Fy-re egy felss korlat. Itt az altalanos fiiggvény helyett gyakrabban fordul
el6, hogy ez konstans minden csicsra, és ezen beliil is az, ha 0, ekkor a (9)
egyenlGtlenségben az integralok kiilonbségének mindig 0-nak kell lennie,
vagyis sehol nem lehet tarolni, valamint az, ha C, 1, tehat barmelyik
csticson és idgpillanatban tetsz6leges mennyiség maradhat (igy volt defi-
nialva a feladat). Az élkoltséghez hasonléan a tarolasra is definialhatunk
egy koltségfiiggvényt, de ezzel nem fogunk foglalkozni.

Erdemes megfigyelni, hogy a cstcson tarolando értékre és ennek a limitjére
is az F és C betiiket hasznaltuk ugyantugy, mint a folyam és kapacitéas
fliggvényekre, de ez a késGbbiekben nem fog problémat jelenteni, mivel az
egyik F és C a graf csicsaira, a masik pedig a graf éleire vonatkozik.

e Athaladasi id6 szerint: a feladatban egy adott élen az athaladasi id6t O-
nak vettiik, de ez is valtozhat id6ben. Vagyis minden élre definidlhatunk
egy Le : [0;T] ¥ R ¢ fliggvényt, ha egy adott mennyiségi folyam a
pillanatban indul, akkor a + Le( ) pillanatban érkezik meg.

Az el6z6 altalanositasok a folytonos valtozatra vonatkoztak. Természete-
sen ugyanezek a valtozatok definidlhatoak a diszkrét esetben is. A fiiggvényeket
ugyanagy nevezhetjiik, csak a leképezés nem [0; T] ¥ R o, hanem f0;1;:::Tg ¥
R ¢ lesz, valamint a megfelel§ képletekben szummaval helyettesitjiik az integ-
ralast. A folytonos feladat az id6fiiggd diszkrét modell egy kiterjesztése, példaul
ha minden fiiggvény esetén g(x) = g(bxc) teljesiil, akkor a diszkrét feladat meg-
oldasa ugyanaz lesz, mint a folytonosnak, csak az egész értékekre megszoritva.



1.1. Jelblések

Ebben és a késgbbi fejezetekben is szamtalan fliggvény és valtozo fog szerepelni.
Alabb lathatoak egy tablazatban osszefoglalva az altaldnos jelentései egy-egy
bettinek vagy fiiggvénynek. A tablazatban a fliggvények az idéfiiges folyto-
nos esetre vannak definidlva, de a diszkrét esetben ugyanezek a nevek fognak
szerepelni.

Név Jelentés

G irdnyitott graf

\Y cstucsok halmaza

E iranyitott élek halmaza
S

d

\Y

e

forras

nyel§

V 2V egy csics a grafban
e 2 E egy él a grafban

uv uv 2 E egy él u-bol v-be
T idékorlat

0 T egy idépillanat

Ce egy ¢l kapacitasa

Ce Ce : [0;T] ¥ R ¢ id6fiiges kapacitas fliggvény egy
élen

fe 0 fe cCe egy élen a folyam értéke

Fe Fe : [0;T] ¥ R ¢ az élen athalado folyam mértéké-
nek fliggvénye

le le 0 egy él athaladési ideje

Le Le : [0;T] ¥ R o egy él id6ben valtozd athaladési
ideje

Cy Cyv:[0;T] ¥ R  id6fiiggs tarolasi limit egy csucsra

Fv Fv:[0;T] ¥ R ¢ egy csiicsban megmarad6 folyam
mértéke

F egy megengedett folyam

val(F) | a folyam nagysaga

val(F ) | maximaélis folyam nagysaga
S egy VAgas

cap(S) | S vAagéis mérete

cap(S ) | minimalis vigis mérete




2. 1d6fugg6 diszkrét modell

Ebben a fejezetben az idéfiiggs diszkrét folyam feladattal fogunk foglalkozni.

Elgszor definialjuk a maximalis dinamikus folyamot, illetve a minimaélis dina-
mikus vagast. Megvizsgaljuk, hogyan lehet az id6fliggs diszkrét folyam problé-
méat a statikus folyamra visszavezetni (esetleg a cstucsok szamanak jelentGs meg-
novelésével), melynek segitségével bizonyithatjuk a statikus folyamra jol ismert
maximaélis folyam - minimaélis vagas tételt az id6fiiggs esetben is.

Ezutéan vizsgalunk egy specialisabb esetet, ahol a kapacitasok és az &tha-
ladasi id6k sem valtoznak. Ebben a valtozatban maximélis dinamikus folyam
nagysagara adunk egy jellemzést, ami egy minimalis koltségi megengedett dram
feladat speciélis esete. Az aram feladatnak és a duélisanak is kdnnyen megfog-
hato jelentése van az eredeti grafra, ezekbdl lehet konstrualni egy maximalis
dinamikus folyamot, illetve egy miniméalis dinamikus vagast. A maximaélis di-
namikus folyam és minimalis dinamikus vagéas problémara bemutatunk egy-egy
polinomialis algoritmust. A fejezet végén azt vizsgéaljuk, hogyan lehet olyan
folyamot keresni, amelyben nem csak a T: pillanat utdn, hanem minden egyes
idépillanatban maximélis mennyiség érkezik d-be, valamint azt, hogy ennek a
megoldasaban mit jelentenek az egyes értékek.

2.1. Definicidk

Nézziik meg a korabban definidlt id6fiiggd diszkrét folyam altaldnos esetét, ahol
athaladasi idsk, idében valtozo kapacitaskorlatok és tarolasi limitek is szerepel-
nek.

Feladat 4 (Altalanos id6fliggé diszkrét folyam feladat)

Adott egy G = (V; E) iranyitott graf, ezen az s és d csticsok, valamint egy T 0
egész idékorlat. Minden e 2 E élhez tartozik egy Ce: f0;1;:::;Tg ¥ R ( kapa-
citas fiiggvény, egy Le: T0;1;:::;Tg ¥ Z o athaladasi id§ fiiggvény, valamint
minden Vv 2 V n fs;dg cstucshoz egy C,: f0;1;:::;Tg ¥ R ¢ tarolasi limit
fliggvény. Keressiik az Fe: T0;1;:::;Tg ¥ R ¢ fliggvényeket, ahol a kovetkezs
egyenlGtlenségek teljesiilnek:

x X > X

max( Fua(X) Fav (X)) (10)
ud2E x=0 dv2E x=0

0 Fe() Ce() 8e2E; :f0;1:::Tg (11)

0 x x Fuv(X) XXF ®)  Cu() 8v 2V nfs;dg (12)

uv vw v Dl IR
Uv2E 0 x VW2E x=0 8 210;1;:::,Tg
X+|—uv(X)

A (12) egyenlStlenség azt jelenti, hogy egy Vv cstucsban és  iddpillanatban
legalabb 0 és legfeljebb Cy( ) folyam lehet. Az athaladési id6k miatt tér el a
bal oldalon 1évé rész elsé fele a megszokottol.



1. Definicié. Jeloljiik val(F)-fel az id6fiiggs diszkrét folyam nagysagat és val(F )-
gal a maximalis folyam nagysagat.

A Kklasszikus folyamban a vagés egy SV halmaz, amires2S ésd2S. A
vagas mérete: >
Cuv
uv2E;u2s;v2s

A vagast definidlhatjuk az id6fiiggd diszkrét valtozatban is.
2. Definici6. S vagas: minden v 2 V cstcshoz egy Sy 10; 1;:::Tg halmaz.
S¢=10;1;:::Tg, Sqg = ;.

S vAgas mérete:

X X X X
cap(S) = Cv(x) + Cuwv(X) (13)
v2V 0 x T uv2E 0 x T Luyv
X2S,,;x+12S,, X2Sy;X+Luv2Sy

Minimaélis vagés:
cap(S ) = min cap(S) (14)
S vagas

Tétel 1 ([9])
Idofiges diszkrét modellben val(F ) = cap(S )

A bizonyitashoz vezessiik vissza az id6fiiggs folyam feladatot a klasszikus
folyam feladatra, amelyrél mar tudjuk, hogy a maximaélis folyam és minimaélis
vagas mérete megegyezik.

2.2. 1d6fuggo graf

A korabbi jelolések motivaljak, hogy bontsuk fel a graf csicsait id6 szerint tobb
részre. Ezzel méar foglalkozott, és igy bizonyitotta az allitast Ford és Fulkerson
is [9].

A konnyebb jelolések érdekében vezessiink be egységesen 1 tarolasi limitet
az S és d csicsokban.

A gréfot, amit elkészitiink, Time Expanded Graph, vagy réviden TEG-nek
hivjuk, és Gteg-gel jeloljiik. Greg-nek jVj (T + 1) cstcsa van, minden cstcs
egy (v2V;0 T) parral jellemezhetd.

Minden uv 2 E élre és 0 i +Luw() T idopillanatra menjen egy
Cuv( ) kapacitasa él (u; ) és (v; + Lyy( ) kozott.

Ezen kiviil minden v 2 V csicsra és 0 < T id6pontra menjen egy Cy( )
kapacitasa él (v; ) és (v; + 1) kozott.

Lemma 1
A maximalis dinamikus sd folyam nagysaga G-n megegyezik a maximalis stati-
kus (s;0) (d;T) folyam nagysagaval Gtgg-en.

Bizonyitas. Ha vesziink egy dinamikus folyamot G-n, akkor ebbdl Gtgg-en tu-
dunk ezzel megegyez6 méretd statikus folyamot késziteni igy, hogy minden uv



élre és  id6pontra (u; ) és (v; + Lyy( )) kozotti élre Greg-en Fuy( ) a fo-
lyamérték. Ezutan pedig csak ki kell szamolni a (v; ) és (v; + 1) kozotti
éleken a folyamértékeket agy, hogy minden (v; ) cstcsban teljesiiljon a folyam-
memaradéas, amelyek a (12) egyenlet miatt teljesiteni fogjak a klasszikus folyam
feltételeit. A megfeleltetés a masik irdnyba is hasonloan megy. O

Lemma 2
A minimalis dinamikus vagis mérete G-n megegyezik a minimalis (s;0) (d;T)
vagas méretével Greg-en.

Bizonyitas. A klasszikus folyamban a vagast egy S' halmazzal definidlhatjuk,
ahol (s;0) 2 S' ¢s (d;T) 2 S. A vagas mérete az S'-bsl Sl-be érkezs élek
kapacitasanak osszege. Greg-ben A1 kapacitasu élek vannak (S; ) és (s; +1)
kozott, valamint (d; ) és (d; +1) kézott. Emiatt (s; ) 2 S és (d; ) 2 S? min-
den 0 T-re. Vagyis a dinamikus folyamban az S és a klasszikus folyamban
S vagasok egyértelmtien megfeleltethetGek egymasnak, Greg konstrukciojabol
pedig adodik, hogy a méretiik is megegyezik. O

Ebbdl a két allitasbol kévetkezik, hogy az id6fliggs diszkrét folyam feladatra
lehet statikus folyam feladatként is tekinteni. A klasszikus esetben alaptétel,
hogy a maximalis folyam és a minimalis vagas mérete megegyezik, amibél egybdl
kovetkezik a most vizsgalt tétel is.

Grec-ben tobbféleképpen is lehet maximaélis folyamot keresni, a csticsok
és élek szamaban polinomialisan, példaul Edmonds Karp algoritmussal [5]. A
modszer gyengesége akkor jon ki, amikor jV j kicsi és T nagyon nagy, mert ekkor
a TEG-es megkozelités nem lesz a bemenet méretében polinomialis. Ennek
ellenére rendkiviil hasznos, tobb esetben is erre fogunk visszavezetni allitasokat,
valamint az itt megismert tételeket at lehet vinni az idéfliges valtozatra.

2.3. Ford-Fulkerson modell

Az el6z6 fejezetben lathattuk, hogy az altalanos idéfiiggd diszkrét folyam fel-
adatot hogyan tudjuk a statikus folyamra visszavezetni, amit tetszéleges folyam
algoritmussal polinomiélis id6ben meg lehet oldani. Az altalanos esetben nem is
szamithatunk ennél jelentGsen hatékonyabb megoldasra, hiszen méar a problémét
leiro fliggvények mérete is O((jVj +jEj) T).

Megvizsgalunk egy olyan modellt, ahol a fliggvényeket kevesebb paraméter-
rel lehet jellemezni, és létezik a korabban megismert TEG-es megkdzelitésnél
hatékonyabb megoldés.

Az egyszertisités az altalanos diszkrét modellhez képest az lesz, hogy az
élekre a kapacitéas és az athaladéasi id§ is konstans, valamint a tarolasi kapacitéas
azonosan 1.

Ezzel a probléméval Ford és Fulkerson mar a klasszikus folyammal egyidében
ismertette [8], [9], ebben a modellben is vizsgaltak egy javitoutas algoritmust.

Feladat 5 (Ford-Fulkerson modell)
Adott egy G = (V; E) iranyitott graf, ezen s és d cstcsok, valamint egy T 2 Z~q



idskorlat. Minden e 2 E élhez tartozik egy Ce 2 Z=q kapacitas és egy le 2 Z=g
athaladasi id6. Ehhez tekintsiik az alabbi LP feladatot:

> T > v
max Fud(X) Fav(X) (15)
ud2E x=0 dv2E x=0
0 Fe() ce() f8e2E; 2Zj0 Tg (16)
> Dk X X 8v 2V nfs;dg
Fuv (X) Fwu(x) 0 8 270 T (17)
wv2E x=0 VUZE x=0 !

A (15) és (16) feltételek nagyon hasonloak a (4) és (5) képletekhez. A (17)
egyenlet azért aszimmetrikus, mert az élek athaladasi ideje nem 0, hanem egy
élhez tartozo konstans, vagyis egy egység, amely U-bodl indul a  idépillanatban,
az csak a  + lyy pillanatban fog v-be megérkezni. Az Osszegrél csak annyit
varunk el, hogy nem negativ, vagyis itt nincsenek tarolasi limitek. Ha G-t
kiegészitjiik minden v 2 V cstcsaban egy v-bél v-be tarté 1 kapacitasa és 1
athaladasi ideji éllel, akkor Fyy( ) a Vv csticsban a  idépillanatban megmarad6
folyam mennyiségét jeloli, tehat a (17) képletet igy is irhatjuk:

X >

Fuv ( ) Fw()=0 8v 2V nfs;dg; 80 T (18)
wv2E vuE

A jeloléseknél azért szerepel | és ¢ az altalanos esetben megismert L és C
helyett, mert nem valtoznak idében.

A konnyebb jelolések érdekében tegyiik fel, hogy a graf egyszert, ezzel csak
akkor veszitiink nem kezelhet§ esetet, ha két csiics kdzott 1étezik tobb kiilonb6zs
athaladasi ideji €l is, de ettdl fliggetleniil ugyanugy igaz minden észrevétel akkor
is, ha szerepelhetnek tobbszoros élek.

Nézziik a kovetkezd példat (a késbbi allitasokban is ez fog szerepelni):

1. kép Idéfiiggs diszkrét folyam

Minden iranyitott élre az els6 érték a kapacitast, a masodik pedig az athaladasi
idot jelenti, a maximéalis S d folyamot keressiik a T = 6 idGpillanatig, a késSb-
biekben latni fogjuk, hogy ez az érték 20
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2.4. Dualitas és megoldas a maximalis dinamikus folyamra
Nézziik a kovetkezd primal feladatot:

Feladat 6 (Primal feladat)

Adott egy G = (V; E) iranyitott graf, ezen s és d cstcsok, valamint egy T 2 Z~q
idskorlat. Minden e 2 E élhez tartozik egy Ce 2 Zsg és egy le 2 Z ¢ érték.
Keressiik az fo 0 értékeket, amire:

max X (19)
X X X
X=(T+1) ( fud fau) fuv luv (20)
> vdzg( du2E uv2E
fuv = fow 8v 2V nfs;dg (21)
uv2E VW2E
0 fu Cu 8uv 2 E (22)

Ennek a feladatnak a duélisa:

Feladat 7 (Dual feladat)

Adott egy G = (V; E) iranyitott graf, ezen S és d cstcsok, valamint egy T 2 Z=g
idskorlat. Minden e 2 E élhez tartozik egy Ce 2 Z>g és egy le 2 Z ¢ érték.
Keressiik a py értékeket, amire:

minY (23)
>

Y = max(0;py  Pu  luv) Cuv (24)
uv2E

Ps = 0;pg =T +1: (25)

Szemléletesen: a primél feladatban a G grafon kell keresni egy megengedett
sd folyamot, ahol a ¢y a kapacitas az uv élen. Minden d-be eljutott egység T +1
pontot ér, viszont minden él felhasznélasaért fy, lyy pont bilintetés jar. Mas-
hogy megfogalmazva: minimalis koltségii aramot kell keresni egy G’ = (V; E)
grafban, ahol egy G-beli uv 2 E él egy ¢y, kapacitasu és |, koltségi uv él lesz
Gl-ben. Ezen kiviil még G'-ben szerepel egy A kapacitasa (T + 1) koltségii
ds él.

A dual feladatban vegyiink egy G¥ = (V; EY) stlyozott grafot, ahol az élek-
nek koltsége is van, vagyis egy G-beli uv él G¥-ben egy I,y hossztisagi, Cuv
koltségi uv élnek felel meg.

A dual feladat azt jelenti, hogy G"-ben néhany uv él hosszat noveljiik egy
haw 0 értékkel, aminek a koltsége huy Cuy, a legolcsobban tgy, hogy GY-
ben a legrévidebb sd ut hossza legalabb T + 1 legyen. Egy grafban az, hogy
a legrovidebb ut hossza legalabb T + 1 dgy fogalmazhaté meg LP alakban,
hogy létezik egy megengedett p potencial, amire ps =0 éspg =T +1. A (24)
egyenlet jobb oldala pedig azt fejezi ki, hogy melyik éleket kell meghosszabbitani.

11



A primal egyenlet felirasdnal kihasznéltuk, hogy lyy 0, a dualnél pedig azt,
hogy cyy O.

Tétel 2 ([9])
val(F )=X =Y =cap(S)

Dualitas tétel miatt tudjuk, hogy X =Y, az el6z6 fejezetben belattuk, hogy
val(F ) = cap(S ), bizonyitsuk be, hogy X  val(F ) és azt, hogy cap(S ) Y,
amibdl mar kovetkezik az allitas.

Most is épitsiik fel a Greg grafot, és ezen vizsgaljuk a maximalis statikus
folyam, illetve a minimélis vagas méretét.

Lemma 3
X wval(F )

Bizonyitds. Ahhoz, hogy belassuk, hogy X  val(F ), vegylink egy optimalis P
primal megoldast, és ehhez mutassunk a célfiiggvény értékével megegyezs mé-
retii folyamot Grgg-en. A primal megoldast bontsuk fel py;pz2;:::pr Sd utak-
ra, minden dthoz tartozzon egy darabszam is tgy, hogy minden él pontosan
annyiszor szerepeljen az utakban (multiplicitassal), mint amekkora kapacités-
sal P-ben megjelenik. Ezt megtehetjiik, hiszen minden csticsban megegyezik a
bemend és kimeng élek értékének Gsszege, ezeket pedig tetszdlegesen péarosithat-
juk. Azt is 4t lehet gondolni, hogy igy csak sd utak keletkeznek, nem johetnek
létre korok, hiszen akkor a kor elhagyéasa utéan egy jobb P! primal megoldést
kapnénk.

Vizsgaljuk egyesével az utakat, egy p;j atnak liggyenek S =Vq;Vpiiivk =d
a cstcsai, M az uthoz tartozo darabszam és H = ly,y,,, az at hossza. Ekkor
Greg-ben inditsunk M egység folyamot, ami ezen az uton végigmegy varakozés
nélkiil, minden 0 p T H pillanatban. Vagyis minden 1 i < k-ra és

1(VjVj+1) I(VjVj+1)+T H-randéveljik a (Vi; )és (Vie1; F+lvivia)
j=1 j=1
i{ézétti él kapacitéséjt M-mel. Koénnyen kiszamolhato, hogy igy az utols6 egység
is éppen megérkezik a T. id6pontban. Az is lathato, hogy H T + 1, hiszen
mas esetben P-bdl elhagyhatnank ezt az utat, amivel egy jobb primal megoldast
kapnank. Tehat egy H hosszta at pontosan T +1 H egység folyamhoz jarult
hozza, emiatt konnyen lathato, hogy ez a konstrukcié eléri a primal megoldés
értékét. Egy él legfeljebb annyi utban szerepelt, mint amennyi a kapacitasa,
emiatt teljesiil (16), a (17) feltétel pedig a konstrukciobol kovetkezik. Ezzel
készitettiink egy X méretdi megengedett folyamot, tehat val(F ) X.
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Vizsgaljuk meg a példara az optimalis primal megoldast és ez alapjan egy

konstrukciot.
sa | sh | ab | ad | bd

0] 5| 2

115 ] 2 1 4

215 1 4 1

311 1 4 1

4 1 3

5 3
2. kép A korabbi példaban ez egy opti- 3. kép A primal megoldast 3 1t-
mélis megoldas a primal feladatra. Az ra lehet felbontani, s a d,
éleken a harom szam az F; c; | értékeket s a b d;s b d amikrendre
jelenti. A folyam nagysaga 7, az 6ssz- 4;1;2 alkalommal szerepelnek.
koltseg pedig 29, ezért 7 7 29 = 20 Ebbél a leirt konstrukcié alap-
az optimum. jan elkészithetjiik a megoldast

az id6figgd folyamra.

A konstrukciobol adodik az elsére egyaltalan nem nyilvanvalo allitas, hogy
olyan optimalis megoldéas is létezik, amiben minden koztes csticson és idépilla-
natban 0 folyam véarakozott, vagyis a megengedett L téarolési kapacitéast nem is
kellett hasznalni.

Ezen kiviil fontos megjegyezni, hogy ebben a modellben egy optimalis meg-
oldast lehet jellemezni az optimalis priméal megoldasban egy lehetséges tutfel-
bontéassal. Konnyen atgondolhatd, hogy minden ut kivalasztasa esetén a hozza
tartozo multiplicitast tudjuk tgy valasztani, hogy valamelyik él az titon teljesen
fel legyen hasznélva, vagyis legfeljebb jE]j darab jV ] hosszu uttal (és ezekhez
tartozo értékekkel) is leirhato egy optimalis megoldas. Szintén kényelmes, hogy
az utak egy id6 utan periodikusan ismétlgdnek.

O

Lemma 4
cap(S) Y

Bizonyitas. Induljunk ki egy optimalis D duéal megoldasbol, nézziik a p poten-
cidlfiiggvényt. Vizsgaljuk Greg-en az

C
S= f(v;pv);(vipy +1);::55(v;pT)9
v2V

vagast. A (25) feltétel miatt ez egy vagas lesz, hiszen ps = 0;pg = T + 1, tehat
(s;0) 2 Sés (d;T) 2 S. A vagas mérete Y lesz, mivel minden uv 2 E élre

13



Greg-ben max(0;py pu  huv) olyan 0 T kezdsidd lesz, aminek az él
kezdGpontja S-ben és a végpontja S-ben szerepel. A (23) képletben, valamint a
vagasban is a két cstics kozotti él kapacitassal meg kell szorozni ezt az értéket.
S konstrukcioja miatt a vagasban nem lehet (v; ) és (v; +1) kozotti él. Ezzel
mutattunk egy olyan (s;0)(d; T) vagast, aminek a mérete Y. Ezzel belattuk,
hogy cap(S') Y. O

4. kép A dual feladat megoldasa és egy minimélis dinamikus vagas

G'-n egy megengedett potencial van: (8) =0; (@) =3; (b)=4; (d)=7

Az abran Grgg lathato, kékkel a vagasban szerepls csiicsok. A suly nélkiili
éleknek 1 a kapacitéasa, a lilaval szinezett élek szerepelnek a vagasban.
Lathato, hogy a dinamikus vagas mérete 20, vagyis ez a minimélis vagés.
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2.5. Algoritmus primal és dual feladat megoldasara

A korabbi részben mar volt roéla szd, hogy a primal feladatra egy minimaélis
koltségii aramként is tekinthetiink. A minimalis &ram megkeresésének nagy
irodalma van, példaul vizsgalta mar Goldberg és Tarjan [12].

Nézziik meg, hogyan lehet folyamos szemlélettel megoldani. Probaljuk a
primal feladatot megoldani, majd az optiméalis megoldéas alapjan elkészithetjiik
a maximélis dinamikus folyamot.

Ha az élek hosszat (I értékét) tekintjiik a koltségnek, akkor miikodik az,
hogy mindig a legrovidebb sd utat kivalasztjuk, majd az Osszes élen noveljiik
az T értékeket annyival, hogy egyik élnél se legyen nagyobb a megengedettnél,
majd ezutan frissitjiikk a rezidualis grafot (successive shortest path algorithm
[3]). Ha valamelyik pillanatban a legrévidebb sd ut hossza legalabb T +1, akkor
tudjuk, hogy a késébbi utak nem fogjak a primal megoldas értékét névelni, ezért
befejezhetjlik a keresést. Sajnos ez a megkozelités nagyon lassi lehet, létezik
olyan példa, ahol exponencialisan sok utat kell megkeresni.

>
Tegyiik fel, hogy, T nagyobb, mint az | értékek 6sszege, vagyis T = luv,

uv2E
ebben az esetben latjuk, hogy elég a minimalis koltségli maximalis folyamot meg-

keresni (MCMF), hiszen az el6z6 algoritmusban minden megtalalt utat megéri
kivalasztani, ami végiil ugyantugy a minimalis k6ltségti maximalis folyamot fogja
meghatarozni.

Mas megkozelitéssel van erdsen polinomidlis algoritmus a MCMF probléma-
ra, tobbek kozott Orlin is mutatott ra megoldast [1]. Probéaljuk meg a primal
feladatot a MCMF-ra visszavezetni. A kulcsotlet, az hogy tetszsleges H-ra ki-
szamolhato, hogy a legrovidebb 1t keres6 algoritmusban milyen hossza lesz a
H:-nak megtalalt at hossza. Bévitsiik ki a G grafot egy 0 koltségti, H 1 ka-
pacitasi s's éllel. Ha ebben a modositott grafban keresiink MCMF-et, akkor
utana a reziduélis grafban a legrévidebb ut lesz a H. 0t hossza.

Ennek segitségével pedig tudunk binarisan keresni a legkisebb olyan H-ra,
amire a H: legrovidebb ut hossza legalabb T + 1.
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1. Algoritmus MCMF-ra visszavezetés

1: Bemenet: G = (V; E), a primél feladatban a graf, ahol az élekhez tartozik
egy Ce és lg érték, valamint T
2. Kimenet: A primal feladat megoldésa

3: 1:=0, r:=val(F )+ 1 vagyis maximalis statikus folyam nagysaga +1
4: whilel+1<rdo

55 m:=brc

6: G' := G graf egy 0 hosszt, m 1 kapacitasa s’s éllel kiegészitve
7: X := MCMF kéltsége G'-ben (s’-bél d-be)

8: GY := G graf egy 0 hosszi, m kapacitasi s's éllel kiegészitve

9: Y := MCMF kéltsége G"-ben (s-bél d-be)

10: if X+T+1 Y then

11: r:=m

12: else

13: l:'=m

14 end if

15: end while
16: return MCMF (s’-bdl d-be, ha a grafot egy | kapacitasu éllel egészitjiik ki)

Lathato, hogy ha val(F ) a maximaélis statikus folyam nagysaga, akkor leg-
feljebb 2 log,(val(F )) + l-szer kellett meghivni az erésen polinomialis MCMF
szubrutint.

Az algoritmus végén | értéke azt fogja meghatarozni, hogy hany darab T +1-
nél révidebb utat fogunk kivalasztani, ha mindig a legrévidebb utat valasztjuk
és az alapjan modositjuk az éleket.

Jeloljiik Pg(T)-vel a primal feladat megoldasat a G grafra, ha T a para-
méter (ami egyben a maximélis dinamikus folyam nagysaga is lesz). Ekkor
Pa(T) Po(T 1) = I, ami megegyezik az optimalis priméal megoldasban a
ds él kapacitasaval is (ha olyan optiméalis megoldast keresiink, hogy a kapacitas
minél kisebb legyen). Ebbgl konnyen lathato, hogy a Pg fliggvény konvex, és
Pe(T+1) 2 Pg(T)+Ps(T 1) azt jelenti, hogy a legrévidebb utak megkeresése
soran hany darab T + 1 hosszi utat fogunk talalni.

Most nézziik meg, hogy egy optimalis primal megoldas esetén hogyan tudunk
optimélis dual megoldast és ezaltal minimélis dinamikus vagast keresni.

Vegyiink fel az optiméalis primal megoldashoz egy G' silyozott iranyitott
segédgrafot. Ha a primal megoldasban egy e = uv élre e pozitiv, akkor vegytlink
fel egy le hossztsagn vu élt G-ben. Ha az fe < Ce, akkor pedig vegyiik fel az
le hossztisagi uv élt. Ezen kiviil G-t egészitsiik ki egy T + 1 hossztisagu sd és
egy (T +1) hosszusagu ds éllel.

16



5. kép G segédgraf a korabbi primal megoldashoz

A korabbi példaban leirt optimalis priméal megoldashoz tartalmazo duél se-
gédgraf.

Ha a feladatban megadott graf olyan volt, hogy s-b6l minden cstcsot el lehet
érni, akkor ez a tulajdonsag a G segédgrafra is igaz marad.

Ha a primal megoldas optimalis, akkor a G” segédgraf konzervativ lesz (vagyis
nem tartalmazhat negativ kort), hiszen méas esetben a negativ kérén névelve az
értékeket egy szigortian jobb primal megoldast kapnank.

Keressiink egy megengedett potencialt G'-n agy, hogy (s) = 0 teljesiiljon.
Ekkor az sd és ds élek miatt (d) =T +1.

Ezen kiviil minden megengedett potencialban igaz lesz, hogy 0 )

T + 1. G'-n keressiink egy megengedett potencialt, példdul Bellman-Ford al-
goritmussal s-bdl kiszamoljuk minden cstcsba a legrovidebb utat, ebbdl pedig
elkészithetjiik a minimalis dinamikus vagast, a korabban leirt konstrukcioval.

2.6. Legkorabbi folyam

Az el6z6 fejezetekben azt vizsgaltuk, hogy legfeljebb mekkora mennyiségi fo-
lyam tud a d cstcsba T id6 utan eljutni. Egy idéfliggs folyamra vizsgalhatjuk
azt is, hogy egy korabbi T! < T idépontban mennyivel t6bb a d-be érkezs, mint
a d-t elhagyo folyam értéke.

3. Definicid. Legkorabbi folyam: (Earliest arrival flow) olyan id6fiiggs diszkrét
folyam, amelyre igaz, hogy minden 0 T® T értékre teljesiil, hogy

>x<X X X< X
Fua(x) Fav(X) (26)
ud2E x=0 dv2E x=0

legalabb akkora, mint barmely méas megengedett id6fliges diszkrét folyamban.

Felmeriil a kérdés, hogy mindig 1étezik-e legkoréabbi folyam. Ezzel a problé-
méval foglalkozott mar Gale 1959-ben [11], bebizonyitotta, hogy létezik legko-
rabbi folyam altalanos id6fiiggs diszkrét valtozatban, amire Hamacher mutatott
polinomialis algoritmust [13]. Ford és Fulkerson korabban emlitett cikkének a
bizonyitdsaban pedig egy ilyen folyamot taldl meg.
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Ha a grafot egy uthalozatnak tekintjiik, és egy nagyobb tomegnek siirgésen
el kell hagynia az S pontot, és d-be kell eljutni, akkor egy evakuécios problémat
kapunk. Itt el6nyos, ha a korabbi pillanatokban is nagyobb a folyamérték d-n
(vagyis méar az elsé pillanatoktél kezdve minél tobben biztonsagban vannak).
Ehhez hasonlé probléméat vizsgalt Dhamala, Khamal és Nickel, ahol a koztes
csticsoknak is van fontossaga [4], egy bonyolultabb, ehhez hasonlé modellben
kerestek optimélis megoldast. Természetes dltalanositasa a feladatnak, ha t&bb
nyel6re nézziik, itt konny olyan kisebb példékat csinélni, ahol nem igaz, hogy
minden nyel6be maximalis folyam érkezik be. Ez méar kordbban ismert volt, itt
mutatott egy szép jellemzést Schmidt és Skutella, hogy milyen grafoknél nincs
legkorabbi folyam [16].

A legkorabbi folyam megkeresésére az algoritmus lényegében mar szerepelt,
csak kombinalni kell az Gtleteket. A primal feladatban az egymas utani legro-
videbb 1t (successive shortest path) algoritmussal keressiik meg a legrévidebb
utat, majd a legrévidebb ut segitségével a 3. lemma segitségével frissitjik a
folyamot, egy kis modositassal.
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A lépéseket az alabbi algoritmus mutatja be:

2. Algoritmus Legkorabbbi folyam megtalalasa

1: Bemenet: G = (V;E), ahol az éleknek adott egy konstans ¢ és | értéke,

valamint T

2: Kimenet: Fe fiiggvények, amik legkorabbi dinamikus folyamot hataroznak
meg

3: G := G a primal feladat konstrukciojaban szerepls graf a forditott élekkel
kiegészitve

4: Fe =10;0:::0g, ahol Fe( ) az € élen pillanatban athaladé folyam mennyi-
ségét jelenti

5. while létezik s d ut G'-ben do

6: P :=s=vp;vi;:Vk = d a legrévidebb s d at G%ben
7: H := P 1t hossza

8: if H T +1then

9: Break

10: end if

11: k := minimalis kapacitas a P tton

12: fori=0toT Hdo

13: t:=i

14; for j=0toj <kdo

15: if Vi Vj+1 normal él then

16: Fv; (1) == Fy; (1) +k

17: tr=t+ .,

18: else

19: t=t I,y

20: Fvy.() =F,., (1) K

21 end if

22: end for

23: G-t frissiteni kell ugy, mint a statikus Ford-Fulkerson algoritmusban

a rezidualis grafot
24: end for
25: end while
26: return F

Az algoritmus tetsz6legesen nagy T-re miikodik. Elég nagy T esetén T val-
toztatasa nem befolyésolja a megtalalt utakat, csak azt, hogy egy-egy megtalalt
ut hany periodusban szerepel (vagyis egyediil a 12: sorban 1évg for ciklus tart
tovabb).

Ez a Ford-Fulkerson algoritmusra elég sok helyen hasonlit, a nehézség az,
hogy itt a G rezidualis graf mellett még az id6ben valtozé folyam értékeket is
tarolni kell, és egy ut megtalaldsa esetén nehezebben lathato, hogy pontosan
melyik folyam értékeket kell névelni vagy cstkkenteni.

A leirt algoritmus igy elég lassi, de fel lehet gyorsitani, ha csak megjegyezziik
az utakat és a végén szamoljuk ki az Fe értékeket az utak segitségével.
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