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1. Bevezetés
Ebben a fejezetben megvizsgáljuk, hogy a klasszikus folyam feladat hogyan ál-
talánosítható, ha nem csak a statikus esetben szeretnénk maximális folyamot
keresni, hanem egy adott időintervallum végén szeretnénk elérni, hogy egy adott
csúcsból minél nagyobb mennyiségű folyam jusson el egy másik csúcsba. Be-
mutatjuk továbbá, hogy az általánosabb esetnek milyen különböző változatai
vannak, milyen paraméterek szerint lehet kiértékelni a megoldást.

Feladat 1 (Klasszikus folyam feladat)
Adott egy G = (V;E) irányított gráf, valamint s és d csúcsok. Minden e 2 E
élhez tartozik egy ce � 0 kapacitás. Keressük minden élre az fe értékeket,
melyekre a következő feltételek teljesülnek:

max(
X
ud2E

fud �
X
dv2E

fdv) (1)

0 � fe � ce 8e 2 E (2)X
uv2E

fuv �
X
vw2E

fvw = 0 8v 2 V n fs; dg (3)

A klasszikus folyam feladatnak definiálhatjuk az időfüggő diszkrét verzióját
is:

Feladat 2 (Időfüggő diszkrét folyam feladat)
Adott egy G = (V;E) irányított gráf, ezen az s és d csúcsok, valamint egy T � 0
egész időkorlát. Minden e 2 E élhez tartozik egy Ce : f0; 1; : : : ; Tg ! R�0

kapacitás függvény. Keressük az Fe : f0; 1; : : : ; Tg ! R�0 függvényeket, ahol a
következő egyenlőtlenségek teljesülnek:

max(
X
ud2E

TX
x=0

Fud(x)�
X
dv2E

TX
x=0

Fdv(x)) (4)

0 � Fe(�) � Ce(�) 8e 2 E; � : f0; 1 : : : Tg (5)X
uv2E

�X
x=0

Fuv(x)�
X
vw2E

�X
x=0

Fvw(x) � 0

(
8v 2 V n fs; dg
8� 2 f0; 1; : : : ; Tg

(6)

Hasonlóan definiálhatjuk a feladatnak a folytonos változatát is:

Feladat 3 (Időfüggő folytonos folyam feladat)
Adott egy G = (V;E) irányított gráf, ezen az s és d csúcsok, valamint egy
T � 0 időkorlát. Minden e 2 E élhez tartozik egy Ce : [0; T ] ! R�0 kapacitás
függvény. Keressük az Fe : [0; T ]! R�0 integrálható függvényeket, melyekre a
következő feltételek teljesülnek:
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sup(
X
ud2E

Z T

0

Fud(x)dx�
X
dv2E

Z T

0

Fdv(x)dx) (7)

0 � Fe(�) � Ce(�) 8e 2 E; 0 � � � T (8)X
uv2E

Z �

0

Fuv(x)dx�
X
vw2E

Z �

0

Fvw(x)dx � 0

(
8v 2 V n fs; dg
80 � � � T

(9)

A (7) egyenletben szigorúan nézve sup-nak kell szerepelnie max helyett, de
olyan esetekkel fogunk foglalkozni, amikor felveszi a maximumát, ahogy például
ebben a Fleischer és Tardos [7] cikkben is szerepel.

Látható, hogy mindhárom feladatot három képlettel jellemeztünk. Az el-
ső képlet a célfüggvény értékét határozza meg, vagyis azt, hogy a d csúcsba
mennyivel több folyam érkezik be, mint amennyi elhagyja. A második feltétel
egy élen és időpillanatban a maximális folyamértékre ad egy alsó (ami min-
dig 0) és felső korlátot. A harmadik képlet a klasszikus folyam feladatban az
energiamegmaradás. Ezt a másik két modellben úgy lehet általánosítani, hogy
valamelyik belső csúcsra adott időpillanatig a beérkező folyam mennyisége leg-
alább akkora, mint a csúcsot elhagyó folyam mennyisége. Az időfüggő diszkrét
és folytonos változatban egy élen a kapacitás helyett kapacitás függvény szerepel
(ami csak az egész értékeken, vagy a teljes [0; T ] intervallumon van definiálva),
és ennek megfelelően az értéke is változhat időben. Hasonlóan az F megoldás
is változhat időben, ezek miatt az (1) és a (3) egyenlőségek helyett összegezni,
illetve integrálni kellett a megfelelő értékek kiszámításához. A folytonos válto-
zatban olyan F -et keresünk, amely integrálható, mivel más esetben nem lehetne
kiértékelni a képleteket.

Az időfüggő folytonos folyam feladatnak definiálhatjuk különböző változatait
további függvények bevezetése után:

• Kapacitás szerint: egyes esetekben Ce konstans. A időfüggő folytonos
folyam feladat konstans kapacitásokkal egyéb megkötések nélkül nem len-
ne érdekes, mivel a megoldása pontosan ugyanaz lesz, mint a klasszikus
folyam feladatnak, ha csak a � = 0 pillanatban nézzük.

• Költség szerint: a kapacitás függvényhez hasonlóan definiálhatunk egy
Coste : [0; T ]! R�0 korlátos, integrálható költségfüggvényt az éleken. Ha
nem foglalkozunk a költségekkel, akkor tekinthetjük 0-nak, egyébként lehet
egy konstans, illetve időben változó érték is. Egy folyamra az összköltséget
a X

e2E

Z T

0

Fe(x)Coste(x)dx

képlettel számolhatjuk ki.
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• Tárolás szerint: minden v 2 V nfs; dg csúcsra és � időpillanatra kiszámol-
ható a

Fv(�) =
X
uv2E

Z �

0

Fuv(x)dx�
X
vw2E

Z �

0

Fvw(x)dx

képlettel, hogy egy adott pillanatig mennyivel több folyam érkezett be,
mint amennyi elhagyta a csúcsot. Ekkor a � pillanatban a v csúcson Fv(�)
folyamot kell tárolni. Bevezethetünk egy Cv : [0; T ]! R�0 függvényt, ami
Fv-re egy felső korlát. Itt az általános függvény helyett gyakrabban fordul
elő, hogy ez konstans minden csúcsra, és ezen belül is az, ha 0, ekkor a (9)
egyenlőtlenségben az integrálok különbségének mindig 0-nak kell lennie,
vagyis sehol nem lehet tárolni, valamint az, ha Cv � 1, tehát bármelyik
csúcson és időpillanatban tetszőleges mennyiség maradhat (így volt defi-
niálva a feladat). Az élköltséghez hasonlóan a tárolásra is definiálhatunk
egy költségfüggvényt, de ezzel nem fogunk foglalkozni.

Érdemes megfigyelni, hogy a csúcson tárolandó értékre és ennek a limitjére
is az F és C betűket használtuk ugyanúgy, mint a folyam és kapacitás
függvényekre, de ez a későbbiekben nem fog problémát jelenteni, mivel az
egyik F és C a gráf csúcsaira, a másik pedig a gráf éleire vonatkozik.

• Áthaladási idő szerint: a feladatban egy adott élen az áthaladási időt 0-
nak vettük, de ez is változhat időben. Vagyis minden élre definiálhatunk
egy Le : [0; T ] ! R�0 függvényt, ha egy adott mennyiségű folyam a �
pillanatban indul, akkor a � + Le(�) pillanatban érkezik meg.

Az előző általánosítások a folytonos változatra vonatkoztak. Természete-
sen ugyanezek a változatok definiálhatóak a diszkrét esetben is. A függvényeket
ugyanúgy nevezhetjük, csak a leképezés nem [0; T ]! R�0, hanem f0; 1; : : : Tg !
R�0 lesz, valamint a megfelelő képletekben szummával helyettesítjük az integ-
rálást. A folytonos feladat az időfüggő diszkrét modell egy kiterjesztése, például
ha minden függvény esetén g(x) = g(bxc) teljesül, akkor a diszkrét feladat meg-
oldása ugyanaz lesz, mint a folytonosnak, csak az egész értékekre megszorítva.
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1.1. Jelölések
Ebben és a későbbi fejezetekben is számtalan függvény és változó fog szerepelni.
Alább láthatóak egy táblázatban összefoglalva az általános jelentései egy-egy
betűnek vagy függvénynek. A táblázatban a függvények az időfüggő folyto-
nos esetre vannak definiálva, de a diszkrét esetben ugyanezek a nevek fognak
szerepelni.

Név Jelentés
G irányított gráf
V csúcsok halmaza
E irányított élek halmaza
s forrás
d nyelő
v v 2 V egy csúcs a gráfban
e e 2 E egy él a gráfban
uv uv 2 E egy él u-ból v-be
T időkorlát
� 0 � � � T egy időpillanat
ce egy él kapacitása
Ce Ce : [0; T ] ! R�0 időfüggő kapacitás függvény egy

élen
fe 0 � fe � ce egy élen a folyam értéke
Fe Fe : [0; T ] ! R�0 az élen áthaladó folyam mértéké-

nek függvénye
le le � 0 egy él áthaladási ideje
Le Le : [0; T ] ! R�0 egy él időben változó áthaladási

ideje
Cv Cv : [0; T ]! R�0 időfüggő tárolási limit egy csúcsra
Fv Fv : [0; T ] ! R�0 egy csúcsban megmaradó folyam

mértéke
F egy megengedett folyam

val(F ) a folyam nagysága
val(F �) maximális folyam nagysága
S egy vágás

cap(S) S vágás mérete
cap(S�) minimális vágás mérete
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2. Időfüggő diszkrét modell
Ebben a fejezetben az időfüggő diszkrét folyam feladattal fogunk foglalkozni.

Először definiáljuk a maximális dinamikus folyamot, illetve a minimális dina-
mikus vágást. Megvizsgáljuk, hogyan lehet az időfüggő diszkrét folyam problé-
mát a statikus folyamra visszavezetni (esetleg a csúcsok számának jelentős meg-
növelésével), melynek segítségével bizonyíthatjuk a statikus folyamra jól ismert
maximális folyam - minimális vágás tételt az időfüggő esetben is.

Ezután vizsgálunk egy speciálisabb esetet, ahol a kapacitások és az átha-
ladási idők sem változnak. Ebben a változatban maximális dinamikus folyam
nagyságára adunk egy jellemzést, ami egy minimális költségű megengedett áram
feladat speciális esete. Az áram feladatnak és a duálisának is könnyen megfog-
ható jelentése van az eredeti gráfra, ezekből lehet konstruálni egy maximális
dinamikus folyamot, illetve egy minimális dinamikus vágást. A maximális di-
namikus folyam és minimális dinamikus vágás problémára bemutatunk egy-egy
polinomiális algoritmust. A fejezet végén azt vizsgáljuk, hogyan lehet olyan
folyamot keresni, amelyben nem csak a T: pillanat után, hanem minden egyes
időpillanatban maximális mennyiség érkezik d-be, valamint azt, hogy ennek a
megoldásában mit jelentenek az egyes értékek.

2.1. Definíciók
Nézzük meg a korábban definiált időfüggő diszkrét folyam általános esetét, ahol
áthaladási idők, időben változó kapacitáskorlátok és tárolási limitek is szerepel-
nek.

Feladat 4 (Általános időfüggő diszkrét folyam feladat)
Adott egy G = (V;E) irányított gráf, ezen az s és d csúcsok, valamint egy T � 0
egész időkorlát. Minden e 2 E élhez tartozik egy Ce : f0; 1; : : : ; Tg ! R�0 kapa-
citás függvény, egy Le : f0; 1; : : : ; Tg ! Z�0 áthaladási idő függvény, valamint
minden v 2 V n fs; dg csúcshoz egy Cv : f0; 1; : : : ; Tg ! R�0 tárolási limit
függvény. Keressük az Fe : f0; 1; : : : ; Tg ! R�0 függvényeket, ahol a következő
egyenlőtlenségek teljesülnek:

max(
X
ud2E

TX
x=0

Fud(x)�
X
dv2E

TX
x=0

Fdv(x)) (10)

0 � Fe(�) � Ce(�) 8e 2 E; � : f0; 1 : : : Tg (11)

0 �
X
uv2E

X
0�x��

x+Luv(x)��

Fuv(x)�
X
vw2E

�X
x=0

Fvw(x) � Cv(�)

(
8v 2 V n fs; dg
8� 2 f0; 1; : : : ; Tg

(12)

A (12) egyenlőtlenség azt jelenti, hogy egy v csúcsban és � időpillanatban
legalább 0 és legfeljebb Cv(�) folyam lehet. Az áthaladási idők miatt tér el a
bal oldalon lévő rész első fele a megszokottól.
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1. Definíció. Jelöljük val(F )-fel az időfüggő diszkrét folyam nagyságát és val(F �)-
gal a maximális folyam nagyságát.

A klasszikus folyamban a vágás egy S � V halmaz, amire s 2 S és d =2 S. A
vágás mérete: X

uv2E;u2S;v=2S

Cuv

A vágást definiálhatjuk az időfüggő diszkrét változatban is.

2. Definíció. S vágás: minden v 2 V csúcshoz egy Sv � f0; 1; : : : Tg halmaz.
Ss = f0; 1; : : : Tg, Sd = ;.

S vágás mérete:

cap(S) =
X
v2V

X
0�x�T

x2Sv;x+1=2Sv

Cv(x) +
X
uv2E

X
0�x�T�Luv

x2Su;x+Luv =2Sv

Cuv(x) (13)

Minimális vágás:
cap(S�) = min

S vágás
cap(S) (14)

Tétel 1 ([9])
Időfüggő diszkrét modellben val(F �) = cap(S�)

A bizonyításhoz vezessük vissza az időfüggő folyam feladatot a klasszikus
folyam feladatra, amelyről már tudjuk, hogy a maximális folyam és minimális
vágás mérete megegyezik.

2.2. Időfüggő gráf
A korábbi jelölések motiválják, hogy bontsuk fel a gráf csúcsait idő szerint több
részre. Ezzel már foglalkozott, és így bizonyította az állítást Ford és Fulkerson
is [9].

A könnyebb jelölések érdekében vezessünk be egységesen 1 tárolási limitet
az s és d csúcsokban.

A gráfot, amit elkészítünk, Time Expanded Graph, vagy röviden TEG-nek
hívjuk, és GTEG-gel jelöljük. GTEG-nek jV j � (T + 1) csúcsa van, minden csúcs
egy (v 2 V; 0 � � � T ) párral jellemezhető.

Minden uv 2 E élre és 0 � �; � + Luv(�) � T időpillanatra menjen egy
Cuv(�) kapacitású él (u; �) és (v; � + Luv(�)) között.

Ezen kívül minden v 2 V csúcsra és 0 � � < T időpontra menjen egy Cv(�)
kapacitású él (v; �) és (v; � + 1) között.

Lemma 1
A maximális dinamikus sd folyam nagysága G-n megegyezik a maximális stati-
kus (s; 0)� (d; T ) folyam nagyságával GTEG-en.

Bizonyítás. Ha veszünk egy dinamikus folyamot G-n, akkor ebből GTEG-en tu-
dunk ezzel megegyező méretű statikus folyamot készíteni úgy, hogy minden uv
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élre és � időpontra (u; �) és (v; � + Luv(�)) közötti élre GTEG-en Fuv(�) a fo-
lyamérték. Ezután pedig csak ki kell számolni a (v; �) és (v; � + 1) közötti
éleken a folyamértékeket úgy, hogy minden (v; �) csúcsban teljesüljön a folyam-
memaradás, amelyek a (12) egyenlet miatt teljesíteni fogják a klasszikus folyam
feltételeit. A megfeleltetés a másik irányba is hasonlóan megy.

Lemma 2
A minimális dinamikus vágás mérete G-n megegyezik a minimális (s; 0)� (d; T )
vágás méretével GTEG-en.

Bizonyítás. A klasszikus folyamban a vágást egy S0 halmazzal definiálhatjuk,
ahol (s; 0) 2 S0 és (d; T ) =2 S0. A vágás mérete az S0-ből S0-be érkező élek
kapacitásának összege. GTEG-ben 1 kapacitású élek vannak (s; �) és (s; � + 1)
között, valamint (d; �) és (d; � +1) között. Emiatt (s; �) 2 S0 és (d; �) =2 S0 min-
den 0 � � � T -re. Vagyis a dinamikus folyamban az S és a klasszikus folyamban
S0 vágások egyértelműen megfeleltethetőek egymásnak, GTEG konstrukciójából
pedig adódik, hogy a méretük is megegyezik.

Ebből a két állításból következik, hogy az időfüggő diszkrét folyam feladatra
lehet statikus folyam feladatként is tekinteni. A klasszikus esetben alaptétel,
hogy a maximális folyam és a minimális vágás mérete megegyezik, amiből egyből
következik a most vizsgált tétel is.

GTEG-ben többféleképpen is lehet maximális folyamot keresni, a csúcsok
és élek számában polinomiálisan, például Edmonds Karp algoritmussal [5]. A
módszer gyengesége akkor jön ki, amikor jV j kicsi és T nagyon nagy, mert ekkor
a TEG-es megközelítés nem lesz a bemenet méretében polinomiális. Ennek
ellenére rendkívül hasznos, több esetben is erre fogunk visszavezetni állításokat,
valamint az itt megismert tételeket át lehet vinni az időfüggő változatra.

2.3. Ford-Fulkerson modell
Az előző fejezetben láthattuk, hogy az általános időfüggő diszkrét folyam fel-
adatot hogyan tudjuk a statikus folyamra visszavezetni, amit tetszőleges folyam
algoritmussal polinomiális időben meg lehet oldani. Az általános esetben nem is
számíthatunk ennél jelentősen hatékonyabb megoldásra, hiszen már a problémát
leíró függvények mérete is O((jV j+ jEj) � T ).

Megvizsgálunk egy olyan modellt, ahol a függvényeket kevesebb paraméter-
rel lehet jellemezni, és létezik a korábban megismert TEG-es megközelítésnél
hatékonyabb megoldás.

Az egyszerűsítés az általános diszkrét modellhez képest az lesz, hogy az
élekre a kapacitás és az áthaladási idő is konstans, valamint a tárolási kapacitás
azonosan 1.

Ezzel a problémával Ford és Fulkerson már a klasszikus folyammal egyidőben
ismertette [8], [9], ebben a modellben is vizsgáltak egy javítóutas algoritmust.

Feladat 5 (Ford-Fulkerson modell)
Adott egy G = (V;E) irányított gráf, ezen s és d csúcsok, valamint egy T 2 Z>0
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időkorlát. Minden e 2 E élhez tartozik egy ce 2 Z>0 kapacitás és egy le 2 Z>0

áthaladási idő. Ehhez tekintsük az alábbi LP feladatot:

max
X
ud2E

T�ludX
x=0

Fud(x)�
X
dv2E

T�ldvX
x=0

Fdv(x) (15)

0 � Fe(�) � ce(�) f 8e 2 E; � 2 Z j 0 � � � T g (16)X
wv2E

��lwvX
x=0

Fwv(x)�
X
vu2E

�X
x=0

Fvu(x) � 0

(
8v 2 V n fs; dg
8� 2 Z; 0 � � � T

(17)

A (15) és (16) feltételek nagyon hasonlóak a (4) és (5) képletekhez. A (17)
egyenlet azért aszimmetrikus, mert az élek áthaladási ideje nem 0, hanem egy
élhez tartozó konstans, vagyis egy egység, amely u-ból indul a � időpillanatban,
az csak a � + luv pillanatban fog v-be megérkezni. Az összegről csak annyit
várunk el, hogy nem negatív, vagyis itt nincsenek tárolási limitek. Ha G-t
kiegészítjük minden v 2 V csúcsában egy v-ből v-be tartó 1 kapacitású és 1
áthaladási idejű éllel, akkor Fvv(�) a v csúcsban a � időpillanatban megmaradó
folyam mennyiségét jelöli, tehát a (17) képletet így is írhatjuk:X

wv2E
Fwv(� � lwv)�

X
vu2E

Fvu(�) = 0 8v 2 V n fs; dg; 80 � � � T (18)

A jelöléseknél azért szerepel l és c az általános esetben megismert L és C
helyett, mert nem változnak időben.

A könnyebb jelölések érdekében tegyük fel, hogy a gráf egyszerű, ezzel csak
akkor veszítünk nem kezelhető esetet, ha két csúcs között létezik több különböző
áthaladási idejű él is, de ettől függetlenül ugyanúgy igaz minden észrevétel akkor
is, ha szerepelhetnek többszörös élek.

Nézzük a következő példát (a későbbi állításokban is ez fog szerepelni):

1. kép Időfüggő diszkrét folyam

Minden irányított élre az első érték a kapacitást, a második pedig az áthaladási
időt jelenti, a maximális s� d folyamot keressük a T = 6 időpillanatig, a későb-
biekben látni fogjuk, hogy ez az érték 20
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2.4. Dualitás és megoldás a maximális dinamikus folyamra
Nézzük a következő primál feladatot:

Feladat 6 (Primál feladat)
Adott egy G = (V;E) irányított gráf, ezen s és d csúcsok, valamint egy T 2 Z>0

időkorlát. Minden e 2 E élhez tartozik egy ce 2 Z>0 és egy le 2 Z�0 érték.
Keressük az fe � 0 értékeket, amire:

maxX (19)

X = (T + 1) � (
X
vd2E

fvd �
X
du2E

fdu)�
X
uv2E

fuv � luv (20)X
uv2E

fuv =
X
vw2E

fvw 8v 2 V n fs; dg (21)

0 � fuv � cuv 8uv 2 E (22)

Ennek a feladatnak a duálisa:

Feladat 7 (Duál feladat)
Adott egy G = (V;E) irányított gráf, ezen s és d csúcsok, valamint egy T 2 Z>0

időkorlát. Minden e 2 E élhez tartozik egy ce 2 Z>0 és egy le 2 Z�0 érték.
Keressük a pv értékeket, amire:

minY (23)

Y =
X
uv2E

max(0; pv � pu � luv) � cuv (24)

ps = 0; pd = T + 1: (25)

Szemléletesen: a primál feladatban a G gráfon kell keresni egy megengedett
sd folyamot, ahol a cuv a kapacitás az uv élen. Minden d-be eljutott egység T+1
pontot ér, viszont minden él felhasználásáért fuv � luv pont büntetés jár. Más-
hogy megfogalmazva: minimális költségű áramot kell keresni egy G0 = (V;E0)
gráfban, ahol egy G-beli uv 2 E él egy cuv kapacitású és luv költségű uv él lesz
G0-ben. Ezen kívül még G0-ben szerepel egy 1 kapacitású �(T + 1) költségű
ds él.

A duál feladatban vegyünk egy G00 = (V;E00) súlyozott gráfot, ahol az élek-
nek költsége is van, vagyis egy G-beli uv él G00-ben egy luv hosszúságú, cuv
költségű uv élnek felel meg.

A duál feladat azt jelenti, hogy G00-ben néhány uv él hosszát növeljük egy
huv � 0 értékkel, aminek a költsége huv � cuv, a legolcsóbban úgy, hogy G00-
ben a legrövidebb sd út hossza legalább T + 1 legyen. Egy gráfban az, hogy
a legrövidebb út hossza legalább T + 1 úgy fogalmazható meg LP alakban,
hogy létezik egy megengedett p potenciál, amire ps = 0 és pd = T + 1. A (24)
egyenlet jobb oldala pedig azt fejezi ki, hogy melyik éleket kell meghosszabbítani.
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A primál egyenlet felírásánál kihasználtuk, hogy luv � 0, a duálnál pedig azt,
hogy cuv � 0.

Tétel 2 ([9])
val(F �) = X = Y = cap(S�)

Dualitás tétel miatt tudjuk, hogy X = Y , az előző fejezetben beláttuk, hogy
val(F �) = cap(S�), bizonyítsuk be, hogyX � val(F �) és azt, hogy cap(S�) � Y ,
amiből már következik az állítás.

Most is építsük fel a GTEG gráfot, és ezen vizsgáljuk a maximális statikus
folyam, illetve a minimális vágás méretét.

Lemma 3
X � val(F �)

Bizonyítás. Ahhoz, hogy belássuk, hogy X � val(F �), vegyünk egy optimális P
primál megoldást, és ehhez mutassunk a célfüggvény értékével megegyező mé-
retű folyamot GTEG-en. A primál megoldást bontsuk fel p1; p2; : : : pr sd utak-
ra, minden úthoz tartozzon egy darabszám is úgy, hogy minden él pontosan
annyiszor szerepeljen az utakban (multiplicitással), mint amekkora kapacitás-
sal P -ben megjelenik. Ezt megtehetjük, hiszen minden csúcsban megegyezik a
bemenő és kimenő élek értékének összege, ezeket pedig tetszőlegesen párosíthat-
juk. Azt is át lehet gondolni, hogy így csak sd utak keletkeznek, nem jöhetnek
létre körök, hiszen akkor a kör elhagyása után egy jobb P 0 primál megoldást
kapnánk.

Vizsgáljuk egyesével az utakat, egy pi útnak legyenek s = v1; v2; : : : vk = d
a csúcsai, M az úthoz tartozó darabszám és H =

P
lvivi+1

az út hossza. Ekkor
GTEG-ben indítsunk M egység folyamot, ami ezen az úton végigmegy várakozás
nélkül, minden 0 � p � T � H pillanatban. Vagyis minden 1 � i < k-ra és
i�1X
j=1

l(vjvj+1) � � �
i�1X
j=1

l(vjvj+1)+T�H-ra növeljük a (vi; �) és (vi+1; �+lvivi+1
)

közötti él kapacitását M -mel. Könnyen kiszámolható, hogy így az utolsó egység
is éppen megérkezik a T . időpontban. Az is látható, hogy H � T + 1, hiszen
más esetben P -ből elhagyhatnánk ezt az utat, amivel egy jobb primál megoldást
kapnánk. Tehát egy H hosszú út pontosan T + 1�H egység folyamhoz járult
hozzá, emiatt könnyen látható, hogy ez a konstrukció eléri a primál megoldás
értékét. Egy él legfeljebb annyi útban szerepelt, mint amennyi a kapacitása,
emiatt teljesül (16), a (17) feltétel pedig a konstrukcióból következik. Ezzel
készítettünk egy X méretű megengedett folyamot, tehát val(F �) � X.

12



Vizsgáljuk meg a példára az optimális primál megoldást és ez alapján egy
konstrukciót.

2. kép A korábbi példában ez egy opti-
mális megoldás a primál feladatra. Az
éleken a három szám az f; c; l értékeket
jelenti. A folyam nagysága 7, az össz-
költség pedig 29, ezért 7 � 7 � 29 = 20
az optimum.

3. kép A primál megoldást 3 út-
ra lehet felbontani, s � a � d,
s�a�b�d, s�b�d, amik rendre
4; 1; 2 alkalommal szerepelnek.
Ebből a leírt konstrukció alap-
ján elkészíthetjük a megoldást
az időfüggő folyamra.

A konstrukcióból adódik az elsőre egyáltalán nem nyilvánvaló állítás, hogy
olyan optimális megoldás is létezik, amiben minden köztes csúcson és időpilla-
natban 0 folyam várakozott, vagyis a megengedett 1 tárolási kapacitást nem is
kellett használni.

Ezen kívül fontos megjegyezni, hogy ebben a modellben egy optimális meg-
oldást lehet jellemezni az optimális primál megoldásban egy lehetséges útfel-
bontással. Könnyen átgondolható, hogy minden út kiválasztása esetén a hozzá
tartozó multiplicitást tudjuk úgy választani, hogy valamelyik él az úton teljesen
fel legyen használva, vagyis legfeljebb jEj darab jV j hosszú úttal (és ezekhez
tartozó értékekkel) is leírható egy optimális megoldás. Szintén kényelmes, hogy
az utak egy idő után periodikusan ismétlődnek.

Lemma 4
cap(S�) � Y

Bizonyítás. Induljunk ki egy optimális D duál megoldásból, nézzük a p poten-
ciálfüggvényt. Vizsgáljuk GTEG-en az

S =
[
v2V
f(v; pv); (v; pv + 1); : : : ; (v; pT )g

vágást. A (25) feltétel miatt ez egy vágás lesz, hiszen ps = 0; pd = T + 1, tehát
(s; 0) 2 S és (d; T ) =2 S. A vágás mérete Y lesz, mivel minden uv 2 E élre
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GTEG-ben max(0; pv � pu � huv) olyan 0 � � � T kezdőidő lesz, aminek az él
kezdőpontja S-ben és a végpontja S-ben szerepel. A (23) képletben, valamint a
vágásban is a két csúcs közötti él kapacitással meg kell szorozni ezt az értéket.
S konstrukciója miatt a vágásban nem lehet (v; �) és (v; � + 1) közötti él. Ezzel
mutattunk egy olyan (s; 0)(d; T ) vágást, aminek a mérete Y . Ezzel beláttuk,
hogy cap(S�) � Y .

4. kép A duál feladat megoldása és egy minimális dinamikus vágás

G0-n egy megengedett potenciál van: �(s) = 0; �(a) = 3; �(b) = 4; �(d) = 7

Az ábrán GTEG látható, kékkel a vágásban szereplő csúcsok. A súly nélküli
éleknek 1 a kapacitása, a lilával színezett élek szerepelnek a vágásban.

Látható, hogy a dinamikus vágás mérete 20, vagyis ez a minimális vágás.
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2.5. Algoritmus primál és duál feladat megoldására
A korábbi részben már volt róla szó, hogy a primál feladatra egy minimális
költségű áramként is tekinthetünk. A minimális áram megkeresésének nagy
irodalma van, például vizsgálta már Goldberg és Tarjan [12].

Nézzük meg, hogyan lehet folyamos szemlélettel megoldani. Próbáljuk a
primál feladatot megoldani, majd az optimális megoldás alapján elkészíthetjük
a maximális dinamikus folyamot.

Ha az élek hosszát (l értékét) tekintjük a költségnek, akkor működik az,
hogy mindig a legrövidebb sd utat kiválasztjuk, majd az összes élen növeljük
az f értékeket annyival, hogy egyik élnél se legyen nagyobb a megengedettnél,
majd ezután frissítjük a reziduális gráfot (successive shortest path algorithm
[3]). Ha valamelyik pillanatban a legrövidebb sd út hossza legalább T +1, akkor
tudjuk, hogy a későbbi utak nem fogják a primál megoldás értékét növelni, ezért
befejezhetjük a keresést. Sajnos ez a megközelítés nagyon lassú lehet, létezik
olyan példa, ahol exponenciálisan sok utat kell megkeresni.

Tegyük fel, hogy, T nagyobb, mint az l értékek összege, vagyis T >
X
uv2E

luv,

ebben az esetben látjuk, hogy elég a minimális költségű maximális folyamot meg-
keresni (MCMF), hiszen az előző algoritmusban minden megtalált utat megéri
kiválasztani, ami végül ugyanúgy a minimális költségű maximális folyamot fogja
meghatározni.

Más megközelítéssel van erősen polinomiális algoritmus a MCMF problémá-
ra, többek között Orlin is mutatott rá megoldást [1]. Próbáljuk meg a primál
feladatot a MCMF-ra visszavezetni. A kulcsötlet, az hogy tetszőleges H-ra ki-
számolható, hogy a legrövidebb út kereső algoritmusban milyen hosszú lesz a
H:-nak megtalált út hossza. Bővítsük ki a G gráfot egy 0 költségű, H � 1 ka-
pacitású s0s éllel. Ha ebben a módosított gráfban keresünk MCMF-et, akkor
utána a reziduális gráfban a legrövidebb út lesz a H. út hossza.

Ennek segítségével pedig tudunk binárisan keresni a legkisebb olyan H-ra,
amire a H: legrövidebb út hossza legalább T + 1.
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1. Algoritmus MCMF-ra visszavezetés

1: Bemenet: G = (V;E), a primál feladatban a gráf, ahol az élekhez tartozik
egy ce és le érték, valamint T

2: Kimenet: A primál feladat megoldása
3: l := 0, r := val(F �) + 1 vagyis maximális statikus folyam nagysága +1
4: while l + 1 < r do
5: m := b l+r2 c
6: G0 := G gráf egy 0 hosszú, m� 1 kapacitású s0s éllel kiegészítve
7: X := MCMF költsége G0-ben (s’-ből d-be)
8: G00 := G gráf egy 0 hosszú, m kapacitású s0s éllel kiegészítve
9: Y := MCMF költsége G00-ben (s’-ből d-be)

10: if X + T + 1 � Y then
11: r := m
12: else
13: l := m
14: end if
15: end while
16: return MCMF(s’-ből d-be, ha a gráfot egy l kapacitású éllel egészítjük ki)

Látható, hogy ha val(F �) a maximális statikus folyam nagysága, akkor leg-
feljebb 2 � log2(val(F �)) + 1-szer kellett meghívni az erősen polinomiális MCMF
szubrutint.

Az algoritmus végén l értéke azt fogja meghatározni, hogy hány darab T +1-
nél rövidebb utat fogunk kiválasztani, ha mindig a legrövidebb utat választjuk
és az alapján módosítjuk az éleket.

Jelöljük PG(T )-vel a primál feladat megoldását a G gráfra, ha T a para-
méter (ami egyben a maximális dinamikus folyam nagysága is lesz). Ekkor
PG(T ) � PG(T � 1) = l, ami megegyezik az optimális primál megoldásban a
ds él kapacitásával is (ha olyan optimális megoldást keresünk, hogy a kapacitás
minél kisebb legyen). Ebből könnyen látható, hogy a PG függvény konvex, és
PG(T+1)�2�PG(T )+PG(T�1) azt jelenti, hogy a legrövidebb utak megkeresése
során hány darab T + 1 hosszú utat fogunk találni.

Most nézzük meg, hogy egy optimális primál megoldás esetén hogyan tudunk
optimális duál megoldást és ezáltal minimális dinamikus vágást keresni.

Vegyünk fel az optimális primál megoldáshoz egy G0 súlyozott irányított
segédgráfot. Ha a primál megoldásban egy e = uv élre fe pozitív, akkor vegyünk
fel egy �le hosszúságú vu élt G0-ben. Ha az fe < ce, akkor pedig vegyük fel az
le hosszúságú uv élt. Ezen kívül G0-t egészítsük ki egy T + 1 hosszúságú sd és
egy �(T + 1) hosszúságú ds éllel.
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5. kép G0 segédgráf a korábbi primál megoldáshoz

A korábbi példában leírt optimális primál megoldáshoz tartalmazó duál se-
gédgráf.

Ha a feladatban megadott gráf olyan volt, hogy s-ből minden csúcsot el lehet
érni, akkor ez a tulajdonság a G0 segédgráfra is igaz marad.

Ha a primál megoldás optimális, akkor aG0 segédgráf konzervatív lesz (vagyis
nem tartalmazhat negatív kört), hiszen más esetben a negatív körön növelve az
értékeket egy szigorúan jobb primál megoldást kapnánk.

Keressünk egy megengedett � potenciált G0-n úgy, hogy �(s) = 0 teljesüljön.
Ekkor az sd és ds élek miatt �(d) = T + 1.

Ezen kívül minden megengedett potenciálban igaz lesz, hogy 0 � �(v) �
T + 1. G0-n keressünk egy megengedett potenciált, például Bellman-Ford al-
goritmussal s-ből kiszámoljuk minden csúcsba a legrövidebb utat, ebből pedig
elkészíthetjük a minimális dinamikus vágást, a korábban leírt konstrukcióval.

2.6. Legkorábbi folyam
Az előző fejezetekben azt vizsgáltuk, hogy legfeljebb mekkora mennyiségű fo-
lyam tud a d csúcsba T idő után eljutni. Egy időfüggő folyamra vizsgálhatjuk
azt is, hogy egy korábbi T 0 < T időpontban mennyivel több a d-be érkező, mint
a d-t elhagyó folyam értéke.

3. Definíció. Legkorábbi folyam: (Earliest arrival flow) olyan időfüggő diszkrét
folyam, amelyre igaz, hogy minden 0 � T 0 � T értékre teljesül, hogy

X
ud2E

T 0X
x=0

Fud(x)�
X
dv2E

T 0X
x=0

Fdv(x) (26)

legalább akkora, mint bármely más megengedett időfüggő diszkrét folyamban.

Felmerül a kérdés, hogy mindig létezik-e legkorábbi folyam. Ezzel a problé-
mával foglalkozott már Gale 1959-ben [11], bebizonyította, hogy létezik legko-
rábbi folyam általános időfüggő diszkrét változatban, amire Hamacher mutatott
polinomiális algoritmust [13]. Ford és Fulkerson korábban említett cikkének a
bizonyításában pedig egy ilyen folyamot talál meg.

17



Ha a gráfot egy úthálózatnak tekintjük, és egy nagyobb tömegnek sürgősen
el kell hagynia az s pontot, és d-be kell eljutni, akkor egy evakuációs problémát
kapunk. Itt előnyös, ha a korábbi pillanatokban is nagyobb a folyamérték d-n
(vagyis már az első pillanatoktól kezdve minél többen biztonságban vannak).
Ehhez hasonló problémát vizsgált Dhamala, Khamal és Nickel, ahol a köztes
csúcsoknak is van fontossága [4], egy bonyolultabb, ehhez hasonló modellben
kerestek optimális megoldást. Természetes általánosítása a feladatnak, ha több
nyelőre nézzük, itt könnyű olyan kisebb példákat csinálni, ahol nem igaz, hogy
minden nyelőbe maximális folyam érkezik be. Ez már korábban ismert volt, itt
mutatott egy szép jellemzést Schmidt és Skutella, hogy milyen gráfoknál nincs
legkorábbi folyam [16].

A legkorábbi folyam megkeresésére az algoritmus lényegében már szerepelt,
csak kombinálni kell az ötleteket. A primál feladatban az egymás utáni legrö-
videbb út (successive shortest path) algoritmussal keressük meg a legrövidebb
utat, majd a legrövidebb út segítségével a 3. lemma segítségével frissítjük a
folyamot, egy kis módosítással.
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A lépéseket az alábbi algoritmus mutatja be:

2. Algoritmus Legkorábbbi folyam megtalálása

1: Bemenet: G = (V;E), ahol az éleknek adott egy konstans c és l értéke,
valamint T

2: Kimenet: Fe függvények, amik legkorábbi dinamikus folyamot határoznak
meg

3: G0 := G a primál feladat konstrukciójában szereplő gráf a fordított élekkel
kiegészítve

4: Fe = f0; 0 : : : 0g, ahol Fe(�) az e élen � pillanatban áthaladó folyam mennyi-
ségét jelenti

5: while létezik s� d út G0-ben do
6: P := s = v0; v1; :::vk = d a legrövidebb s� d út G0-ben
7: H := P út hossza
8: if H � T + 1 then
9: Break

10: end if
11: k := minimális kapacitás a P úton
12: for i = 0 to T �H do
13: t := i
14: for j = 0 to j < k do
15: if vj � vj+1 normál él then
16: Fvj

(t) := Fvj
(t) + k

17: t := t+ lvj ;vj+1

18: else
19: t := t� lvj+1;vj

20: Fvj+1
(t) := Fvj+1

(t)� k
21: end if
22: end for
23: G0-t frissíteni kell úgy, mint a statikus Ford-Fulkerson algoritmusban

a reziduális gráfot
24: end for
25: end while
26: return F

Az algoritmus tetszőlegesen nagy T -re működik. Elég nagy T esetén T vál-
toztatása nem befolyásolja a megtalált utakat, csak azt, hogy egy-egy megtalált
út hány periódusban szerepel (vagyis egyedül a 12: sorban lévő for ciklus tart
tovább).

Ez a Ford-Fulkerson algoritmusra elég sok helyen hasonlít, a nehézség az,
hogy itt a G0 reziduális gráf mellett még az időben változó folyam értékeket is
tárolni kell, és egy út megtalálása esetén nehezebben látható, hogy pontosan
melyik folyam értékeket kell növelni vagy csökkenteni.

A leírt algoritmus így elég lassú, de fel lehet gyorsítani, ha csak megjegyezzük
az utakat és a végén számoljuk ki az Fe értékeket az utak segítségével.
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