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Bevezetés

A dolgozat két térbeli csomó egymás körüli hurkolódási számával foglalkozik,

amely téma összekapcsolja a matematika több területét, analízist, differenciálgeo-

metriát, algebrai topológiát. Gauss 1833-ban a kiszámolására egy analitikus formulát

adott, melyre a fizika területein, csillagászatban, elektromágnesességben felmerülő

motivációi vezették. Erről a formuláról matematikai oldalról látjuk be, hogy valóban

minden esetben egész számot, méghozzá a csomók hurkolódási számát adja.

Az 1. fejezetben áttekintünk egy hátteret az analízis és differenciálformák terüle-

téről. Megismerkedünk a De Rham-kohomológia témakörével, és a Mayer–Vietoris-

sorozat módszerével megvizsgáljuk a csoportok összefüggéseit különböző halmazo-

kon. Ezekkel az eszközökkel olyan eredményeket látunk be, mint a síkbeli Jordan-

görbe tétel.

A 2. fejezetben bevezetjük a csomók fogalmát. Megismerjük a homológiacsopor-

tokat, és ezek tulajdonságait. Gauss integrálformulája a görbék paraméterezése által

számolja ki a hurkolódási számot. Bemutatjuk a fizikai motivációkat a klasszikus

elektrodinamika törvényei mentén.

A hurkolódási számot egy másik irányból is megközelítjük, mint egy homológia-

csoporton értelmezett invariáns, amely által a szám nem egy integrálásból szárma-

zik, hanem a csomón kívüli komplementer tér topológiájából adódik. Áttekintjük a

vektoranalízis és differenciálformák kapcsolatát, és a leképezések fokának elméletét.

Végül ezek segítségével bizonyítjuk, hogy Gauss képletében egy tóruszról gömbre ve-

zető leképezés fokszáma által miképpen lesz az eredménye szükségképp egész szám.
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1. fejezet

Matematikai háttér

Ebben a fejezetben áttekintünk egy rövid hátteret az analízisből, eszközöket

vezetünk be, melyek a hurkolódási számok tárgyalásához lesznek szükségesek. Ehhez

az [5], [3] könyvek voltak felhasználva, melyekben az itt bizonyítás nélkül kimondott

állításokra is található bizonyítás.

1.1. Newton–Leibniz-formula, primitív függvény

Ebben a szakaszban kimondjuk a Newton–Leibniz-formulát vonalintegrálokra,

és megvizsgáljuk, hogy milyen feltételek kellenek a primitív függvény létezéséhez,

illetve hogy miképpen számít a tartomány alakja (konvex, csillagszerű). Bevezetjük

a differenciálformákat, mely tárgyalási mód egy másik eszköztárat ad számunkra.

1. Tétel. Legyen γ : [a, b] → Rn, γ(t) = (γ1(t), . . . , γn(t)) ⊂ Rn differenciálható

görbe, és legyen γ′
i integrálható az [a, b] intervallumon minden i = 1, . . . , n-re. Ha

egy F : γ → Rn függvény folytonos a γ görbén, akkor az
∫
γ
F · dx vonalintegrál

létezik, és az értéke ∫
γ

F · dx =

b∫
a

F(γ(t)) · γ′(t) dt.

A célunk a Newton–Leibniz-formula bevezetése vonalintegrálokra. Ehhez a pri-

mitív függvény fogalmát általánosítjuk.

1. Definíció. Legyen U ⊂ Rn nyílt halmaz, és F : U → Rn,F = (F1, . . . , Fn) függ-

vény. A φ : U → R függvény az F függvény primitív függvénye, ha φ differenciálható

U -ban, és φ′ = F, azaz ∂iφ = Fi (i = 1, . . . , n) az U halmazon.
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1. Matematikai háttér

2. Tétel. Newton–Leibniz-formula vonalintegrálokra

Legyen U ⊂ Rn nyílt halmaz, és φ : U → R függvény az F : U → Rn folytonos

függvény primitív függvénye. Ekkor minden γ : [a, b] → U folytonos és rektifikálható

görbére ∫
γ

F · dx = φ(γ(b))− φ(γ(a)).

3. Következmény. Ha az F folytonos függvénynek van primitív függvénye az U

nyílt halmazon, akkor F vonalintegrálja az U-ban minden zárt görbe mentén 0.

Ha egy γ1 görbe az x1 pontból az x2 pontba, egy γ2 görbe az x2 pontból az x3

pontba megy, a γ3 görbe pedig az x1 és x3 pontok között, akkor a γ1 és γ2 görbéken

vett integrálok összege egyenlő a két görbe csatlakozásán vett integrállal, de nem

feltétlenül egyenlő a γ3 görbén vettel.

1.1.1. Szükséges és elégséges feltételek a primitív függvény lé-

tezésére

4. Tétel. Legyen U ⊂ Rn nyílt halmaz, és F : U → Rn folytonos függvény. F-nek

van primitív függvénye U-ban ⇐⇒ minden U-beli folytonos rektifikálható zárt γ

görbére
∫
γ
F · dx = 0.

Egy további szükséges (de általában nem elégséges) feltétel a primitív függvény

létezésére:

5. Tétel. Legyen F : U → Rn differenciálható függvény az U ⊂ Rn nyílt halmazon.

F-nek létezik primitív függvénye U-n =⇒ ∂jFi(x) = ∂iFj(x) ∀x ∈ U-ra, i, j =

1, . . . , n, azaz ekkor F Jacobi-mátrixa szimmetrikus.

Belátjuk, hogy egyszeresen összefüggő nyílt halmazokra ez elégséges feltétel is.

Speciális eset: Egy A : Rn → Rn lineáris transzformációnak van primitív függvé-

nye ⇐⇒ az A mátrixa szimmetrikus.

6. Tétel. Legyen U ⊂ Rn nyílt halmaz, F : U → Rn folytonos függvény, és ∀x ∈ U-

nak legyen olyan környezete, amelyben F-nek van primitív függvénye. Ekkor, ha γ1, γ2

folytonos rektifikálható homotóp zárt görbék U-ban =⇒∫
γ1

F · dx =

∫
γ2

F · dx.
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1. Matematikai háttér

2. Definíció. Legyen U nyílt halmaz, benne γ folytonos zárt görbe.

A γ görbe folytonos deformációval egy pontra összehúzható, ill. nullhomotóp, ha

∃c ∈ U pont, hogy γ és a c pontból álló konstans görbe homotóp görbék.

Az U nyílt halmaz egyszeresen összefüggő, ha összefüggő és ∀U -beli folytonos

zárt görbe nullhomotóp U -ban.

Megjegyzés. Minden konvex nyílt halmaz egyszeresen összefüggő.

7. Következmény. Legyen U ⊂ Rn nyílt halmaz, F : U → Rn folytonos függvény,

és legyen ∀x ∈ U pontnak olyan környezete, amelyben F-nek van primitív függvénye.

Ha γ folytonos rektifikálható zárt nullhomotóp görbe U-ban =⇒
∫
γ
F · dx = 0.

8. Tétel. Legyen U ⊂ Rn egyszeresen összefüggő nyílt halmaz. Egy F : U → Rn

differenciálható függvénynek van primitív függvénye U-ban ⇐⇒ F Jacobi-mátrixa

∀x ∈ U pontban szimmetrikus.

9. Következmény. Legyen U ⊂ Rn konvex nyílt halmaz. Egy F : U → Rn differen-

ciálható függvénynek van primitív függvénye ⇐⇒ ∀x ∈ U pontban F Jacobi-mátrixa

szimmetrikus.

10. Következmény. Legyen U ⊂ Rn egyszeresen összefüggő nyílt halmaz, F : U →

Rn folytonos függvény, és legyen ∀x ∈ U pontnak olyan környezete, amelyben F-nek

van primitív függvénye. Ekkor F-nek létezik primitív függvénye U-ban.

1.1.2. Differenciálformák

3. Definíció. Egy U ⊂ Rn nyílt halmazon egy ω differenciál 1-forma az

ω =
n∑

i=1

fi(x) dxi

formális összeg, ahol x = (x1, . . . , xn), az fi-k sima skalárfüggvények.

Az ω-t egzaktnak nevezzük, ha van olyan f függvény (0-forma), melynek ω a

differenciálja,

ω = df =
n∑

i=1

∂f(x)

∂xi

dxi.

Az ω 1-forma zárt, ha dω = 0.

Megjegyzés. R2-ben egyszerűbb ω = p dx+ q dy alakú, p, q függvényekkel.
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1. Matematikai háttér

Az ω integrálja egy γ sima görbe mentén:

∫
γ

ω =

b∫
a

[
p(x(t), y(t))

dx

dt
+ q(x(t), y(t))

dy

dt

]
dt.

Az integrál létezik, mert az integrandus folytonos.

Mikor függ az integrál csak a végpontoktól, és nem az úttól? Ha van potenciál-

függvény.

11. Állítás. Ha ω = ∂f
∂x
dx + ∂f

∂y
dy alakú valamilyen f sima függvénnyel az U-n,

akkor ∫
γ

ω = f(γ(b))− f(γ(a)).

Erre az 1-formára a df = ∂f
∂x
dx+ ∂f

∂y
dy jelölést használjuk. Az ω az f differenciálja,

ha ω = df .

4. Definíció. Egy f függvény az U nyílt halmazon lokálisan konstans, ha U minden

pontjának van olyan környezete, amin f konstans.

12. Állítás. Egy f sima függvény U-n lokálisan konstans ⇐⇒ ∂f
∂x

= 0 és ∂f
∂y

= 0.

13. Következmény. Egy U halmaz összefüggő ⇐⇒ ha minden sima f függvény

U-n, melyre ∂f
∂x

= 0 és ∂f
∂y

= 0, egy konstans függvény.

A 12. állítás miatt tehát df = dg az U -n ⇐⇒ f − g lokálisan konstans az U -n.

Felmerül a kérdés, hogy mikor lehet ω differenciálja egy függvénynek? Egy szük-

séges feltétel, hogy ∂q
∂x

= ∂p
∂y

legyen.

14. Állítás. Egy ω 1-formára U-n az alábbi állítások ekvivalensek:

(1)
∫
γ1

ω =
∫
γ2

ω minden γ1, γ2 azonos kezdő és végpontokkal rendelkező görbékre.

(2)
∫
γ

ω = 0 minden γ zárt görbére.

(3) ω = df valamilyen sima f függvénnyel.

Ha ω = p dx+ q dy egy 1-forma, akkor legyen dω =
(

∂q
∂x

− ∂p
∂y

)
dx dy 2-forma. Ha

ω = df =⇒ dω = d(df) = 0 minden f függvényre.

A 8. tétel átfogalmazása differenciálformákra a következő.

15. Állítás. Legyen U egyszeresen összefüggő halmaz. Ekkor ha ω olyan 1-forma,

amire dω = 0 =⇒ létezik f függvény az U-n, hogy ω = df .
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1. Matematikai háttér

1.2. De Rham-kohomológia

Ebben a szakaszban bevezetjük a görbék körülfordulási számát. Megismerjük a

nulladik és első De Rham-csoport fogalmát, és ezek bázisait. Egy összekötő leképe-

zés bevezetésével kimondjuk a Mayer–Vietoris-tételt, majd ezt használva belátjuk a

Jordan-féle görbe tételt.

1.2.1. Körülfordulási szám

Legyen ω = −y dx+x dy
x2+y2

differenciálforma, γ : [0, 1] → R2 \ {(0, 0)}, γ(0) =

γ(1), γ(t) = (x(t), y(t)) zárt görbe.

16. Tétel. Létezik k ∈ Z egész szám, mellyel∫
γ

ω = 2πk.

5. Definíció. A k-t a γ görbe körülfordulási számának hívjuk.

Áttérünk komplex számokra.

17. Lemma.
1

2π

∫
γ

ω =
1

2πi

∫
γ

dz

z

Bizonyítás. Fejtsük ki az alábbi kifejezéseket:

1

z
=

1

x+ iy
=

x− iy

x2 + y2

dz = dx+ i dy

dz

z
=

x− iy

x2 + y2
(dx+ i dy) =

x dx+ y dy

x2 + y2
+ i

−y dx+ x dy

x2 + y2

Ennek a képzetes részét neveztük ω-nak. A valós résszel kapcsolatban vegyük észre,

hogy
1

2
d(log(x2 + y2)) =

x dx+ y dy

x2 + y2
.

Azt is tudjuk, hogy zárt görbén
∫
γ

df = 0, mert a két azonos végpont közötti

változás 0, így az integrál valós része eltűnik. Tehát

1

2πi

∫
dz

z
=

1

2π
(−i)i

∫
ω =

1

2π

∫
ω.
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1. Matematikai háttér

A γ görbét s paraméterig bejárva a görbe elfordulási szöge:

φ(s) =

s∫
0

ω(t)dt.

Komplex számokkal legyen

φ(s) =

s∫
0

dz

z
=

s∫
0

γ′(t)

γ(t)
dt

dφ(s)

ds
=

γ′(s)

γ(s)
.

Láthatjuk, hogy φ(s) = log γ(s), de ez nem jól definiált függvény, több értékű,

mert egy komplex szám argumentuma csak 2π erejéig van definiálva. A belátni-

való célhoz megnézzük azt, hogy igaz-e eφ(s) = Cγ(s)? Ehhez az alábbi deriválást

végezzük:

d

ds

(
eφ(s)

γ(s)

)
=

φ′(s)eφ(s)γ(s)− eφ(s)γ′(s)

γ2(s)
=

γ′(s)
γ(s)

eφ(s)γ(s)− eφ(s)γ′(s)

γ2(s)
= 0

Tehát eφ(s)

γ(s)
= konstans, s-től független, így

eφ(0)

γ(0)
=

eφ(1)

γ(1)
.

Tudjuk, hogy γ(0) = γ(1), mert a zárt görbe két végpontja azonos. Így eφ(1)−φ(0) = 1,

ami csak akkor lehet, ha φ(1)− φ(0) = 2πik, k ∈ Z. [7].

1.2.2. Kohomológiai alapfogalmak

6. Definíció. Egy U ⊂ Rn nyílt halmaz nulladik De Rham-csoportja:

H0U = {lokálisan konstans függvények U -n}.

Ez egy vektortér a függvények szokásos összeadásával és valós skalárral való szor-

zásával. Egy U -n lokálisan konstans függvény megadása ugyanaz, mint egy olyan

függvény, ami konstans az U minden összefüggő komponensén.
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1. Matematikai háttér

Ha U -nak n komponense van, akkor H0U egy n-dimenziós vektortér. Legyenek

U komponensei U1, . . . , Un, és ei olyan függvény, hogy Ui-n 1, a többin 0. Ekkor

e1, . . . , en a H0U bázisa. Ha U -nak végtelen sok komponense van, akkor H0U

végtelen-dimenziós vektortér.

Az U -n zárt 1-formák is vektorteret alkotnak, mert azok összege és konstansszo-

rosa szintén zárt. Az egzakt 1-formák ennek egy alterét alkotják.

Egy V vektortér és W altere által a V/W kvócienstér alkotható az alábbi ekvi-

valenciaosztállyal: u, v ∈ V két vektor ekvivalens, ha u− v ∈ W .

7. Definíció. Az U ⊂ Rn nyílt halmaz első De Rham-kohomológiacsoportja:

H1U = {zárt 1-formák az U -n}/{egzakt 1-formák az U -n}.

Az ω U -beli 1-formához jelöljük [ω]-val az ekvivalenciaosztályt H1U -ban, mely

tartalmazza ω-t.

Egy példa R2-ben:

Egy P = (x0, y0) pont esetén jelölje ωP az alábbi 1-formát:

ωP =
1

2π

−(y − y0)dx+ (x− x0)dy

(x− x0)2 + (y − y0)2
.

Az ωP egy zárt 1-forma minden P -t tartalmazó nyílt halmazon.

18. Állítás. U = R2 \ {P}-re [ωP ] a H1U bázisa.

Bizonyítás. Legyen γ egy r sugarú kör a P körül. Az [ωP ] nem 0 H1U -ban, mert ha

ωP egzakt lenne, akkor az integrálja a γ mentén 0 lenne, de az integrál 1. [3]

Most legyen ω egy 1-forma U -n, és c =
∫
γ
ω. Azt akarjuk belátni, hogy [ωP ]

kifeszíti H1U -t. Ehhez elég, hogy ω − c ωP egzakt, és [ω] = c[ωP ] H
1U -ban. Az

ω − c ωP egy zárt 1-forma U -n, γ menti integrálja 0.

A következő lemma szerint egy ilyen forma egzakt lesz.

19. Lemma. Ha U = R2 \ {P}, ω egy zárt 1-forma U-n, és
∫
γ
ω = 0, akkor ω

egzakt.

Bizonyítás. Legyen a P ponttól jobbra, felette, balra, alatta levő félsíkok

U1, U2, U3, U4. Minden Ui-n van egy konstans hozzáadásának erejéig egyértelmű fi

függvény, melyre dfi = ω Ui-n.

A konstansok beállításával elérhetjük, hogy
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1. Matematikai háttér

• U1 ∩ U2-n f2 = f1

• U2 ∩ U3-on f3 = f2

• U3 ∩ U4-en f4 = f3

• U4 ∩ U1-en f4 = f1 + c valamilyen c konstanssal.

Így
∫
γ
ω = c. A lemma feltétele szerint c = 0, ami azt jelenti, hogy a négy függ-

vény azonos a metszeteken, így definiálhatunk egy olyan f függvényt U -n, amelyre

df = ω.

Egy másik felbontás jobban kiemeli a probléma lényegét. Legyen P = (0, 0) origó,

és ω = f dx− g dy, df
dy

= dg
dx

.

Tudjuk, hogy nem csak minden konvex, de minden csillagszerű halmazon van

primitív függvény. Az R2 \ {0}-t állítsuk elő az alábbi U és V uniójaként:

U = R2 \ (−∞, 0), V = R2 \ (0,∞),

tehát az R két félegyenesét hagyjuk ki. Csillagszerűek, mert U -ban az (1, 0), V -ben

pedig a (−1, 0) pontból látszik minden pont. Mindkét csillagszerű tartományon van

primitív függvényünk:

U -n ∃F , hogy ∂F
∂x

= f , ∂F
∂y

= g.

V -n ∃G, hogy ∂G
∂x

= f , ∂G
∂y

= g.

Integrálásnál a probléma, hogy F−G csak U∩V -n van értelmezve, és U∩V = R2\R,

ami nem összefüggő.

Látjuk viszont, hogy grad(F−G) = 0, azaz F−G konstans a felső és alsó félsíkon

is, melyek összefüggőek, de ez a két konstans nem feltétlenül ugyanaz. Állítsunk be

G helyett G + c-t. Konstanssal eltolás a gradiensét nem változtatja. Így elérhető,

hogy a felső félsíkon megegyezzenek, azaz a felső félsíkon F −G = 0, az alsón pedig

F −G = c konstans.

A konstans meghatározásához bármilyen zárt görbén integrálhatunk, legyen az

S1 kör mentén, és használjuk a valós és képzetes egységeket a kör pontjainak jelö-

lésénél. Minden negyed körív mentén az integrál kiszámolható a gradiens megválto-

zásával.
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∫
S1

ω =F (i)− F (1)+

+G(−1)−G(i)+

+G(−i)−G(−1)+

+ F (1)− F (−i) = G(−i)− F (−i)

Figyelembe vettük, hogy a felső félsíkon F = G volt, így kiestek tagok. Ha ez

az integrál 0 az S1 mentén, akkor G(−i) = F (−i), de G − F konstans volt az alsó

félsíkon, így G = F az alsó félsíkon is. Így definiálhatunk egy függvényt, az egyik

félsíkon F , a másikon G értékével azonosítva.

1.2.3. Az összekötő leképezés és a Mayer–Vietoris-tétel H1-re

A H0U és H1U tanulmányozásához ezen csoportok kapcsolatát kell megvizsgál-

nunk az U , V , U ∪ V , U ∩ V nyílt halmazokon. Például belátható, hogy ha U ∩ V

összefüggő, azaz H0(U ∩ V ) dimenziója legfeljebb 1, és ha H1U = 0 és H1V = 0,

akkor H1(U ∪ V ) = 0 szintén. [3]

Ezt szeretnénk bonyolultabb halmazokra is vizsgálni. Ehhez az alábbi lineáris

leképezést akarjuk bevezetni, melyet összekötő leképezésnek hívunk:

δ : H0(U ∩ V ) → H1(U ∪ V ).

Ehhez egységosztásra van szükség. Az alábbiakban bizonyítás nélkül elfogadjuk,

hogy ez létezik. [1]

20. Tétel. Egységosztás tétele.

Legyen az Rn térben az Ω ⊂ Rn halmaz, és annak Ui nyílt halmazokkal való

fedése. Ekkor léteznek φi függvények, melyekre teljesülnek:

• ∀i-re φi : Rn → [0, 1] sima függvények.

• supp φi ⊂ Ui

• A φi függvényrendszer lokálisan véges, azaz minden K ⊂ Ω kompakt halmazon

csak véges sok φi függvény nem 0.

• Az Ω minden pontjában a függvényértékek összege 1 (ami az előző feltétel miatt

csak véges összeg).

11



1. Matematikai háttér

8. Definíció. Az ilyen függvényrendszert egységosztásnak hívjuk.

Az egységosztás tételével lokális tulajdonságokból globálisakra tudunk következ-

tetni.

Legyen f lokálisan konstans függvény U ∩ V -n. Keressünk két sima függvényt,

f1-et U -n, f2-t V -n, melyekre f = f1 − f2 U ∩ V -n. Ha f lokálisan konstans, az azt

jelenti, hogy 0 = df = d(f1 − f2) = df1 − df2 U ∩V -n, így df1 = df2 U ∩V -n. Ezáltal

létezik egy ω 1-forma U ∪ V -n, melyre ω = df1 U -n és ω = df2 V -n. Ez az 1-forma

zárt, mert egzakt U -n és V -n.

Ha feltesszük, hogy létezik egységosztás, akkor létezik egy olyan függvény, amely

sima az U -n, 0 a V -n; és létezik egy másik függvény, amely sima a V -n, 0 az U -n;

és a kettő összege az unión 1. Az R-en ezt a következő módon lehet megkonstruálni.

Legyen

φ(x) =

{
e

1
x2−1 −1 < x < 1

0 különben.

Ez C∞-osztályú, mert felbontható a

g1(x) =

{
e−

1
2(x+1) x > −1

0 x ≤ −1,

g2(x) =

{
e

1
2(x−1) x < 1

0 x ≥ 1

két C∞-osztályú függvény szorzataként.

Ha az U és V egymást metsző két intervallum, rajtuk egy-egy ilyen φ1, φ2 fel-

vehető, ahogy az 1.1. ábrán látható. Az U ∪ V -n pedig ha a kettőt összeadjuk, és

leosztjuk az összeggel, akkor azonosan 1-et kapunk. Rn-ben hasonlóan konstruálható

a távolság függvényeként. Ezekkel a fent említett U ∩V -n f függvényhez felvehetőek

az U -n f1, V -n f2 függvények:

f1(x) =

{
φ1f U ∩ V

0 U \ (U ∩ V ),

f2(x) =

{
−φ2f U ∩ V

0 V \ (U ∩ V ),

és így f1 − f2 = f az U ∩ V -n.
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1.1. ábra. Egységosztás

Legyen δ(f) az ω zárt 1-forma ekvivalenciaosztálya H1(U ∪ V )-ben, δ(f) = [ω].

Hogy ez jóldefiniált-e, ahhoz azt kell látnunk, hogyan függ ω az f függvény két

függvény különbségeként való előállításától. Az derül ki, hogy különböző választás

esetén az eredmény egy olyan zárt 1-forma lesz, mely az ω-tól egy egzakt 1-formában

különbözik. Legyen ugyanis f ∗
1 U -n, f ∗

2 V -n, és f = f ∗
1 − f ∗

2 U ∩V -n. Legyen ω∗ az

az 1-forma U ∩ V -n, mely df ∗
1 U -n, df ∗

2 V -n. Mivel f ∗
1 − f ∗

2 = f1 − f2 U ∩ V -n, van

olyan h sima függvény U ∪V -n, mely értéke f ∗
1 −f1 U -n, f ∗

2 −f2 V -n, és dh = ω∗−ω.

21. Lemma. δ egy lineáris leképezés, azaz

δ(f + g) = δ(f) + δ(g)

δ(c f) = c δ(f),

ahol f, g lokálisan konstans függvények, c konstans.

Az U ∪ V és U ∩ V vizsgálatához ismernünk kell a δ képét és magját.

9. Definíció. Leképezések egzakt sorozata.

Legyenek Vi vektorterek, és köztük fi lineáris leképezesék. A leképezések

V1
f1−→ V2

f2−→ V3
f3−→ V4

f4−→ . . .

sorozata egzakt, ha minden i-re

Im fi = Ker fi+1,

azaz a Vi+1 vektortérnél a bejövő leképezés képtere megegyezik a kimenő leképezés

magterével, ahogy azt az 1.2. ábra illusztrálja (csoportok között hasonlóan igaz).
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1.2. ábra. Leképezések egzakt sorozata [11]

22. Tétel (Mayer–Vietoris). A

H0(U∪V )
(|U ,|V )−→ H0(U)⊕H0(V )

f1−f2−→ H0(U∩V )
δ−→ H1(U∪V )

(|U ,|V )−→ H1(U)⊕H1(V )

sorozat egzakt.

A tétel lényege, hogy

1. Egy U ∩ V -n lokálisan konstans f függvény a δ magjában van ⇐⇒ van U -n

f1, V -n f2 lokálisan konstans függvények, hogy f = f1 − f2 U ∩ V -n.

A speciális esetben, ha U, V összefüggőek, akkor δ magja az U ∩V -n konstans

függvényekből áll.

2. U ∪ V -n az ω zárt 1-forma [ω] osztálya benne van a δ képében ⇐⇒ U -ra és

V -re ω megszorításai egzaktak.

A speciális esetben, ha H1(U) = 0 és H1(V ) = 0 =⇒ δ szürjektív.

Bizonyítás. (1): Ha f = f1−f2 az f1 U -n és f2 V -n lokálisan konstans függvényekkel,

akkor ezekkel megkonstruálhatjuk a δ(f)-et, és a hozzá tartozó ω 1-forma 0 lesz. És

fordítva, ha δ(f) = 0, akkor az f = f1 − f2-hez tartozó ω formának egzaktnak kell

lenni.

Legyen ω = dg. Ekkor U -n df1 = dg és V -n df2 = dg. Ez azt jelenti, hogy

U -n f1 − g, V -n pedig f2 − g lokálisan konstans, a különbségük f = f1 − f2 =

(f1 − g)− (f1 − g).

Ha U és V összefüggőek, akkor rajtuk a lokálisan konstans függvények konstan-

sok. Az f két ilyen különbsége, így az is konstans.
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(2): Ha úgy konstruáltuk δ-t, hogy ω a képében van, akkor vannak U -n f1 és

V -n f2 függvények, hogy U -n ω = df1 és V -n ω = df2. És fordítva, ha vannak ilyen

függvények, akkor az f = f1−f2 lokálisan konstans az U∩V -n, mert df = df1−df2 =

ω − ω = 0 az U ∩ V -n, és [ω] = δ(f) volt a konstrukció alapján.

1.2.4. A Jordan-féle görbe tétel

Ha K egy zárt részhalmaza az R2 síknak, akkor van összefüggés a K és az R2 \K

komplementerének topológiája között. Ezt fogjuk most megvizsgálni.

23. Tétel. Ha K homeomorf egy zárt intervallummal, akkor az R2\K komplementer

összefüggő.

Bizonyítás. Legyen a K görbe egy f : [0, 1] → K homeomorfizmus képe (injektív,

nem zárt, önmagát nem metsző görbe). Osszuk fel az intervallumot két részre, és

jelöljük a
[
0, 1

2

]
képét A-val, az

[
1
2
, 1
]

képét B-vel, és Q az 1
2
-hez tartozó közös pont.

Legyenek U = R2 \A, V = R2 \B, így U ∩ V = R2 \K, U ∪ V = R2 \ {Q}. Így

U, V, U ∩ V is egy intervallummal homeomorf görbe komplementerei.

Most tegyük fel, hogy R2 \K nem összefüggő (van legalább két komponense), és

legyenek P0, P1 egy-egy pont a két különböző komponensében. Azt akarjuk belátni,

hogy ekkor P0, P1 az R2 \ A két különböző komponensében van, vagy R2 \ B két

különböző komponensben van, vagy mindkettőében.

Az alábbi összekötő leképezésre van szükség a csoportok között:

δ : H0(U ∩ V ) → H1(U ∪ V ),

azaz
δ : H0(R2 \K) → H1(R2 \ {Q}).

A H1(R2 \{Q})-t az [ωQ] osztály generálja. A 22. tétel szerint a δ képe az a · [ωQ]

osztály, ahol a · ωQ egzakt U -n és V -n. Ha a · ωQ egzakt U -n, akkor a körmenti

integrálja 0, így a = 0, δ képe 0, így minden lokálisan konstans függvény az R2 \K-n

a δ magjában van.

A 22. tétel miatt, ha egy f függvény a δ magjában van, akkor f1 − f2 alakú,

ahol f1 U -n, f2 V -n lokálisan konstans függvény, azaz f1 ∈ H0(U) és f2 ∈ H0(V ).

Legyen f olyan lokálisan konstans az U ∩ V -n, ami különböző értéket vesz fel a
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P0 és P1 pontokban (ami lehetséges, ha ezek különböző komponensben vannak).

Például legyen az egyiken 0, a másikon 1 az érték. Ha P0 és P1 az U és V azonos

komponensében lennének, akkor f1 és f2 értéke azonos lenne P0 és P1-ben, azaz

U -ban f1(P0) = f1(P1), V -ben f2(P0) = f2(P1), és az f1 − f2 különbség értéke is az

lenne, azaz f(P0) = f1(P0) − f2(P0) = f1(P1) − f2(P1) = f(P1), ami ellentmondás,

mert úgy választottuk, hogy különböző legyen.

Legyen K1 a K görbe A,B felezésének valamelyike úgy, hogy P0, P1 az R2 \K1

két különböző komponensében vannak. Folytassuk az eljárást, K1-et felosztjuk két

részre (az intervallum felezésével), legyen az egyik K2.

Hasonlóan, a P0, P1 pontok az R2 \K2 két különböző komponensében vannak.

Folytatva kapjuk a görbe

K ⊃ K1 ⊃ K2 ⊃ · · · ⊃ Kn ⊃ . . .

egymásba ágyazott részhalmazait, ahol ezek metszete a K egy P pontja (az inter-

vallumfelezés egyetlen pontra zsugorodik), és ∀n-re a P0, P1 pontok az R2 \Kn két

különböző komponensében vannak. De mivel egy pont komplementere összefüggő,

ezért van olyan út az R2 \ {P}-ben, ami összeköti P0 és P1-et (és elkerüli P -t). A

P pontnak van az úttól diszjunkt környezete, és elég nagy n-re a Kn benne van e

környezetben. Emiatt ellentmondásra jutunk, a P0, P1-nek az R2 \Kn azonos kom-

ponensében kell lennie, tehát R2 \K összefüggő.

24. Tétel (Jordan-görbe tétel). Ha K homeomorf egy körrel, akkor R2 \K komple-

mentere két komponensből áll, az egyik korlátos, a másik nemkorlátos. A K-ról vett

bármely pont bármely környezetében mindkét komponensből vannak pontok.

Ha át akarunk menni az egyikből a másik komponensbe, akkor kereszteznünk

kell ezt a határ görbét.

Bizonyítás. Legyen P,Q a K két pontja, és bontsuk fel a K-t két A,B-vel jelölt

részre. Mindkét rész egy intervallummal homeomorf, és A ∩ B = {P,Q}. Legyen

U = R2 \ A, V = R2 \ B, ezáltal R2 \ {P,Q} = U ∪ V, R2 \ K = U ∩ V .

Ahhoz, hogy R2 \ K-nak két komponense van, azt kell belátni, hogy H0(R2 \ K)

azaz H0(U ∩ V ) dimenziója 2.
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Könnyen belátható, hogy H1(R2 \ {P,Q}) dimenziója 2, a bázisa az [ωP ] és [ωQ]

osztályok. Mivel U és V is egy zárt intervallummal homeomorf halmaz komplemen-

tere, a 23. tétel alapján összefüggőek.

Nézzük a δ : H0(U∩V ) → H1(U∪V ) összekötő leképezést. Azt kell belátni, hogy

ennek magja és képe 1-dimenziósak, és akkor a dimenziótétel alapján H0(R2 \ K)

2-dimenziós lesz. A 22. tétel alapján δ magja az R2 \ K konstans függvényei, ez

1-dimenziós. Most azt kell belátni, hogy δ képe a bázis olyan a[ωP ] + b[ωQ] lineáris

kombinációi, hogy a+b = 0. A δ képe olyan a[ωP ]+b[ωQ] lineáris kombinációk, hogy

aωP + bωQ U, V -ben egzakt. Mivel P,Q az R2 \U és R2 \ V azonos komponensében

vannak, így ωP − ωQ egzakt U és V -n.

Ha a+ b = 0, akkor a(ωP − ωQ) egzakt U és V -n, így a[ωP ] + b[ωQ] a δ képe. Ha

az a[ωP ] + b[ωQ] forma egzakt, akkor integrálja 0 egy olyan origó körüli kör mentén,

amely tartalmazza K-t. A P,Q pontok is a körön belül vannak, így ωP , ωQ integrálja

a kör mentén 1, így

0 =

∫
(aωP + bωQ) = a

∫
ωP + b

∫
ωQ = a+ b.

Ezzel beláttuk, hogy R2 \K-nak két összefüggő komponense van.

Vegyük a K tetszőleges pontjának egy környezetét. A K-t osszuk fel két részre

úgy, hogy az A rész a környezetben van. Vegyünk két P0, P1 pontot az R2 \K egy-

egy komponenséből. A 23. tétel miatt R2 \ B összefüggő, így van benne út a két

pont között. Ez az út átmegy A-n, különben R2 \K-ban is összekötné a két pontot.

Ha megnézzük, hol keresztezi az út A-t, akkor látható, hogy a környezet mindkét

komponensből tartalmaz pontokat.
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2. fejezet

Hurkolódási számok

Ebben a fejezetben megismerjük a nulladik és első homológiacsoportok fogalmát

és tulajdonságaikat. Bevezetjük a csomók fogalmát, és kimondjuk Gauss analitikus

formuláját azok hurkolódási számára, melyre a fizika területéről érkező megfontolá-

sok vezettek. Ezután áttekintjük a kapcsolatot a vektoranalízis és differenciálformák

fogalmai között, áttekintjük a felszínszámítást. Bevezetjük a leképezések fokát és

néhány tulajdonságát, majd ezekkel az eszközökkel belátjuk, hogy Gauss formulája

a hurkolódási számra egy egész szám.

2.1. Homológiai alapfogalmak

10. Definíció. • A γ = n1γ1 + · · · + nrγr formális véges lineáris kombinációt,

ahol ∀γi egy folytonos út U ⊂ Rn-en, ∀ni egész szám, 1-láncnak nevezzük.

• Az n1P1+ · · ·+nrPr formális véges lineáris kombinációt, ahol ∀Pi az U pontja,

∀ni egész szám, 0-láncnak nevezzük.

• Z0U az U -n 0-láncok csoportja.

• A γi : [0, 1] → U utakkal a γ = n1γ1 + · · · + nrγr 1-lánc határa a ∂γ =

n1(γ1(1)− γ1(0)) + · · ·+ nr(γr(1)− γr(0)) 0-lánc.

• Egy ζ 0-láncot 0-határnak hívunk, ha van olyan γ 1-lánc, hogy ζ = ∂γ.

• B0U a 0-határok csoportja. Ez a Z0U egy részcsoportja.
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• A H0U = Z0U/B0U hányadoscsoportot az U -n a nulladik homológiacsoportnak

hívjuk. Ez azt fejezi ki, hogy U -nak hány ívszerűen összefüggő komponense

van.

• C1U az U -n 1-láncok csoportja.

• Z1U az U -n zárt 1-láncok csoportja. Ez a C1U egy részcsoportja.

• Legyen Γ: [0, 1] × [0, 1] → U folytonos leképezés négyzetről U -ra. Legyenek

a γ1, γ2, γ3, γ4 utak a Γ-nak a négyzetre való megszorítása által. Így ∂Γ =

γ1 + γ2 − γ3 − γ4 egy 1-lánc. Egy γ 1-láncot 1-határnak hívunk, ha előáll ilyen

leképezések határának véges lineáris kombinációjaként.

• B1U az 1-határok csoportja. Ez a Z1U egy részcsoportja.

• A H1U = Z1U/B1U hányadoscsoportot az U -n az első homológiacsoportnak

hívjuk. Ez azt fejezi ki, hogy U -n hány lyuk van.

Megjegyzés. A definíciók U halmaz helyett topologikus terekre is érvényesek.

Az alábbi tulajdonságokat bizonyítások nélkül fogjuk felhasználni. [3, 4]

25. Állítás. Az X pontrahúzható térre H0X ∼= Z, és k > 0-ra HkX = 0.

26. Állítás. Az S1 körre H1(S
1) ∼= Z.

27. Állítás. Ha A,B útszerűen összefüggő halmazok, akkor

H1(A×B) ∼= H1(A)⊕H1(B).

28. Állítás. Ha X és Y homeomorfak, akkor H1X és H1Y izomorf Abel-csoportok.

29. Tétel (De Rham).
H1(X,R) ∼= H1(X,R)∗

A tétel jelentése: A ∗ a duális teret jelöli. Legyen egy γ 1-lánc, ω zárt differen-

ciálforma, és legyen az ω-hoz rendelt lineáris funkcionál fω : γ 7→
∫
γ

ω, ez γ-hoz egy

valós számot rendel. Tudjuk, hogy ha ω egzakt, akkor ez az integrál azonosan 0, sőt

akkor és csak akkor 0, ha ω egzakt. De Rham tételét bizonyítás nélkül elfogadjuk. [3]
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2.2. A hurkolódási szám

11. Definíció. Csomónak nevezzük az olyan K ⊂ R3 halmazt, mely homeomorf egy

körrel. Két csomó ekvivalens, ha van a térnek olyan R3 → R3 homeomorfizmusa,

mellyel az egyik csomó a másikba deformálható, megtartva az irányításukat.

Most a H1(X,Z)-t fogjuk vizsgálni (egész együtthatós láncokkal), abban az eset-

ben, ha az R3-ből kihagyunk egy K csomót.

30. Állítás. Legyen K ⊂ R3 egy csomó, és X = R3 \ K annak komplementere.

Ekkor
H1(X,Z) ∼= Z.

Ennek bizonyításához bontsuk fel az R3-öt egy X ∪ T unióra, ahol T egy úgy-

nevezett tubus, ami úgy jön létre, hogy az 1-dimenziós K csomót megvastagítjuk

3-dimenziós objektummá, ahogy a 2.1. ábrán látható.

2.1. ábra. Az (1) csomóhoz felvett (2) tubus [10]

31. Lemma. Egy 1-lánc homológ egy

a) szakaszonként lineáris 1-lánccal,

b) sima görbékből álló 1-lánccal.

Ezt nem bizonyítjuk, de az a) pontot felhasználva a tubus előállítható úgy, hogy a

szakaszokat hengerekre cseréljük.

Szükségünk van az alábbi Mayer–Vietoris-féle diagramra, ami a korábbi Mayer–

Vietoris-tétel homologikus változata:

H2(X ∪ T )−→H1(X ∩ T )−→H1(X)⊕H1(T )−→H1(X ∪ T )−→H0(X ∩ T )
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Mivel R3 pontra húzható, H2(R3) = 0 és H1(R3) = 0. Az X ∩ T nem más, mint

T \K, ami pedig izomorf egy S1 × (D \ P )-vel, ahol P a D körlap középpontja. Az

izomorfizmus akkor igaz, ha a tubus átmérője elég kicsi. [8]

A diagram bal oldala 0. Tudjuk, hogy H1(A×B) ∼= H1(A)⊕H1(B), és H1(S
1) ∼=

Z. [4] Mivel D pontra húzható, H1(D) = 0, és így H1(T ) = H1(S
1) ⊕ H1(D) is Z

lesz. Tehát H1(X ∩ T ) = Z⊕ Z, H1(X ∪ T ) pedig 0. Összefoglalva

0−→Z⊕ Z−→H1(X)⊕ Z−→0

A diagram leképezése nem csak injektív, hanem szürjektív, így izomorfizmus, ezáltal

H1(X) is Z.

12. Definíció. Legyen a K-n kívül egy másik L csomó is, mely egy zárt görbe, 1-

lánc. Képe H1(X,Z)-ben egész szám. Ezt a számot hívjuk a K,L csomók hurkolódási

számának, jele Lk(K,L).

2.2. ábra. Két hurkolódó csomó [12]

A Gauss-probléma, hogy találjunk olyan ω-t, melynek L-menti integrálja adja a

hurkolódási számot. Erre Gauss képlete:

LkGauss(K,L) =
1

4π

∫
L

∫
K

r1 − r2
|r1 − r2|3

· (dr1 × dr2), (2.1)

melyet két R3-ben levő csomóhoz rendelünk. Az első integrálásnál egy 2-formát in-

tegrálunk, melyből 1-forma lesz a másik integrálásban, ezt nevezhetjük ωK-nak.
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2.3. Fizikai motivációk

Legyen K1, K2 két irányított zárt görbe az euklideszi R3 térben, K1 = {x(s)},

K2 = {y(t)}. A két görbe hurkolódási számát definiálhatjuk úgy, mint az egyik görbe

által határolt irányított felület metszéseinek száma a másik görbe által. Ez a szám

független attól, hogy milyen felületet választottunk, és azt melyik görbe határolja.

Gauss erre 1833-ban a (2.1) formulát adta R3-ben.

M. Epple történész szerint Gauss a Föld pályájának és aszteroidák pályájának

hurkolódási számát akarta meghatározni. [2] Ezen kívül Gauss egy másik leveze-

tési módszert is ismert az elektrodinamika felhasználásával. Legyen áram az egyik

görbe mentén, és számoljuk ki a keletkező mágneses teret a másik görbe körül. Az

Ampere-törvény alapján ez egyenlő a második görbe által határolt felületen átfolyó

összes árammal, ami az első görbén folyó áram, szorozva a két görbe hurkolódási

számával. A mágneses terekre ismert Biot–Savart-formula segítségével levezethető

Gauss integrálformulája a hurkolódási számokra.

A klasszikus elektrodinamika állandósult állapota, vektorértékű Green-operátor,

Biot–Savart-formula a mágneses térre, Ampere-törvény és a Maxwell-egyenletek be-

vezethetőek az R3-höz hasonlóan S3 gömbre és H3 hiperbolikus térre is. [2]

A 2.3. ábrán látható módon R3-ben legyen V(x) áram az x helyen. Ekkor a

klasszikus Biot–Savart-formula alapján a teljes V áram által generált BS(V) mág-

neses tér az y helyen:

BS(V)(y) =
1

4π

∫
R3

V(x)× y − x

|y − x|3
d(volx).

2.3. ábra. Mágneses tér [2]

Ha egy sima, kompakt tartójú V árammal számolunk, akkor a BS(V) mágneses
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tér egy sima vektormező, mely az alábbi tulajdonságokkal rendelkezik:

• divergenciamentes

• kielégíti a (2.2)-ben látható 4. Maxwell-egyenletet

• BS(V)(y) → 0, ha y → ∞.

Az olyan lineáris operátort, mely ezeket kielégíti, Biot–Savart-operátornak is

hívhatjuk. Az Ampere-törvény azt mondja ki, hogy egy divergenciamentes áram által

generált mágneses tér egy hurok körül nem más, mint a hurok által határolt bármely

felületen átmenő fluxus. Speciálisan, ha az áram egy vezető hurok mentén folyik,

akkor a generált mágneses tér a másik hurok körül nem más, mint az áram fluxus

az első hurok által határolt felületen, szorozva a két hurok hurkolódási számával.

Tehát a hurkolódási szám kapcsolatban áll az Ampere-törvénnyel, és ha megvan a

formulánk az áram által generált mágneses térre, abból meghatározható a formula

a hurkolódási számra.

A skalár Laplace-operátor R3-ben:

∆f = ∇ · ∇f.

Legyen f egy sima valós függvény, mely csak egy rögzített ponttól való r távolságtól

függ. Ekkor

∆f =
1

r2
d

dr

(
r2
df

dr

)
.

Legyen f egy kompakt tartójú sima valós függvény R3-ön. Ekkor a skalár értékű

Green-operátor:

Gr(f)(y) =

∫
R3

f(x) φ0(x,y) d(volx),

ahol φ0(r) = − 1
4πr

a Laplace-egyenlet fundamentális megoldása.

R3-ben erre az alábbi tulajdonságok igazak:

• ∆Gr(f) = f

• Gr(f)(y) → 0, ha y → ∞.

Ezek a feltételek meghatározzák a Green-operátort, mert két különböző ilyen ope-

rátor különbsége egy harmonikus függvény, mely a végtelenben 0-ba megy.
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A Laplace-operátor vektorokra:

∆V = −∇×∇×V +∇(∇ ·V),

mely R3-ben komponensenként számolható derékszögű koordinátákkal.

Legyen V egy kompakt tartójú sima vektormező R3-ön. Ekkor a V-re ható vek-

torértékű Green-operátor:

Gr(V)(y) =

∫
R3

V(x) φ0(x,y) d(volx).

Erre R3-ben az alábbi tulajdonságok igazak:

• ∆Gr(V) = V

• Gr(V)(y) → 0, ha y → ∞.

Ezek a feltételek meghatározzák a vektorértékű Green-operátort, mert két különböző

ilyen operátor különbsége egy harmonikus vektormező, derékszögű koordinátákban

a három komponense harmonikus függvények, melyek a végtelenben 0-ba mennek,

így a két operátor azonos.

Legyen ρ egy sima valós függvény, fizikailag mint töltéssűrűség. Az R3-ben és

H3-ban azt követeljük meg, hogy kompakt tartójű legyen, míg S3-ban azt, hogy az

átlaga 0 legyen. A ρ töltés által keltett E elektromos teret az y helyen az

E(y) = ∇y

∫
ρ(x) φ0(x,y) d(volx)

formula adja, ahol a ∇y az y változó szerinti gradiens.

Legyen V egy sima vektormező, fizikailag mint egy állandósult állapotbeli, idő-

független árameloszlás. Az R3-ben és H3-ban azt követeljük meg, hogy kompakt

tartójű legyen, míg S3-ban nincs megkötés.

Jelölje B = BS(V) a generált mágneses teret. Ha V időfüggetlen, akkor B is,

tehát ∂B
∂t

= 0. Ezekkel belátható [2], hogy a Maxwell-egyenletek alakja az R3-ben

ismert alakjában áll fenn S3-ban és H3-ban is:
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∇ · E = ρ/ε0

∇ ·B = 0

∇× E = 0

∇×B = µ0V + µ0ε0
∂E

∂t
.

(2.2)

2.4. Vektoranalízis és differenciálformák kapcsolata

Legyen U egy nyílt halmaz R3-ben, és legyen F : U → R3, F = F1e1+F2e2+F3e3

folytonos leképezés, vektormező (az U minden pontjához egy vektort rendel). Minden

ilyen F-hez hozzárendelhetünk egy

λF = F1 dx1 + F2 dx2 + F3 dx3

1-formát, és egy

ωF = F1 dx2 ∧ dx3 + F2 dx3 ∧ dx1 + F3 dx1 ∧ dx2

2-formát. Mivel minden U -beli λ egy λF alakú 1-forma, és minden ω egy ωF alakú 2-

forma valamilyen F vektormezővel U -n, így az 1-formák és 2-formák elmélete R3-ben

a vektormezők vizsgálatával is leírható.

13. Definíció. Egy U -n értelmezett f C1-osztályú valós függvény gradiense a

∇f =
∂f

∂x1

e1 +
∂f

∂x2

e2 +
∂f

∂x3

e3

vektormező.

14. Definíció. Egy U -n értelmezett F C1-osztályú vektormező rotációja a

∇× F =

(
∂F3

∂x2

− ∂F2

∂x3

)
e1 +

(
∂F1

∂x3

− ∂F3

∂x1

)
e2 +

(
∂F2

∂x1

− ∂F1

∂x2

)
e3

vektormező; az F divergenciája pedig a

∇ · F =
∂F1

∂x1

+
∂F2

∂x2

+
∂F3

∂x3

valós függvény.
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A következő tételekkel a gradiens, divergencia és rotáció közötti összefüggéseket

nézzük meg.

32. Tétel. Legyen U ∈ Rn nyílt konvex halmaz. Ha ω egy C1-osztályú k-forma

(k ≥ 1) U-n, és ha dω = 0, akkor létezik olyan λ (k − 1)-forma U-n, hogy ω = dλ.

Más szóval a konvex halmazokon zárt formák egzaktak.

33. Tétel. Legyen U ∈ R3 nyílt halmaz, f ∈ C2(U) valós függvény, és G C2-osztályú

vektormező. Ekkor

• F = ∇f =⇒ ∇× F = 0

• F = ∇×G =⇒ ∇ · F = 0.

Ha U diffeomorf egy konvex halmazzal, és F egy C1-osztályú vektormező, akkor az

implikációk a két állításban megfordíthatóak.

Bizonyítás. Ha λF -et és ωF -et összevetjük a gradiens, rotáció és divergencia definí-

ciójával, akkor az alábbiakat láthatjuk:

• F = ∇f ⇐⇒ λF = df

• ∇× F = 0 ⇐⇒ dλF = 0

• F = ∇×G ⇐⇒ ωF = dλG

• ∇ · F = 0 ⇐⇒ dωF = 0.

Ha F = ∇f , akkor λF = df , és így dλF = d2f = 0 (mely következik a Young-

tételből), ami azt jelenti, hogy ∇× F = 0. [6]

A fordított irányhoz a feltevés miatt dλF = 0 U -n, és belátható, hogy dλF = df

valamilyen f 0-formára (függvény), így F = ∇f .

A többi állítás és fordítottja hasonlóan látható be.

15. Definíció. A dx1 ∧ · · · ∧ dxk k-formát Rk-beli térfogatelemnek hívjuk.

Használható az ∫
Γ

f(x) dx1 ∧ · · · ∧ dxk =

∫
Γ

f dV

jelölés, ahol Γ pozitívan irányított felület Rk-ban, és f egy folytonos függvény Γ-n.

A k = 2 esetben dA jelölés használható.
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34. Tétel (Green-tétel). Legyen U nyílt halmaz R2-ben, Ω az U zárt részhalmaza,

pozitívan irányított ∂Ω határral, P,Q ∈ C1(U) függvények. Ekkor∫
∂Ω

(Pdx+Qdy) =

∫
Ω

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dA.

Bizonyítás. Legyen λ = Pdx+Qdy, így

dλ =
∂P

∂y
dy ∧ dx+

∂Q

∂x
dx ∧ dy =

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dA.

A tétel formulája így
∫
∂Ω

λ =
∫
Ω

dλ, amely igaz. [6]

2.5. Leképezések foka

16. Definíció. Egy Mn n-dimenziós differenciálható sokaság irányítható, ha létezik

olyan atlasza, amelyben az átmenő függvények mind irányítástartóak, vagyis minden

pontban a Jacobi-mátrix determinánsa pozitív. Az ilyen atlaszt irányított atlasznak

hívjuk. Két irányított atlasz ekvivalens, ha egyesítésük is irányított atlasz. Ezek egy

ekvivalenciaosztálya a sokaság egy irányítása. A sokaság irányított, ha adott egy

irányítása.

17. Definíció. Legyen F : Mn → Nn sima leképezés az Mn és Nn n-dimenziós

irányított sima zárt sokaságok között. Legyen p ∈ Nn az F egy reguláris értéke (nem

olyan x ∈ Mn pont képe, ahol dF nem szürjektív). A p minden F−1(p) őspontjában

definiálható egy ±1 szám aszerint, hogy F az adott pont körül irányítástartó vagy

irányításváltó (a Jacobi-mátrix determinánsa pozitív vagy negatív).

Ezek összege a leképezés foka a p pontban, jele deg Fp.

35. Tétel. Ha Nn összefüggő, akkor a deg Fp fokszám csak az F leképezéstől függ,

a választott p ponttól nem.

A tétel bizonyítása a [8] jegyzetben megtalálható.

18. Definíció. A 35. tétel alapján bevezethetjük az F leképezés fokát, deg F =

deg Fp.

Belátható, hogy ha Mn egy zárt, összefüggő, irányítható sokaság, akkor

Hn(M
n) ∼= Z, továbbá Hn(S

n) ∼= Z. Így egy F : Mn → Sn leképezés által in-

dukált F∗ : Hn(M
n) → Hn(S

n), Z → Z leképezés egy homomorfizmus, melyet az
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F∗(1) ∈ Z értéke egyértelműen meghatároz, és ez nem más, mint a fokszám. Ehhez

az alábbiakat kell látnunk.

36. Állítás. Ha F,G két k ∈ Z fokú Mn → Sn leképezés, akkor F és G homotópok

(azaz létezik köztük homotópia, folyonos deformáció).

37. Tétel (Hopf). Jelölje [Mn, Sn] az Mn → Sn folytonos leképezések homotópiaosz-

tályainak halmazát. A deg : [Mn, Sn] → Z leképezés (fokszámleképezés) kölcsönösen

egyértelmű megfeleltetés a Z-vel.

Annak bizonyítása, hogy ez a deg leképezés szürjektív, és a 36. állítás miatt

injektív, a [8] jegyzetben látható.

2.5.1. Felszínszámítás

Legyen D ⊂ R2 paramétertartomány, és legyen Φ: D → R3, Φ: (u, v) 7→

(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) egy C1-osztályú felület R3-ben. Rendeljük hozzá minden

(u, v) ∈ D ponthoz az

N(u, v) =
∂(y, z)

∂(u, v)
e1+

∂(z, x)

∂(u, v)
e2+

∂(x, y)

∂(u, v)
e3 =

∣∣∣∣∣∣
∂y
∂u

∂z
∂v

∂z
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣∣ e1+
∣∣∣∣∣∣
∂z
∂u

∂z
∂v

∂x
∂u

∂x
∂v

∣∣∣∣∣∣ e2+
∣∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣∣ e3
normálvektort.

19. Definíció. Egy Φ(D)-n folytonos F függvény felszíni integrálja Φ-n:∫
Φ

F dA =

∫
D

F (Φ(u, v)) |N(u, v)| du dv.

Speciálisan F = 1 esetén ezzel a Φ felszínét kapjuk.

Belátható, hogy ez a definíció értelmes. [6]

20. Definíció. Ha Φ(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) ⊂ R3, akkor a Φ∗-ot vissza-

húzásnak nevezzük a differenciálformák között, ha:

Φ∗(dx) =
∂x

∂u
du+

∂x

∂v
dv

Φ∗(dy) =
∂y

∂u
du+

∂y

∂v
dv
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Φ∗(dz) =
∂z

∂u
du+

∂z

∂v
dv.

Megjegyzés. Ezt a visszahúzást kiterjeszthetjük 2-formákra is az algebrai szabályok

szerint.

38. Lemma. A Φ paraméterezéssel a felszín:

Felszin(Φ(D)) =

∫
D

Φ∗(dA).

Bizonyítás. Az alábbi differenciál 2-formát akarjuk visszahúzni:

dA = dx ∧ dy + dy ∧ dz + dz ∧ dx.

Felhasználva az ékszorzatra vonatkozó szabályokat a tagok kifejtése:

dx ∧ dy = d(x1(s)− x2(t)) ∧ d(y1(s)− y2(t)) =

= (x′
1(s) ds− x′

2(t) dt) ∧ (y′1(s) ds− y′2(t) dt) =

= (y′1(s)x
′
2(t)− x′

1(s)y
′
2(t)) ds ∧ dt

dy ∧ dz = d(y1(s)− y2(t)) ∧ d(z1(s)− z2(t)) =

= (z′1(s)y
′
2(t)− y′1(s)z

′
2(t)) ds ∧ dt

dz ∧ dx = d(z1(s)− z2(t)) ∧ d(x1(s)− x2(t)) =

= (x′
1(s)z

′
2(t)− z′1(s)x

′
2(t)) ds ∧ dt.

2.5.2. A Gauss-leképezés foka

Legyen a K1, K2 csomók paraméterezése γ1(s), γ2(t), s ∈ [0, 1], t ∈ [0, 1]. A

[0, 1] × [0, 1]-et azonosítsuk egy T tórusszal, mivel γ1(1) = γ1(0) és γ2(1) = γ2(0),

így kapunk egy F : T → S2 leképezést a tóruszról az egységgömbre:

F : (s, t) 7→ γ1(s)− γ2(t)

|γ1(s)− γ2(t)|
.
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Mivel a csomók nem metszik egymást, a γ1, γ2 minden (s, t) párra különböző pontok.

39. Tétel. Az F : T → S2 leképezéshez létezik egy olyan n > 0 pozitív egész szám,

hogy majdnem minden S2-beli p pontra az {F−1(p)} halmaz elemszáma n. Tehát

majdnem minden pontra ugyanannyi az elemszám.

Megjegyzés. A majdnem minden Lebesgue-értelemben azt jelenti, hogy amire nem

igaz, azokat le lehet fedni megszámlálhatóan sok körlappal a gömbön, melyek össz-

területe tetszőlegesen kicsivé tehető. [8]

40. Következmény. Az F (T ) n-szer fedi le a gömböt.

Bizonyítás. Legyen egy F : T → S2 leképezés a T tóruszról az S2 gömbre úgy, hogy

a gömb majdnem minden pontja esetén annak n darab ősképe van a tóruszon, ahogy

a 2.4. ábra illusztrálja. A tóruszon nem csak az n darab pont, hanem a környezetük

is ugyanoda képződik a gömbön.

2.4. ábra. A gömb pontjának n darab ősképe a tóruszon

Az F leképezés indukál egy F∗-gal jelölt leképezést, amire:

F∗ : H2(T,Z) → H2(S
2,Z)

1 7→ m ∈ Z.

Az itt szereplő H2(T,Z) és H2(S
2,Z) is Z-vel izomorfak. [3] A leképezés az 1-et

viszi valamilyen m egész számba, mert az 1 a Z mint additív csoport generátora,

ezért elég azt megnéznünk, hogy az 1 hová megy. Az F∗ egy homomorfizmus [3],

megtartja az összeadást, azaz F∗(a + b) = F∗(a) + F∗(b), és így az egész leképezést

meghatározza a generátor képe.

Ez az m egész szám pontosan az n fokszám lesz (abszolút értékben, az előjel

pedig azt mondja meg, hogy a leképezés irányítástartó vagy irányításváltó.) [3]
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2. Hurkolódási számok

Megjegyzés. Mayer–Vietoris-módszerrel az is belátható, hogy az így kapott m egész

szám éppen a hurkolódási szám lesz.

41. Tétel. A K1, K2 csomók Gauss-féle hurkolódási számára fennáll:

LkGauss(K1, K2) = deg F = n.

Ez bizonyítja, hogy a Gauss-féle hurkolódási szám egy egész szám – amit eddig

csak sejtettünk a fizikai motivációkból.

Bizonyítás. Vegyünk az S2 gömbön egy pontot és egy kis környezetét, és vegyük

ennek az ősképeit a T tóruszon. A gömbön választunk egy felszínelemet. Egy pont

gömbi koordinátáit a 2.5. ábra szemlélteti. Egységgömbön az origótól vett távolság

mindig 1, az xy-síkra való levetítésekor jelölje a sugarat r. Látható, hogy r = sin θ.

Ebben a koordinátarendszerben egy felületelem: dA = sin θ dθ dφ.

2.5. ábra. Gömbi koordináták [13]

Ha van egy olyan G : U → V leképezés, hogy G(U) = V , akkor∫
V

f(G(U)) dA =

∫
U

f(G(U))J∗ dA,

ahol J∗ a Jacobi-mátrix, és f egy tetszőleges függvény a helyettesítéses formulában.
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2. Hurkolódási számok

A tóruszon (s, t) ∈ S1 × S1 paraméterezést használunk, melyhez a következő

renelődött hozzá:
(s, t) 7→ γ1(s)− γ2(t)

∥γ1(s)− γ2(t)∥
, (2.3)

ami (x(s, t), y(s, t), z(s, t)) ∈ R3 alakú, míg

γ1(s) = (x1(s), y1(s), z1(s)) ∈ R3

γ2(t) = (x2(t), y2(t), z2(t)) ∈ R3.

Meg kell néznünk, hogy gömbi koordinátákkal mi ennek az (x, y, z) pontnak az

alakja. Látható, hogy θ = arccos z, φ = arctan y
x
.

Rögzítsünk egy felszíndarabot a gömbön. Ennek felszínét ki lehet számolni úgy,

ha a tóruszon levő ősképénél integrálunk. Az egyik ősképpel megkapjuk a gömbön

a felszínt, n darab ősképpel pedig ugyanezt n-szer.

Ezzel azt láttuk be a Gauss-formuláról, hogy az egy egész szám, és egyenlő a

fokszámmal, de azt még nem tudjuk, hogy ez a hurkolódási szám – de ez is fennáll.

42. Tétel. A 12. definícióban bevezetett hurkolódási szám és a Gauss-féle (2.1) szám

között fennáll:
LkGauss(K1, K2) = Lk(K1, K2).

Bizonyítás. A LkGauss(K1, K2) egy leképezés a H1(R3 \ K1)-ben levő csomókról az

R-be, egy számot rendel a tetszőleges K1-en kívüli térből vett K2 csomóhoz, mely

egy egész szám. (Emlékezzünk, hogy H1-ben a zárt 1-láncok vannak, határuk 0,

és minden csomó egy ilyen 1-lánc.) A Gauss-formula integrálása után egy 1-formát

kapunk az R3 \K1-en, és minden ilyen 1-forma eleme a H1(R3 \K1,R)∗ duálisnak,

amely pedig izomorf R-rel. Ez egy olyan 1-forma, mely mindig egész számot ad.

Vegyünk egy K1 csomó körül egy kis tubuson keresztbe futó kört mint egy K0

csomót, ami generálja a H1(R3\K1,Z)-t. Most azt kell belátni, hogy erre 1-et ad ered-

ményül az LkGauss, mert ha K0-ra 1-et ad, akkor ez a leképezés, ami H1(R3 \K1,Z)-

ből a Z-be megy, megegyezik a hurkolódási számmal (mert mindkét homomorfizmus

ugyanazt veszi fel a generátoron).

Bármilyen csomót választhatnánk, de az a fontos, hogy egy differenciálformát

integrálunk, mely valamilyen számmal való szorzással azonosítható, mert egy R → R

lineáris leképezés mindig valamilyen valós számmal azonosítható, hogy egy szám a

hányszorosába megy – nincs más lineáris leképezés. Egy Z → Z leképezésnél pedig
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2. Hurkolódási számok

ez a szám egy egész szám. Ha egy rögzített K1 csomóra van két K2, K ′
2 csomó,

hogy az egyikre megegyezik a hurkolódási számmal, akkor a másikra is meg kell vele

egyeznie, mert ugyanazzal a számmal való szorzásról lenne szó. Emiatt elég egy S1

körre mint csomóra ellenőriznünk.

Megfordítva, megtehetjük, hogy a K0 kört rögzítjük, és a másik csomót változ-

tatjuk meg. Tudjuk, hogy LkGauss(K1, S
1) = −LkGauss(S

1, K1), ugyanis az integrál-

formulában látható, hogy a szerepek felcserélésével háromszor váltunk előjelet. A

fordított esetben ugyanígy igaz lesz, hogy ha van olyan K az R3 \ S1-ben, ami-

re LkGauss a hurkolódási számot adja, akkor minden csomóra a hurkolódási szám

kell, hogy legyen, mert ez egy homomorfizmus, egyetlen elemmel meg van határozva

1-dimenziós tér esetén.

Szintén választhatunk egy olyan egyszerűen számolható esetet, hogy két kör van

(Hopf-elrendezés), és elég erre belátni, hogy ±1-et ad eredményül. Legyen a két kör

paraméterezése: (cos s, sin s, 0), (0, 1 + cos t, sin t), és azt kell megnézni, hogy hány

olyan (s, t) pár van, amire a Gauss-leképezésnél ugyanazt az irányt kapjuk.

A számolás szempontjából ennél is egyszerűbb az az eset, ha két kör helyett két

négyzetet veszünk fel csomókként. Legyen az egyik négyzet az xy-síkban, a másik

az xz-síkban, ahogy a 2.6. ábrán látható, a koordinátáik az A. függelékben szereplő

Matlab kódban láthatóak.

2.6. ábra. Két négyzet csomó

Legyen |AB| és |CD| két térbeli szakasz. Ekkor a két szakaszt az s, t ∈ [0, 1]
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2. Hurkolódási számok

paraméterekkel bejárva a lehetséges pontjaik:

P = A+ s(B−A)

Q = C+ t(D−C),

a különbségeik pedig

P−Q = (A−C) + s(B−A)− t(D−C) = (A−C) + s(B−A) + t(C−D),

ami nem más, mint a két szakasz által meghatározott két vektor által kifeszített

paralelogramma, eltolva az A−C pontba, ami egy síkbeli alakzat. Ha a két szakasz,

illetve a két irányvektor párhuzamos, akkor a paralelogramma egy szakasszá fajul.

Matlabbal a két négyzet minden szakaszpárjára ábrázolva, a nem szakasszá fajuló

esetek két kockát rajzolnak ki, azaz lapjaik négyzetek, ahogy a 2.7. ábrán látható.

Az origó az ábra jobb oldali kockájának közepén helyezkedik el. A jobb oldali kocka

lapjainak irányítása kifelé mutat, a bal oldali kocka lapjaié pedig befelé, ezáltal

a középső elválasztó lap két esetben is megjelenik, ugyanabba az irányba mutató

normálvektorral.

2.7. ábra. Szakaszpárok különbségvektorai által rajzolt lapok

Amikor ezeket a lapokat levetítjük az egységgömbre, akkor először a bal oldali

kocka öt lapját vetítjük le a középső elválasztó lapra, ahogy a 2.8. ábrán látható.
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2. Hurkolódási számok

2.8. ábra. Kocka öt lapjának levetítése

2.9. ábra. Egységgömb egyszeres lefedése

Ez a lefedés ellentétes irányítású, mint a középső elválasztó lap irányítása, így a

középső lap két előfordulásából egy marad, és a teljes gömbfelület egyszeresen került

lefedésre, ahogy a 2.9. ábrán látható. Ezzel beláttuk, hogy a 2.3 Gauss-leképezés

foka 1, és így igazoltuk a tételt.
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A. függelék

Matlab kód

A 2.5.2. szakaszban szereplő két négyzet csomó különbségvektorainak számolása és

ábrázolása

1 %% Ket negyzet csomo megadasa

2 % A pontokat x,y,z bemenetkent kell felvenni az abrazolo plot3 fuggvenyhez.

3 % Az elso pontot ujra fel kell sorolni a zaro szakaszhoz.

4

5 K1x = [-1 1 1 -1 -1];

6 K1y = [-1 -1 1 1 -1];

7 K1z = [ 0 0 0 0 0];

8

9 K2x = [ 0 2 2 0 0];

10 K2y = [ 0 0 0 0 0];

11 K2z = [-1 -1 1 1 -1];

12

13 %% Abrazolas

14

15 fig1 = figure;

16 plot3(K1x , K1y , K1z , 'b', ...

17 K2x , K2y , K2z , 'r');

18

19 xlabel('x');

20 ylabel('y');

21 zlabel('z');

22 legend('K_1', 'K_2');

23 daspect ([1 1 1]);

24

25 fig2 = figure;

26 ax = axes;

27 xlabel('x');

28 ylabel('y');

29 zlabel('z');

30 daspect ([1 1 1]);

31 hold on;
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A. Matlab kód

33 % Bejarjuk a ket csomo 4-4 szakaszat , osszesen 16 par

34 for i = 1:4

35 for j = 1:4

36 A = [K1x(i) K1y(i) K1z(i) ];

37 B = [K1x(i+1) K1y(i+1) K1z(i+1)];

38

39 C = [K2x(j) K2y(j) K2z(j) ];

40 D = [K2x(j+1) K2y(j+1) K2z(j+1)];

41

42 % Rajzolas az alabb kifejtett fuggvennyel

43 drawParallelogram(ax , A,B, C,D);

44 end

45 end

46

47 function drawParallelogram(ax, A,B, C,D)

48 % Kirajzolja az aktualis szakaszpar altal meghatarozott kulonbseg paralelogrammat.

49 %

50 % Bemenetek:

51 % ax - az axes objektum , amibe rajzolunk

52 % A,B - a K1-en levo szakasz ket vegpontja [x y z] alakban

53 % C,D - a K2-n levo szakasz ket vegpontja [x y z] alakban

54

55 % A ket szakasz pontjai kulonbsegenek kifejezeseben szereplo

56 % ket iranyvektora es eltolasa:

57 u = A - C;

58 v = B - A;

59 w = C - D;

60

61 % A paralelogramma negy pontja:

62 P1 = u;

63 P2 = u + v;

64 P3 = u + v + w;

65 P4 = u + w;

66

67 % Ezek x,y,z koordinatai az abrazolo patch fuggvenyhez:

68 x = [P1(1) P2(1) P3(1) P4(1)];

69 y = [P1(2) P2(2) P3(2) P4(2)];

70 z = [P1(3) P2(3) P3(3) P4(3)];

71

72 patch(ax , ...

73 'XData ',x, 'YData ',y, 'ZData ',z, ...

74 'FaceColor ','b', 'FaceAlpha ' ,0.2);

75

76 % Normalvektor berajzolasa:

77 Pv = u + 0.5*v + 0.5*w;

78 n = cross(v,w);

79

80 quiver3(Pv(1),Pv(2),Pv(3), ...

81 n(1),n(2),n(3), 0.1, 'Color ','b');

82

83 end
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