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Bevezetés

A dolgozat két térbeli csomo6 egymas koriili hurkolodasi szamaval foglalkozik,
amely téma Osszekapcsolja a matematika tobb teriiletét, analizist, differencialgeo-
metriat, algebrai topologiat. Gauss 1833-ban a kiszamolasara egy analitikus formulat
adott, melyre a fizika teriiletein, csillagaszatban, elektromagnesességben felmeriils
motivaciol vezették. Errdl a formularol matematikai oldalrol 1atjuk be, hogy valoban
minden esetben egész szamot, méghozza a csomok hurkolddasi szamat adja.

Az 1. fejezetben attekintiink egy hatteret az analizis és differenciélformak teriile-
térsl. Megismerkediink a De Rham-kohomolégia témakorével, és a Mayer—Vietoris-
sorozat modszerével megvizsgaljuk a csoportok Osszefiiggéseit kiilonb6z6 halmazo-
kon. Ezekkel az eszkozokkel olyan eredményeket latunk be, mint a sikbeli Jordan-
gorbe tétel.

A 2. fejezetben bevezetjiik a csomok fogalmat. Megismerjiik a homologiacsopor-
tokat, és ezek tulajdonsagait. Gauss integralformuldja a gérbék paraméterezése altal
szamolja ki a hurkolédasi szamot. Bemutatjuk a fizikai motivaciokat a klasszikus
elektrodinamika torvényei mentén.

A hurkolodési szamot egy masik iranybdl is megkozelitjiik, mint egy homoldgia-
csoporton értelmezett invarians, amely altal a szam nem egy integralasbol szarma-
vektoranalizis és differencialformak kapcsolatat, és a leképezések fokdnak elméletét.
Végiil ezek segitségével bizonyitjuk, hogy Gauss képletében egy toruszrol gombre ve-

zetd leképezés fokszama altal miképpen lesz az eredménye sziikségképp egész szam.



1. fejezet

Matematikal hattér

Ebben a fejezetben attekintiink egy rovid hatteret az analizisbdl, eszkozoket
vezetlink be, melyek a hurkol6dési szamok targyalasahoz lesznek sziikségesek. Ehhez
az 5], [3] konyvek voltak felhasznalva, melyekben az itt bizonyitas nélkiil kimondott

allitasokra is talalhat6 bizonyités.

1.1. Newton—Leibniz-formula, primitiv fiiggvény

Ebben a szakaszban kimondjuk a Newton—Leibniz-formulat vonalintegrélokra,
és megvizsgaljuk, hogy milyen feltételek kellenek a primitiv fiiggvény létezéséhez,
illetve hogy miképpen szamit a tartomany alakja (konvex, csillagszerti). Bevezetjiik

a differencialformakat, mely targyalasi mod egy mésik eszkoztarat ad szamunkra.

1. Tétel. Legyen v : [a,b] — R™, y(t) = (11(f),...,m(t)) C R" differencidlhato
gorbe, és legyen . integrdlhato az [a,b] intervallumon minden i = 1,... ,n-re. Ha
egqy F : v — R" fiigguény folytonos a ~ gorbén, akkor az fA/F - dx wvonalintegrdl

létezik, és az értéke
b

/F Cdx = /F(v(t)) () dt.

0 a
A célunk a Newton—Leibniz-formula bevezetése vonalintegralokra. Ehhez a pri-

mitiv fliggvény fogalmat altalanositjuk.

1. Definicié. Legyen U C R" nyilt halmaz, és ¥ : U — R" F = (F},..., F},) fige-
vény. A ¢ : U — R fiiggvény az F fiiggvény primitiv fiigguénye, ha ¢ differencidlhato
U-ban, ¢s ¢’ =F, azaz 0,0 = F; (i =1,...,n) az U halmazon.



1. Matematikai hattér

2. Tétel. Newton—Leibniz-formula vonalintegrdlokra

Legyen U C R™ nyilt halmaz, és ¢ : U — R figgvény az F : U — R"™ folytonos
figgvény primitiv figguénye. Ekkor minden ~y : [a,b] — U folytonos és rektifikdlhato
gorbére

/ F - dx = p(1(b)) — o(y(a)).

Y
3. Kovetkezmény. Ha az F folytonos fiigguénynek van primitiv figguénye az U

nyilt halmazon, akkor ¥ vonalintegralja az U-ban minden zdrt gorbe mentén 0.

Ha egy 7, gorbe az x; pontbdl az x5 pontba, egy v, gorbe az x; pontbdl az x3
pontba megy, a 3 gorbe pedig az x; és x3 pontok kozott, akkor a v, és v, gérbéken
vett integralok Osszege egyenlé a két gorbe csatlakozasan vett integrallal, de nem

feltétleniil egyenls a 3 gorbén vettel.

1.1.1. Sziikséges és elégséges feltételek a primitiv fiiggvény 1é-

tezésére

4. Tétel. Legyen U C R™ nyilt halmaz, és F : U — R"™ folytonos fligguény. F-nek
van primitiv figguénye U-ban <= minden U-beli folytonos rektifikdlhato zdrt ~
gorbére fﬁ{ F.-dx=0.

Egy tovabbi sziikséges (de altalaban nem elégséges) feltétel a primitiv fliggvény

létezésére:

5. Tétel. Legyen F : U — R" differencidlhato fiiggvény az U C R™ nyilt halmazon.
F-nek létezik primitiv figguénye U-n = 0,;F;(x) = 0,F;(x) Vx € U-ra, i,j =

1,...,n, azaz ekkor ¥ Jacobi-mdtriza szimmetrikus.

Belatjuk, hogy egyszeresen Osszefiiggs nyilt halmazokra ez elégséges feltétel is.
Speciélis eset: Egy A : R™ — R" linearis transzforméacionak van primitiv fiiggvé-

nye <= az A matrixa szimmetrikus.

6. Tétel. Legyen U C R™ nyilt halmaz, ¥ : U — R" folytonos fiigguény, és Vx € U-
nak legyen olyan kérnyezete, amelyben ¥ -nek van primitiv fiigguénye. Ekkor, ha v1, o

folytonos rektifikdalhato homotdp zdrt gorbék U-ban —>

/F-dx—/F-dx.

7 V2



1. Matematikai hattér

2. Definicid. Legyen U nyilt halmaz, benne v folytonos zart gorbe.

A ~ gorbe folytonos deformdcicval egqy pontra dsszehizhato, ill. nullhomotop, ha
Jc € U pont, hogy v és a ¢ pontbdl allé6 konstans gérbe homotop gorbék.

Az U nyilt halmaz egyszeresen dsszefiiggd, ha Osszefiiggs és VYU-beli folytonos

zart gorbe nullhomotép U-ban.
Megjegyzés. Minden konvex nyilt halmaz egyszeresen Osszefiiggd.

7. Kovetkezmény. Legyen U C R™ nyilt halmaz, F : U — R™ folytonos fiigguény,
és legyen Vx € U pontnak olyan kornyezete, amelyben ¥ -nek van primitiv fligguénye.

Ha ~ folytonos rektifikalhato zdrt nullhomotop gorbe U-ban —> f7 F-dx=0.

8. Tétel. Legyen U C R"™ egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmaz. Egy F : U — R"
differencidlhato fiigguénynek van primitiv fliigguénye U-ban <= F Jacobi-mdtriza

Vx € U pontban szimmetrikus.

9. Kovetkezmény. Legyen U C R"™ konvex nyilt halmaz. Egy F : U — R" differen-
cialhato fiigguénynek van primitiv fliigguénye <= Vx € U pontban F Jacobi-mdtriza

szimmetrikus.

10. Kovetkezmény. Legyen U C R" egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmaz, ¥ : U —
R™ folytonos fiigguény, és legyen Vx € U pontnak olyan kornyezete, amelyben F-nek
van primitiv fligguénye. Ekkor F-nek létezik primitiv figguénye U-ban.

1.1.2. Differencialformak

3. Definici6é. Egy U C R™ nyilt halmazon egy w differencidl 1-forma az
w= Z fi(x) dzx;
i=1

formalis 6sszeg, ahol x = (x1,...,x,), az f;-k sima skalarfiiggvények.
Az w-t egzaktnak nevezziik, ha van olyan f fiiggvény (0-forma), melynek w a
differencialja,

— df(x)
=df = —— dux;.
Az w 1-forma zdrt, ha dw = 0.

Megjegyzés. R?-ben egyszeriibb w = pdx + qdy alaku, p, q fiiggvényekkel.
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Az w integralja egy ~ sima gérbe mentén:

/w—/ [ VOV 4 ga(t), y(0) L | .

Az integral 1étezik, mert az integrandus folytonos.
Mikor fiigg az integral csak a végpontoktol, és nem az utt6l? Ha van potenciél-

fiiggvény.

11. Allitas. Ha w = 8fd:p + 8fdy alaki valamilyen f sima fligguénnyel az U-n,
akkor
[ =t0) - @),
5
Erre az 1-forméra a df = af cdr+3 or dy jelolést hasznaljuk. Az w az f differencialja,
ha w = df.

4. Definici6. Egy f fiiggvény az U nyilt halmazon lokalisan konstans, ha U minden

pontjanak van olyan kérnyezete, amin f konstans.

12. Allitas. Eqy f sima figguény U-n lokdlisan konstans <= % =0 és % = 0.

13. Kovetkezmény. Egy U halmaz dsszefiiggé <= ha minden sima f fiigguény

U-n, melyre 5 9 — 0 és af =0, egy konstans figgvény.

A 12. allitas miatt tehat df = dg az U-n <= f — ¢ lokalisan konstans az U-n.
Felmeriil a kérdés, hogy mikor lehet w differencialja egy fliggvénynek? Egy sziik-
séges feltétel, hogy 57 99 ap legyen

14. Allitas. Egy w 1-formdra U-n az aldbbi dllitasok ekvivalensek:

(1) f w = f w minden 71, ve azonos kezdd és végpontokkal rendelkezd gorbékre.
71 72

(2) [w =0 minden ~ zdrt gorbére.

v
(3) w = df valamilyen sima f figguénnyel.

Ha w = pdx + qdy egy 1-forma, akkor legyen dw = (% — —) dx dy 2-forma. Ha

w=df = dw=d(df) =0 minden f fiiggvényre.

A 8. tétel atfogalmazasa differencidlformakra a kovetkezd.

15. Allitas. Legyen U egyszeresen dsszefiiggd halmaz. Ekkor ha w olyan 1-forma,
amire dw = 0 = létezik f fiigguény az U-n, hogy w = df .
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1.2. De Rham-kohomolégia

Ebben a szakaszban bevezetjiik a gorbék koriilfordulasi szamat. Megismerjiik a
nulladik és els¢ De Rham-csoport fogalmat, és ezek bazisait. Egy 6sszekotd leképe-
zés bevezetésével kimondjuk a Mayer—Vietoris-tételt, majd ezt hasznalva belatjuk a

Jordan-féle gorbe tételt.

1.2.1. Korulfordulasi szam

Legyen w = %ﬁfzdy differencidlforma, v : [0,1] — R?\ {(0,0)}, v(0) =

(1), () = (2(t), y(t)) ént gorbe.

16. Tétel. Létezik k € Z egész szam, mellyel

/w = 27k.

v

5. Definicidé. A k-t a v gorbe korilforduldsi szimdnak hivjuk.
Attériink komplex szamokra.

17. Lemma.
1 1 dz

27 271 z
¥ o

Bizonyitds. Fejtsiik ki az alabbi kifejezéseket:

I S e 1
2 x4iy a2+ y?
dz =dx+1i dy
d —1 d d —yd d
az _ Zy(d:c—l—idy)zx r+yay iym—kxy
z 2?4 y? 2 + y? 2?2 + y?

Ennek a képzetes részét neveztiik w-nak. A valés résszel kapcsolatban vegytik észre,

hogy
1 9 o xdr+y dy
dlog(a” +y7)) = TE

Azt is tudjuk, hogy zéart gorbén [df = 0, mert a két azonos végpont kozotti

v
valtozas 0, igy az integral valos része elttinik. Tehat

1 dz 1( )/ 1
— | — = — (=) | w=—
271 z 2T 2T
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A ~ gorbét s paraméterig bejarva a gorbe elfordulési szoge:

Komplex szamokkal legyen

w@zj%:j

dp(s) — 7'(s)

ds — ~(s)
Lathatjuk, hogy ¢(s) = logv(s), de ez nem jol definiélt fiiggvény, tobb értékd,

¥'(t)
0™

mert egy komplex szam argumentuma csak 27 erejéig van definidlva. A belatni-
valo célhoz megnézziik azt, hogy igaz-e e?®) = Cv(s)? Ehhez az alabbi derivalast

végezziik:

Tehat % = konstans, s-t6l fliggetlen, igy

Tudjuk, hogy v(0) = (1), mert a zart gorbe két végpontja azonos. Igy e#M—¢0) = 1,
ami csak akkor lehet, ha p(1) — ¢(0) = 2wk, k € Z. [7].
0

1.2.2. Kohomolégiai alapfogalmak

6. Definicié. Egy U C R" nyilt halmaz nulladik De Rham-csoportja:

H°U = {lokalisan konstans fiiggvények U-n}.

Ez egy vektortér a fliggvények szokisos Osszeadasaval és valos skalarral valo szor-
zasaval. Egy U-n lokalisan konstans fiiggvény megadésa ugyanaz, mint egy olyan

fiiggvény, ami konstans az U minden Osszefiiggé komponensén.



1. Matematikai hattér

Ha U-nak n komponense van, akkor H°U egy n-dimenziés vektortér. Legyenek
U komponensei Uy, ..., U,, és e; olyan fiiggvény, hogy U;,-n 1, a tobbin 0. Ekkor
e1,...,e, a HU bazisa. Ha U-nak végtelen sok komponense van, akkor H°U
végtelen-dimenziés vektortér.

Az U-n zart 1-formak is vektorteret alkotnak, mert azok Gsszege és konstansszo-
rosa szintén zart. Az egzakt 1-formék ennek egy alterét alkotjak.

Egy V vektortér és W altere altal a V /W kvocienstér alkothaté az alabbi ekvi-

valenciaosztallyal: u,v € V két vektor ekvivalens, ha u —v € W.

7. Definicié. Az U C R” nyilt halmaz els6 De Rham-kohomoldgiacsoportja:

H'U = {zart 1-formak az U-n}/{egzakt 1-formak az U-n}.

Az w U-beli 1-formahoz jeloljiik [w]-val az ekvivalenciaosztalyt H'U-ban, mely
tartalmazza w-t.

Egy példa R2-ben:

Egy P = (x¢,yo) pont esetén jeldlje wp az alabbi 1-formét:

wp — 1 —(y —yo)dz + (x — xo)dy
2 (z—20)* + (Y —w)*

Az wp egy zart 1-forma minden P-t tartalmazo6 nyilt halmazon.
18. Allitas. U = R?\ {P}-re [wp| a H'U bdzisa.

Bizonyitds. Legyen v egy r sugart kor a P koriil. Az [wp] nem 0 H'U-ban, mert ha
wp egzakt lenne, akkor az integralja a v mentén 0 lenne, de az integral 1. [3]

Most legyen w egy 1-forma U-n, és ¢ = fvw. Azt akarjuk belatni, hogy [wp]
kifesziti H'U-t. Ehhez elég, hogy w — ¢ wp egzakt, és [w] = clwp] H'U-ban. Az
w — c wp egy zart 1-forma U-n, 7 menti integralja 0.

A kovetkezd lemma szerint egy ilyen forma egzakt lesz. m

19. Lemma. Ha U = R? \ {P}, w egy zdrt 1-forma U-n, és fvw = 0, akkor w
egzakt.

Bizonyitds. Legyen a P ponttol jobbra, felette, balra, alatta lev§ félsikok
Ui, Us, Uz, Uy. Minden U;-n van egy konstans hozzaadasanak erejéig egyértelmi f;
fiiggvény, melyre df; = w U;-n.

A konstansok beallitasaval elérhetjiik, hogy
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e UNUyn fo=f

e UyNUs-on f3= fo

o UsNUsen fy = f3

e UsNUi-en fy = f1 + ¢ valamilyen ¢ konstanssal.

Igy fvw = c¢. A lemma feltétele szerint ¢ = 0, ami azt jelenti, hogy a négy fiige-
vény azonos a metszeteken, igy definidlhatunk egy olyan f fliggvényt U-n, amelyre

df = w. n

Egy masik felbontas jobban kiemeli a probléma lényegét. Legyen P = (0, 0) origo,
he 1y — df _ d
eswffdx—gdy,d—yfﬁ.

Tudjuk, hogy nem csak minden konvex, de minden csillagszerd halmazon van

primitiv fiiggvény. Az R? \ {0}-t allitsuk el§ az alabbi U és V uni6jaként:

U=R?*\ (~00,0), V =R?\ (0, 00),

tehat az R két félegyenesét hagyjuk ki. Csillagszertiek, mert U-ban az (1,0), V-ben
pedig a (—1,0) pontbdl latszik minden pont. Mindkét csillagszerd tartomanyon van
primitiv fiiggvényiink:

U-n 3F, hogy 2€ = f 9 — ¢

ox oy
V-n 3G, hogy 3¢ = f, 52 = g.

Integralasnal a probléma, hogy F'—G csak UNV-n van értelmezve, és UNV = R*\R,
ami nem dsszefliggd.

Latjuk viszont, hogy grad(F'—G) = 0, azaz F'— G konstans a felss és also félsikon
is, melyek GsszefiiggGek, de ez a két konstans nem feltétleniil ugyanaz. Allitsunk be
G helyett G + c-t. Konstanssal eltolas a gradiensét nem valtoztatja. Igy elérhetd,
hogy a fels6 félstkon megegyezzenek, azaz a fels6 félsikon F'— G = 0, az alsén pedig
F — G = ¢ konstans.

A konstans meghatarozasahoz barmilyen zéart gérbén integralhatunk, legyen az
S kér mentén, és hasznaljuk a valos és képzetes egységeket a kor pontjainak jeld-
lésénél. Minden negyed koriv mentén az integral kiszamolhato a gradiens megvalto-

zaséaval.

10



1. Matematikai hattér

/w _F(i) - FO1)+
o)
+G(—-1) - Gi)+
+G(—i) - G(-1)+
+ F(1) — F(—i) = G(—i) — F(—1)
Figyelembe vettiik, hogy a fels6 félsikon F' = G volt, igy kiestek tagok. Ha ez
az integral 0 az S! mentén, akkor G(—i) = F(—i), de G — F konstans volt az als6
félsikon, igy G = F az also félsikon is. Igy definialhatunk egy fiiggvényt, az egyik

félsikon F', a masikon G értékével azonositva.

1.2.3. Az 6sszekots leképezés és a Mayer—Vietoris-tétel H'-re

A H°U és H'U tanulmanyozaséihoz ezen csoportok kapcsolatat kell megvizsgél-
nunk az U, V, UUV, U NV nyilt halmazokon. Példaul belathaté, hogy ha U NV
osszefiiggs, azaz H°(U N'V) dimenzibja legfeljebb 1, és ha H'U = 0 ¢s H'V = 0,
akkor H'(U UV) = 0 szintén. [3]

Ezt szeretnénk bonyolultabb halmazokra is vizsgalni. Ehhez az alabbi linearis

leképezést akarjuk bevezetni, melyet 6sszekots leképezésnek hivunk:
§:H(UNV)—= H(UUV).

Ehhez egységosztasra van sziikség. Az alabbiakban bizonyités nélkiil elfogadjuk,

hogy ez létezik. [1]

20. Tétel. Egységosztds tétele.
Legyen az R™ térben az 2 C R™ halmaz, és annak U; nyilt halmazokkal valo

fedése. Ekkor léteznek ¢; fiigguények, melyekre teljesiilnek:
o Vi-re p; : R" — [0, 1] sima fiiggvények.
* supp ¢; CU;

o A ; fligguényrendszer lokdlisan véges, azaz minden K C § kompakt halmazon

csak véges sok @; fiigguény nem 0.

o Az ) minden pontjiban a figguényértékek osszege 1 (ami az el6zd feltétel miatt

csak véges dsszeq).

11
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8. Definicid. Az ilyen fiiggvényrendszert egységosztdsnak hivjuk.

Az egységosztas tételével lokalis tulajdonsagokbol globélisakra tudunk kévetkez-
tetni.

Legyen f lokalisan konstans fiiggvény U N V-n. Keresslink két sima fiiggvényt,
fi-et U-n, fo-t V-n, melyekre f = f; — fo UNV-n. Ha f lokalisan konstans, az azt
jelenti, hogy 0 = df = d(f1 — f2) = df1 — dfs UNV-n, igy dfy = dfs UNV-n. Ezéltal
létezik egy w 1-forma U U V-n, melyre w = df; U-n és w = dfy V-n. Ez az 1-forma
zart, mert egzakt U-n és V-n.

Ha feltessziik, hogy létezik egységosztas, akkor létezik egy olyan fliggvény, amely
sima az U-n, 0 a V-n; és létezik egy masik fliggvény, amely sima a V-n, 0 az U-n;
és a kettd Osszege az union 1. Az R-en ezt a kovetkez6 modon lehet megkonstruélni.

Legyen

p(z) =

eﬁ —-1l<zxz<l
0 kilonben.

Ez C*°-osztalyt, mert felbonthato a

( ) 672(11*” z>—1
€T g
5 0 r < -1,

e g <1
92() = {O rz>1
két C*°-osztalyu fliggvény szorzataként.
Ha az U és V egymast metsz6 két intervallum, rajtuk egy-egy ilyen ¢, s fel-
vehetd, ahogy az 1.1. abran lathatd. Az U U V-n pedig ha a kett&t Osszeadjuk, és
leosztjuk az 6sszeggel, akkor azonosan 1-et kapunk. R™-ben hasonldéan konstrualhato

a tavolsag fiiggvényeként. Fzekkel a fent emlitett UNV-n f fiiggvényhez felvehetGek
az U-n f, V-n f, fliggvények:

fl(x)_{o U\ (UNV),

= paf UNV
Jax) = {0 VA (UNV),

ésigy fi— fo=fazUNV-n.
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1. Matematikai hattér

06

04

0.2

1.1. dbra. Egységosztas

Legyen 6(f) az w zéart 1-forma ekvivalenciaosztalya H'(U U V)-ben, 6(f) = [w].
Hogy ez joldefinialt-e, ahhoz azt kell latnunk, hogyan fiige w az f fiiggvény két
fiiggvény kiilonbségeként valo elGallitasatol. Az deril ki, hogy kiilonbozs valasztas
esetén az eredmény egy olyan zart 1-forma lesz, mely az w-t6l egy egzakt 1-formaban
kiilonbozik. Legyen ugyanis f; U-n, f5 V-n, és f = f{ — f; UNV-n. Legyen w* az
az 1-forma U N V-n, mely dfy U-n, dfy V-n. Mivel ff — f3 = fi — fo UNV-n, van
olyan h sima fiiggvény U UV -n, mely értéke fi— f1 U-n, f5 — fo V-n, és dh = w* —w.

21. Lemma. J eqy linedris leképezés, azaz
0(f+9)=0(f)+(g)
o(c f) =co(f),
ahol f, g lokdlisan konstans fiiggvények, ¢ konstans.
Az UUV és UNYV vizsgalatahoz ismerniink kell a ¢ képét és magjat.

9. Definicié. Leképezések egzakt sorozata.

Legyenek V; vektorterek, és koztiik f; lineéaris leképezesék. A leképezések

AREANS VAL VANELTG VAN (N

sorozata egzakt, ha minden i-re

Im f; = Ker fi1,

azaz a V;y1 vektortérnél a bejovd leképezés képtere megegyezik a kimend leképezés

magterével, ahogy azt az 1.2. abra illusztralja (csoportok kozott hasonloan igaz).
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1. Matematikai hattér

. -ffl G 1 .fU >G .fl N G .f2

AN
e N
\"‘I i-r; u} I‘ o)

o

|
/ !

\ : (f)/ Jer(f3)
\ / J /
\_/f \// b :
/

1.2. dbra. Leképezések egzakt sorozata [11]

22. Tétel (Mayer—Vietoris). A

(lvsly) (lvsly)

Hwuv) " goane vy £ gownvy = mrouv) Y gioye s (V)

sorozat egzakt.
A tétel lényege, hogy

1. Egy U N V-n lokélisan konstans f fliggvény a 6 magjaban van <= van U-n
f1, V-n f; lokalisan konstans fliggvények, hogy f = f1 — fo UNV-n.

A specialis esetben, ha U,V 0Osszefiiggéek, akkor 6 magja az U N V-n konstans
fiiggvényekbdl all.

2. UUV-n az w zart 1-forma [w] osztalya benne van a § képében <= U-ra és

V-re w megszoritasai egzaktak.
A specialis esetben, ha H'(U) =0 és H'(V) =0 = § sziirjektiv.

Bizonyitds. (1): Ha f = f1— fy az fi U-n és fo V-n lokalisan konstans fiiggvényekkel,
akkor ezekkel megkonstrualhatjuk a 0(f)-et, és a hozza tartozé w 1-forma 0 lesz. Es
forditva, ha §(f) = 0, akkor az f = f; — fo-hez tartozo w formanak egzaktnak kell
lenni.

Legyen w = dg. Ekkor U-n df; = dg és V-n dfy = dg. Ez azt jelenti, hogy
U-n f; — g, V-n pedig fo — g lokédlisan konstans, a kiilénbségiik f = f; — fo =
(fi—=9) —(fr—9)-

Ha U és V osszefiiggdek, akkor rajtuk a lokalisan konstans fliggvények konstan-

sok. Az f két ilyen kiilonbsége, igy az is konstans.
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(2): Ha ugy konstruéltuk o-t, hogy w a képében van, akkor vannak U-n f; és
V-n f, fiiggvények, hogy U-n w = df; és V-n w = df,. Es forditva, ha vannak ilyen
fiiggvények, akkor az f = f; — fy lokalisan konstans az UNV-n, mert df = df; —dfs =
w—w=0azUNV-n, és [w] =0(f) volt a konstrukci6 alapjan.

O

1.2.4. A Jordan-féle gorbe tétel

Ha K egy zart részhalmaza az R? stknak, akkor van dsszefiiggés a K és az R?\ K

komplementerének topologiaja kozott. Ezt fogjuk most megvizsgalni.

23. Tétel. Ha K homeomorf egy zdrt intervallummal, akkor az R*\ K komplementer

osszefiiggd.

Bizonyitds. Legyen a K gorbe egy f : [0,1] — K homeomorfizmus képe (injektiv,
nem zart, énmagat nem metsz6 gorbe). Osszuk fel az intervallumot két részre, és
jeloljiik a [O, %} képét A-val, az [%, 1] képét B-vel, és () az %—hez tartozo kozos pont.

Legyenek U = R2\ A, V =R?\ B, igy UNV =R?\ K, UUV = R?\ {Q}. Igy
U,V,UNV is egy intervallummal homeomorf gérbe komplementerei.

Most tegyiik fel, hogy R?\ K nem &sszefiiggs (van legalabb két komponense), és
legyenek Py, P; egy-egy pont a két kiillonb6z6 komponensében. Azt akarjuk beléatni,
hogy ekkor Py, P, az R? \ A két kiilonboz6 komponensében van, vagy R? \ B két

kiilonb6z6 komponensben van, vagy mindkettGében.

Az alabbi 6sszekotd leképezésre van sziikség a csoportok kozott:

§:H(UNV)—= H(UUV),

azaz,
0+ HYR*\ K) — H'(R*\ {Q}).

A HY(R*\ {Q})-t az [wg] osztaly generalja. A 22. tétel szerint a d képe az a - [wg]
osztaly, ahol a - wg egzakt U-n és V-n. Ha a - wg egzakt U-n, akkor a kormenti
integralja 0, igy a = 0, § képe 0, {gy minden lokélisan konstans fiiggvény az R?\ K-n
a 0 magjaban van.

A 22. tétel miatt, ha egy f fiiggvény a 0 magjaban van, akkor f; — fo alakd,
ahol f; U-n, f, V-n lokalisan konstans fiiggvény, azaz f; € H°(U) és fo € HO(V).

Legyen f olyan lokélisan konstans az U N V-n, ami kiilonb6z6 értéket vesz fel a
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Py és P, pontokban (ami lehetséges, ha ezek kiilonb6z6 komponensben vannak).
Példaul legyen az egyiken 0, a mésikon 1 az érték. Ha Fy és P, az U és V' azonos
komponensében lennének, akkor f; és fy értéke azonos lenne Fy és Pj-ben, azaz
U-ban f1(Fy) = fi(P1), V-ben fo( PBy) = fo( Py), és az fi — fo kiilonbség értéke is az
lenne, azaz f(Py) = fi(Py) — f2(Py) = f1(P1) — fo(P1) = f(Py), ami ellentmondas,
mert Ugy valasztottuk, hogy kiillonbozé legyen.

Legyen K| a K gorbe A, B felezésének valamelyike tgy, hogy Py, P, az R? \ K,
két kiilonboz6 komponensében vannak. Folytassuk az eljarast, Ki-et felosztjuk két
részre (az intervallum felezésével), legyen az egyik K.

Hasonléan, a Py, P, pontok az R? \ K, két kiilonboz6 komponensében vannak.

Folytatva kapjuk a gorbe

KOKiDKyD---DK,D...

egymasba agyazott részhalmazait, ahol ezek metszete a K egy P pontja (az inter-
vallumfelezés egyetlen pontra zsugorodik), és Vn-re a Py, P, pontok az R? \ K,, két
kiilonb6z6 komponensében vannak. De mivel egy pont komplementere 6sszefiiggd,
ezért van olyan at az R? \ {P}-ben, ami sszekoti By és Pr-et (és elkeriili P-t). A
P pontnak van az uttoél diszjunkt kornyezete, és elég nagy n-re a K, benne van e
kornyezetben. Emiatt ellentmondéasra jutunk, a Py, Pi-nek az R? \ K,, azonos kom-
ponensében kell lennie, tehat R? \ K osszefiiggd.

]

24. Tétel (Jordan-gorbe tétel). Ha K homeomorf egy korrel, akkor R*\ K komple-
mentere két komponensbdl dll, az eqyik korldtos, a mdsik nemkorldtos. A K-rol vett

barmely pont barmely kérnyezetében mindkét komponensbdl vannak pontok.

Ha &t akarunk menni az egyikbdl a masik komponensbe, akkor keresztezniink

kell ezt a hatar gorbét.

Bizonyitds. Legyen P,(Q) a K két pontja, és bontsuk fel a K-t két A, B-vel jelolt
részre. Mindkét rész egy intervallummal homeomorf, és AN B = {P,Q}. Legyen
U=R*\A, V =R\ B, ezaltal R2\ {P,Q} = UUV, RE\K =UnYV.
Ahhoz, hogy R? \ K-nak két komponense van, azt kell belatni, hogy H°(R? \ K)
azaz H°(U N'V) dimenzi6ja 2.
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Konnyen belathato, hogy H'(R?\ {P, Q}) dimenzi6ja 2, a bazisa az [wp| és [wg]
osztalyok. Mivel U és V is egy zart intervallummal homeomorf halmaz komplemen-
tere, a 23. tétel alapjan GsszefiiggGek.

Nézziik a § : HY(UNV) — HY(UUV) 6sszekots leképezést. Azt kell belatni, hogy
ennek magja és képe 1-dimenziosak, és akkor a dimenziotétel alapjan HO(R? \ K)
2-dimenzios lesz. A 22. tétel alapjan ¢ magja az R? \ K konstans fiiggvényei, ez
1-dimenzi6s. Most azt kell belatni, hogy § képe a bazis olyan alwp| 4 blwg] linearis
kombinacioi, hogy a+b = 0. A § képe olyan alwp|+ b[wg] linearis kombinaciok, hogy
awp + bwg U, V-ben egzakt. Mivel P,Q az R?\ U és R? \ V azonos komponensében
vannak, igy wp — wq egzakt U és V-n.

Ha a +b =0, akkor a(wp —wq) egzakt U és V-n, igy a[wp] + blwg] a 0 képe. Ha
az alwp] + blwg] forma egzakt, akkor integréalja 0 egy olyan origo koriili kor mentén,
amely tartalmazza K-t. A P, () pontok is a koron beliil vannak, igy wp, wg integralja

a kor mentén 1, igy

O:/(awp—i—wa):a/wp+b/wQ:a+b.

Ezzel belattuk, hogy R? \ K-nak két dsszefiiggé komponense van.

Vegyiik a K tetsz6leges pontjanak egy kornyezetét. A K-t osszuk fel két részre
gy, hogy az A rész a kornyezetben van. Vegyiink két Py, P, pontot az R? \ K egy-
egy komponensébdl. A 23. tétel miatt R? \ B 6sszefiiggd, fgy van benne tt a két
pont kozott. Ez az Gt atmegy A-n, kiilonben R? \ K-ban is sszekotné a két pontot.
Ha megnézziik, hol keresztezi az ut A-t, akkor lathato, hogy a kornyezet mindkét

komponensbdl tartalmaz pontokat.

]
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2. fejezet

Hurkol6dasi szamok

Ebben a fejezetben megismerjiik a nulladik és els6 homolégiacsoportok fogalmat
és tulajdonsigaikat. Bevezetjiik a csomok fogalméat, és kimondjuk Gauss analitikus
formulajat azok hurkolodasi szaméra, melyre a fizika teriiletérdl érkezé megfontola-
sok vezettek. Ezutan attekintjiik a kapcsolatot a vektoranalizis és differenciélformak
fogalmai kozott, attekintjiik a felszinszamitast. Bevezetjiikk a leképezések fokat és
néhany tulajdonsagat, majd ezekkel az eszkozokkel belatjuk, hogy Gauss formulaja

a hurkolddasi szamra egy egész szam.

2.1. Homologiai alapfogalmak

10. Definicié. e A v =nv+ -+ n,, formalis véges linearis kombinéciot,

ahol Vv, egy folytonos it U C R"-en, Vn; egész szam, I-ldncnak nevezziik.

Az ni Py +- - -+n, P, formalis véges linearis kombinaciot, ahol VP; az U pontja,

Vn, egész szam, O-ldncnak nevezziik.

ZoU az U-n 0-lancok csoportja.

e A ~:1[0,1] — U utakkal a v = nyy + -+ + n,y, 1-lanc hatdra a 9y =
n1((1) = 71(0)) + -+ + n(7(1) = 7-(0)) O-lanc.

Egy ¢ 0-lancot 0-hatdrnak hivunk, ha van olyan v 1-lanc, hogy ¢ = 0~.

ByU a 0-hatéarok csoportja. Ez a ZyU egy részcsoportja.
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A HyU = ZyU/BoU hanyadoscsoportot az U-n a nulladik homoldgiacsoportnak
hivjuk. Ez azt fejezi ki, hogy U-nak hany ivszertien Osszefiiggé komponense

van.
e (U az U-n 1-lancok csoportja.
e 71U az U-n zart 1-lancok csoportja. Ez a C1U egy részcsoportja.

e Legyen I': [0,1] x [0,1] — U folytonos leképezés négyzetrdl U-ra. Legyenek
a Y1, Y2, 73, 74 utak a [-nak a négyzetre valo megszoritasa altal. Igy O =
Y1+ Y2 — 3 — Y4 egy 1-lanc. Egy v 1-lancot 1-hatdrnak hivunk, ha elall ilyen

leképezések hataranak véges linearis kombinacijaként.
e B1U az 1-hatarok csoportja. Ez a Z;U egy részcsoportja.

e A HiU = Z,U/B,U hanyadoscsoportot az U-n az elsé homoldgiacsoportnak
hivjuk. Ez azt fejezi ki, hogy U-n hény lyuk van.

Megjegyzés. A definiciok U halmaz helyett topologikus terekre is érvényesek.

Az alabbi tulajdonsagokat bizonyitasok nélkiil fogjuk felhasznalni. |3, 4]
25. Allitas. Az X pontrahizhaté térre HyX = Z, és k > 0-ra H, X = 0.
26. Allitas. Az S* korre H (S') = Z.

27. Allitas. Ha A, B tszerden dsszefiiggd halmazok, akkor

Hy(A x B) = Hy(A) @ H\(B).

28. Allitas. Ha X ésY homeomorfak, akkor Hi X és H\Y izomorf Abel-csoportok.

29. Tétel (De Rham).
HI(X7 R) = HI(X7 R)*

A tétel jelentése: A * a dudlis teret jeloli. Legyen egy v 1-ldnc, w zart differen-

cidlforma, és legyen az w-hoz rendelt linearis funkcional f,: v — [w, ez y-hoz egy

v
valos szamot rendel. Tudjuk, hogy ha w egzakt, akkor ez az integral azonosan 0, s6t

akkor és csak akkor 0, ha w egzakt. De Rham tételét bizonyitas nélkiil elfogadjuk. [3]
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2.2. A hurkol6dasi szam

11. Definici6. Csomdnak nevezziik az olyan K C R3 halmazt, mely homeomorf egy
korrel. Két csomé ekvivalens, ha van a térnek olyan R?* — R? homeomorfizmusa,

mellyel az egyik csom6 a masikba deformalhaté, megtartva az irdnyitasukat.

Most a Hy (X, Z)-t fogjuk vizsgélni (egész egytitthatos lancokkal), abban az eset-
ben, ha az R3-bél kihagyunk egy K csomot.

30. Allitas. Legyen K C R® egy csomd, és X = R3\ K annak komplementere.

Ekkor
H(X,Z) = Z.

Ennek bizonyitasahoz bontsuk fel az R3-6t egy X U T uniéra, ahol T egy tgy-
nevezett tubus, ami agy jon létre, hogy az 1-dimenziés K csomot megvastagitjuk

3-dimenziés objektummaé, ahogy a 2.1. dbran lathato.

(1) (2)

2.1. abra. Az (1) csomohoz felvett (2) tubus [10]

31. Lemma. FEgy I-lanc homolog eqy
a) szakaszonként linedris 1-ldnccal,
b) sima gorbékbdl dlle 1-lanccal.

Ezt nem bizonyitjuk, de az a) pontot felhasznalva a tubus elGallithato gy, hogy a
szakaszokat hengerekre cseréljiik.
Sziikségiink van az aldbbi Mayer—Vietoris-féle diagramra, ami a korabbi Mayer—

Vietoris-tétel homologikus véltozata:

Hy(X UT)—H (X NT)—Hy(X) ® Hy(T)—H (X UT)—Hy(X N T)
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Mivel R? pontra htizhato, Hy(R?) =0 és H;(R3) = 0. Az X N'T nem mas, mint
T\ K, ami pedig izomorf egy S' x (D \ P)-vel, ahol P a D kérlap kozéppontja. Az
izomorfizmus akkor igaz, ha a tubus atmérgje elég kicsi. [§]

A diagram bal oldala 0. Tudjuk, hogy H;(Ax B) = H,(A)® H(B), és H,(S") =
Z. [4] Mivel D pontra hizhato, Hy(D) = 0, és igy Hi(T) = H,(S') & Hi(D) is Z
lesz. Tehat H\(X NT) =Z & Z, H (X UT) pedig 0. Osszefoglalva

0—Z®Z—H(X) ®dZ—0

A diagram leképezése nem csak injektiv, hanem sziirjektiv, igy izomorfizmus, ezaltal

Hi(X) is Z.

12. Definici6. Legyen a K-n kiviil egy masik L csom¢ is, mely egy zart gorbe, 1-
lanc. Képe Hi (X, Z)-ben egész szam. Ezt a szamot hivjuk a K, L csomok hurkoldddsi
szamdnak, jele Lk(K, L).

2.2. abra. Két hurkolodé csomé [12]

A Gauss-probléma, hogy talaljunk olyan w-t, melynek L-menti integralja adja a

hurkol6déasi szamot. Erre Gauss képlete:

LG (K, L) / / T2 ey x dry), (2.1)
T Ar |

ry —1’2\3

melyet két R3-ben levé csomohoz rendeliink. Az elsS integralasnal egy 2-forméat in-

tegralunk, melybdl 1-forma lesz a mésik integralasban, ezt nevezhetjiik wg-nak.
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2.3. Fizikail motivaciok

Legyen K, K, két irdnyitott zart gorbe az euklideszi R? térben, K; = {x(s)},
Ky = {y(t)}. A két gorbe hurkolodasi szamat definidlhatjuk gy, mint az egyik gorbe
altal hatarolt iranyitott feliilet metszéseinek szdma a mésik gorbe altal. Ez a szam
fiiggetlen attol, hogy milyen feliiletet valasztottunk, és azt melyik gérbe hatarolja.
Gauss erre 1833-ban a (2.1) formulat adta R3-ben.

M. Epple torténész szerint Gauss a Fold palyajanak és aszteroidak palydjanak
hurkolédasi szamat akarta meghatarozni. 2| Ezen kiviil Gauss egy masik leveze-
tési modszert is ismert az elektrodinamika felhasznalaséval. Legyen aram az egyik
gorbe mentén, és szamoljuk ki a keletkezd magneses teret a masik gorbe koriil. Az
Ampere-torvény alapjan ez egyenls a masodik gorbe altal hatarolt feliileten atfolyo
Osszes arammal, ami az els6 gorbén folyé aram, szorozva a két gorbe hurkol6dasi
szaméaval. A méagneses terekre ismert Biot—Savart-formula segitségével levezethetd
Gauss integralformuldja a hurkolodési szamokra.

A klasszikus elektrodinamika allandoésult allapota, vektorértéki Green-operétor,
Biot—Savart-formula a mégneses térre, Ampere-torvény és a Maxwell-egyenletek be-
vezethetGek az R3-hoz hasonloan S? gombre és H® hiperbolikus térre is. [2]

A 2.3. abran lathat6 modon R3-ben legyen V(x) dram az x helyen. Ekkor a
klasszikus Biot—Savart-formula alapjan a teljes V aram é&ltal generalt BS(V) mag-

neses tér az y helyen:

1 y — X
B = — e l.).
SV)) = 37 [ Vi) x 2 gdvol.)
R3
current flow V(x)
y - X

magnetic field V(x) x 3
ly - x|

y

2.3. dbra. Magneses tér [2]

Ha egy sima, kompakt tart6ju V arammal szamolunk, akkor a BS(V) méagneses
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tér egy sima vektormezs, mely az alabbi tulajdonsagokkal rendelkezik:

e divergenciamentes
e kielégiti a (2.2)-ben lathato 4. Maxwell-egyenletet

e BS(V)(y) — 0, hay — oo.

Az olyan linearis operatort, mely ezeket kielégiti, Biot—Savart-operatornak is
hivhatjuk. Az Ampere-térvény azt mondja ki, hogy egy divergenciamentes dram altal
generalt magneses tér egy hurok koriil nem mas, mint a hurok altal hatarolt barmely
felilleten atmend fluxus. Specialisan, ha az dram egy vezetd hurok mentén folyik,
akkor a generdlt magneses tér a masik hurok koriil nem mas, mint az aram fluxus
az elsé hurok altal hatarolt feliileten, szorozva a két hurok hurkolddasi szaméaval.
Tehat a hurkolddasi szam kapcsolatban all az Ampere-torvénnyel, és ha megvan a
formulank az aram altal generdlt magneses térre, abbol meghatérozhaté a formula
a hurkolodasi szamra.

A skalar Laplace-operator R3-ben:

Af=V.VF

Legyen f egy sima valos fiiggvény, mely csak egy rogzitett ponttol valo r tavolsédgtol

fiige. Ekkor
1 d [ Ldf
A =0 < d_) -

Legyen f egy kompakt tartoji sima valés fiiggvény R3-6n. Ekkor a skalar érték

Green-operator:

Gr(f)(y) = / F(%) golx,y) d(vol,),

ahol ¢o(r) = —ﬁ a Laplace-egyenlet fundamentéalis megoldéasa.

R3-ben erre az alabbi tulajdonsagok igazak:

o AGI(f)=f
e Gr(f)(y) = 0, hay — 0.

Ezek a feltételek meghatarozzak a Green-operatort, mert két kiilonb6z§ ilyen ope-

rator kiillonbsége egy harmonikus fliggvény, mely a végtelenben 0-ba megy.

23



2. Hurkol6dasi szamok

A Laplace-operator vektorokra:

AV =-V xVxV+V(V-V),

mely R3-ben komponensenként szamolhat6 derékszogt koordinatakkal.
Legyen V egy kompakt tart6ji sima vektormezd R3-6n. Ekkor a V-re hato vek-

torértékd Green-operétor:

Gr(V)(y) = [ Vi) ulx.y) divol,)

Erre R3-ben az aldbbi tulajdonsagok igazak:
e AGr(V)=V
o Gr(V)(y) = 0, hay — 0.

Ezek a feltételek meghatarozzak a vektorértékt Green-operatort, mert két kiilonbo6zé
ilyen operator kiillénbsége egy harmonikus vektormezs, derékszogi koordinatdkban
a harom komponense harmonikus fiiggvények, melyek a végtelenben 0-ba mennek,
igy a két operator azonos.

Legyen p egy sima valos fiiggvény, fizikailag mint toltésstrtség. Az R3-ben és
H3-ban azt koveteljiik meg, hogy kompakt tart6jd legyen, mig S*-ban azt, hogy az
atlaga 0 legyen. A p toltés altal keltett E elektromos teret az y helyen az

E(y) =V, [ (x) snlx.¥) divol.)

formula adja, ahol a V,, az y valtozo szerinti gradiens.

Legyen V egy sima vektormezd, fizikailag mint egy allanddsult allapotbeli, id6-
fiiggetlen arameloszlas. Az R3-ben és H3-ban azt koveteljiik meg, hogy kompakt
tartojd legyen, mig S®-ban nincs megkotés.

Jelolje B = BS(V) a generalt mégneses teret. Ha V idéfiiggetlen, akkor B is,
tehat %—]f = 0. Ezekkel belathato [2], hogy a Maxwell-egyenletek alakja az R3-ben

ismert alakjaban &ll fenn S3-ban és H3-ban is:
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V-E = p/eg
V.B=0
VxE~=0 (2:2)

OE
VxB= /LOV +MOEOE'

2.4. Vektoranalizis és differencidlformak kapcsolata

Legyen U egy nyilt halmaz R3-ben, és legyen F: U — R3, F = Fle; +Fhe,+ Fes
folytonos leképezés, vektormezs (az U minden pontjahoz egy vektort rendel). Minden

ilyen F-hez hozzarendelhetiink egy

)\F = F1 d!El + F2 dJJQ + F3 dl’g

1-formét, és egy
Wp = F1 dZEQ VAN dl’g + F2 de‘g A d[El + F3 dl’l A dCL’Q
2-format. Mivel minden U-beli A egy Ar alaki 1-forma, és minden w egy wp alaku 2-

forma valamilyen F vektormezével U-n, igy az 1-formak és 2-formak elmélete R3-ben

a vektormezdk vizsgéalataval is leirhato.

13. Definici6. Egy U-n értelmezett f C'-osztalyt valos fiiggvény gradiense a

_0f, ,9F, ,OF
Vf N 3x1 et 837262 + 81’383

vektormeza.

14. Definici6. Egy U-n értelmezett F C'-osztéalyt vektormezs rotdcidja a

0F;  0F, OF, 0F; 0F, 0F,
F— 223 22 -t _ 278 el Rt
VX (0;1:2 8933) et (83:3 83:1) et (8331 8352) ©s

vektormezd; az F divergencidja pedig a

valos fiiggvény.
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2. Hurkol6dasi szamok

A kovetkezd tételekkel a gradiens, divergencia és rotacio kozotti Osszefiiggéseket

nézziikk meg.

32. Tétel. Legyen U € R™ nyilt konvex halmaz. Ha w eqy C*-osztdlyi k-forma
(k> 1) U-n, és ha dw = 0, akkor létezik olyan \ (k —1)-forma U-n, hogy w = d\.

Mads szoval a konvex halmazokon zdrt formdk egzaktak.

33. Tétel. Legyen U € R3 nyilt halmaz, f € C*(U) valds fiigguény, és G C?*-osztdlyi

vektormezd. Ekkor
e F=Vf = VxF=0
e F=VYxG = V-F=0.

Ha U diffeomorf eqy konvex halmazzal, és F egy C'-osztdlyi vektormezd, akkor az

implikdciok a két dllitdsban megfordithatoak.

Bizonyitds. Ha \p-et és wp-et Osszevetjiik a gradiens, rotacioé és divergencia defini-

civjaval, akkor az aldbbiakat lathatjuk:
e F=Vf <= \p=df
e VXF=0 <<= d\p=0
e F=VXxG <= wp=d\g
e V.- F=0 < dwp=0.

Ha F = Vf, akkor A\p = df, és fgy dA\r = d*f = 0 (mely kovetkezik a Young-
tételbdl), ami azt jelenti, hogy V x F = 0. [6]

A forditott iranyhoz a feltevés miatt dAp = 0 U-n, és belathato, hogy dA\p = df
valamilyen f O-forméara (fiiggvény), igy F = Vf.

A t6bbi allitas és forditottja hasonléan lathato be. m

15. Definicié. A dx; A --- A dx;, k-format RF-beli térfogatelemnek hivjuk.

Hasznalhato az

F/f(x) dmlA-.-Adxk:F/fdv

jeldlés, ahol I' pozitivan iranyitott feliilet R¥-ban, és f egy folytonos fiiggvény I'-n.
A k = 2 esetben dA jeldlés hasznalhato.
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34. Tétel (Green-tétel). Legyen U nyilt halmaz R*-ben, Q az U zdrt részhalmaza,
pozitivan irdnyitott OQ hatdrral, P,Q € CY(U) figguények. Ekkor

oQ oOP
(Pdx 4+ Qdy) = <— — —> dA.
ag Q/ ox Jy

Bizonyitds. Legyen A = Pdx + Qdy, igy

opP 20 20  oP
dN=— dy Nd — de Ndy=| —=— — — | dA.
Jy yAar ox Y ( Jr Oy )
A tétel formulaja igy [ A = [ d\, amely igaz. [6] O
59 0

2.5. Leképezések foka

16. Definici6. Egy M" n-dimenzio6s differencialhaté sokasag irdnyithato, ha 1étezik
olyan atlasza, amelyben az &tmeng fiiggvények mind iranyitastartdoak, vagyis minden
pontban a Jacobi-métrix determinansa pozitiv. Az ilyen atlaszt irdnyitott atlasznak
hivjuk. Két iranyitott atlasz ekvivalens, ha egyesitésiik is iranyitott atlasz. Ezek egy
ekvivalenciaosztalya a sokasag egy irdnyitisa. A sokasag irdnyitott, ha adott egy
iranyitasa.

17. Definicié. Legyen F': M"™ — N™ sima leképezés az M"™ és N™ n-dimenzios
iranyitott sima zart sokasagok kozott. Legyen p € N™ az F egy regularis értéke (nem
olyan z € M™ pont képe, ahol dF nem sziirjektiv). A p minden F~!(p) Gspontjdban
definialhato egy +1 szam aszerint, hogy F' az adott pont koril iranyitastartd vagy
iranyitasvalto (a Jacobi-méatrix determindnsa pozitiv vagy negativ).

Ezek Gsszege a leképezés foka a p pontban, jele deg F,.

35. Tétel. Ha N" dsszefiiggd, akkor a deg F, fokszam csak az F' leképezéstdl figg,

a vdlasztott p ponttol nem.
A tétel bizonyitasa a [8] jegyzetben megtalalhato.

18. Definicio. A 35. tétel alapjan bevezethetjiik az F' leképezés fokdt, deg F =
deg F),.

Belathato, hogy ha M™ egy zart, Osszefliggd, iranyithaté sokasag, akkor
H,(M™) = 7, tovibba H,(S") = Z. Igy egy F: M™ — S" leképezés ltal in-
dukalt F.: H,(M"™) — H,(S"), Z — Z leképezés egy homomorfizmus, melyet az
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F.(1) € Z értéke egyértelmtien meghatéroz, és ez nem mas, mint a fokszam. Ehhez

az alabbiakat kell latnunk.

36. Allitas. Ha F,G két k € Z foku M™ — S™ leképezés, akkor F és G homotdpok

(azaz létezik kiztik homotdpia, folyonos deformdcio).

37. Tétel (Hopf). Jelolje [M™,S"] az M™ — S™ folytonos leképezések homotdpiaosz-
talyainak halmazdt. A deg: [M™,S"] — Z leképezés (fokszamleképezés) kolcsondsen

eqyértelmid megfeleltetés a Z-vel.

Annak bizonyitasa, hogy ez a deg leképezés sziirjektiv, és a 36. &llitds miatt

injektiv, a [8] jegyzetben lathato.

2.5.1. Felszinszamitas

Legyen D C R? paramétertartomany, és legyen ®: D — R? &: (u,v) —
(z(u,v), y(u,v), z(u,v)) egy C'-osztalyu feliilet R3-ben. Rendeljiik hozza minden
(u,v) € D ponthoz az

oy,2)  Ozw) Oy |m | |m &| |6 &
Y,z zZ, X x,y ou  Ov Oou  Ov ou  Ov
N(u,v) = e+ e+ e3 = e+ e+ e
( )awwlameamw3 o oy| | |ow x| o |ow oy|

ou Ov ou  Ov ou  Ov
normalvektort.

19. Definici6. Egy ®(D)-n folytonos F' fiiggvény felszini integréalja ®-n:

/FdAz/F@WMM|NWWNMdu

(] D

Specialisan F' = 1 esetén ezzel a @ felszinét kapjuk.
Belathato, hogy ez a definicio értelmes. [6]

20. Definicié. Ha ®(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)) C R?, akkor a ®*-ot vissza-

hiizdsnak nevezzik a differencidlformak kozott, ha:

O*(dzr) = %du + %dv
0 0
¢ww:£m+£m
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o*(dz) = %du + %dv.

Megjegyzés. Ezt a visszahuzast kiterjeszthetjiik 2-formékra is az algebrai szabélyok

szerint.

38. Lemma. A ® paraméterezéssel a felszin:
Felszin(®(D)) / B*(dA).
D

Bizonyitds. Az alabbi differencial 2-format akarjuk visszahtuzni:

dA=dx Ndy +dy Ndz + dz A dx.

Felhasznélva az ékszorzatra vonatkozo szabalyokat a tagok kifejtése:

y1(s) — ya(t)) =
A (Y1 (s) ds — yo(t) dt) =

dy Ndz = d(yi(s) — y2(t)) Ad(21(8) — 2(t)) =
= (21(5)y(t) — y1(5)25(t)) ds A dt

dz Ndx = d(z1(s) — z2(t)) A d(x1(s) — x2(t)) =
— (@}(5)2(0) — 2 ()ap()) ds A

2.5.2. A Gauss-leképezés foka

Legyen a K, K, csomok paraméterezése vi(s), 712(t), s € [0,1], t € [0,1]. A
[0,1] x [0, 1]-et azonositsuk egy T torusszal, mivel v;(1) = v1(0) és 72(1) = 12(0),
igy kapunk egy F': T — S? leképezést a toruszrol az egységgémbre:

Y1(8) — 72(t)

Felst) = e =m0l
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Mivel a csomok nem metszik egymast, a 71, 2 minden (s, t) parra kiillonb6z6 pontok.

39. Tétel. Az F: T — S? leképezéshez létezik eqy olyan n > 0 pozitiv egész szdm,
hogy majdnem minden S*-beli p pontra az {F~'(p)} halmaz elemszdma n. Tehdt

majdnem minden pontra ugyanannyi az elemszdm.

Megjegyzés. A majdnem minden Lebesgue-értelemben azt jelenti, hogy amire nem
igaz, azokat le lehet fedni megszamlalhatoan sok korlappal a gombon, melyek 6ssz-

teriilete tetszdlegesen kicsivé tehetd. (8]
40. Kovetkezmény. Az F(T) n-szer fedi le a gombot.

Bizonyitds. Legyen egy F': T — S? leképezés a T toruszrol az S? gombre tgy, hogy
a gomb majdnem minden pontja esetén annak n darab &sképe van a téruszon, ahogy
a 2.4. abra illusztralja. A téruszon nem csak az n darab pont, hanem a kornyezetiik

is ugyanoda képz6dik a gobmbon.
T S2
@ —_—
-

2.4. dbra. A gomb pontjanak n darab Gsképe a téruszon

Az F leképezés indukal egy Fi-gal jelolt leképezést, amire:

F.: Hy(T,Z) — Hy(S* 7)
1l—meZ.

Az itt szerepls Ho(T,Z) és Ho(S? Z) is Z-vel izomorfak. [3] A leképezés az 1-et
viszi valamilyen m egész szamba, mert az 1 a 7Z mint additiv csoport generétora,
ezért elég azt megnézniink, hogy az 1 hova megy. Az F, egy homomorfizmus [3],
megtartja az Osszeadast, azaz Fi(a + b) = Fi(a) + F.(b), és igy az egész leképezést
meghatarozza a generator képe.

Ez az m egész szam pontosan az n fokszam lesz (abszolut értékben, az elgjel
pedig azt mondja meg, hogy a leképezés iranyitastartd vagy iranyitasvalto.) [3|

]
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Megjegyzés. Mayer—Vietoris-modszerrel az is belathato, hogy az igy kapott m egész

szam éppen a hurkolodasi szam lesz.
41. Tétel. A Ky, Ky csomok Gauss-féle hurkoloddsi szamdra fenndll:

LkGauss(Kb K2) = deg F=n.

Ez bizonyitja, hogy a Gauss-féle hurkolodési szam egy egész szam — amit eddig

csak sejtettiink a fizikai motivaciokbol.

Bizonyitds. Vegyiink az S? gombon egy pontot és egy kis kornyezetét, és vegyiik
ennek az Gsképeit a T téruszon. A gombon valasztunk egy felszinelemet. Egy pont
gdémbi koordinatait a 2.5. abra szemlélteti. Egységgombon az origotol vett tavolsag

mindig 1, az zy-sikra val6 levetitésekor jelolje a sugarat r. Lathato, hogy r = sin 6.

Ebben a koordinatarendszerben egy feliiletelem: dA = sin 6 df dy.

A
|
!

z

2.5. dbra. Gombi koordinatak [13]

Ha van egy olyan G: U — V leképezés, hogy G(U) =V, akkor

[ 1wy aa= [ rewysaa

Vv U

ahol J* a Jacobi-matrix, és f egy tetszdleges fiiggvény a helyettesitéses formulaban.
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A toruszon (s,t) € S! x S! paraméterezést hasznalunk, melyhez a kovetkezd

renelédott hozza:
Y1(8) — 72(t)
I71(s) = v2()]’

ami (z(s,t), y(s,t), 2(s,t)) € R® alakd, mig

(s,1) = (2.3)

7(s) = (z1(s), n(s), z1(s)) € R?

Yo (t) = (22(t), v2(t), 22(t)) € R

Meg kell nézniink, hogy gémbi koordinatakkal mi ennek az (z,y,z) pontnak az
alakja. Lathato, hogy 6 = arccos z, ¢ = arctan 2.

Rogzitsiink egy felszindarabot a gombdn. Ennek felszinét ki lehet szdmolni gy,
ha a toruszon levs Gsképénél integralunk. Az egyik 6sképpel megkapjuk a gémbon

a felszint, n darab Gsképpel pedig ugyanezt n-szer. O

Ezzel azt lattuk be a Gauss-formularol, hogy az egy egész szam, és egyenls a

fokszammal, de azt még nem tudjuk, hogy ez a hurkolddasi szam — de ez is fennéll.

42. Tétel. A 12. definicioban bevezetett hurkoldddsi szam és a Gauss-féle (2.1) szam
kézott fenndll:
LkGauss (K1, K2) = Lk(K;, K5).

Bizonyitds. A Lkgaus(K1, K2) egy leképezés a H (R \ K;)-ben levs csomokrol az
R-be, egy szamot rendel a tetszdleges Ki-en kiviili térbél vett Ky csomohoz, mely
egy egész szam. (Emlékezziink, hogy Hi-ben a zéart 1-lancok vannak, hataruk 0,
és minden csomo egy ilyen 1-lanc.) A Gauss-formula integralasa utéan egy 1-format
kapunk az R®\ Kj-en, és minden ilyen 1-forma eleme a H;(R?\ K;,R)* dudlisnak,
amely pedig izomorf R-rel. Ez egy olyan 1-forma, mely mindig egész szamot ad.

Vegyiink egy K7 csom¢ koriil egy kis tubuson keresztbe futé kort mint egy K
csomot, ami generalja a Hi (R3\ Ky, Z)-t. Most azt kell belatni, hogy erre 1-et ad ered-
ményiil az Lkgauss, mert ha Ko-ra 1-et ad, akkor ez a leképezés, ami H;(R3\ K1, Z)-
bél a Z-be megy, megegyezik a hurkolodasi szammal (mert mindkét homomorfizmus
ugyanazt veszi fel a generatoron).

Barmilyen csomoét valaszthatnank, de az a fontos, hogy egy differenciélformat
integralunk, mely valamilyen szammal val6 szorzassal azonosithato, mert egy R — R
linearis leképezés mindig valamilyen valos szammal azonosithatd, hogy egy szam a

hényszorosdba megy — nincs mas linearis leképezés. Egy Z — Z leképezésnél pedig
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ez a szam egy egész szam. Ha egy rogzitett K csomoéra van két Ky, K csomd,
hogy az egyikre megegyezik a hurkolodasi szammal, akkor a mésikra is meg kell vele
egyeznie, mert ugyanazzal a szammal val6 szorzasrol lenne sz6. Emiatt elég egy S*
korre mint csomora ellenérizniink.

Megforditva, megtehetjiik, hogy a Ky kort rogzitjiik, és a mésik csomot valtoz-
tatjuk meg. Tudjuk, hogy Lkgauss(K1, S') = —Lkgaus(S', K1), ugyanis az integral-
formulaban lathato, hogy a szerepek felcserélésével haromszor valtunk elGjelet. A
forditott esetben ugyanigy igaz lesz, hogy ha van olyan K az R®\ Sl-ben, ami-
re Lkgauss @ hurkolodasi szamot adja, akkor minden csomora a hurkolédasi szam
kell, hogy legyen, mert ez egy homomorfizmus, egyetlen elemmel meg van hatérozva
1-dimenzios tér esetén.

Szintén valaszthatunk egy olyan egyszertien szamolhaté esetet, hogy két kor van
(Hopf-elrendezés), és elég erre belatni, hogy +1-et ad eredményiil. Legyen a két kor
paraméterezése: (coss,sins,0), (0,1 + cost,sint), és azt kell megnézni, hogy hany
olyan (s,t) par van, amire a Gauss-leképezésnél ugyanazt az iranyt kapjuk.

A szamolas szempontjabol ennél is egyszertibb az az eset, ha két kor helyett két
négyzetet vesziink fel csomokként. Legyen az egyik négyzet az xy-sikban, a mésik
az xz-sikban, ahogy a 2.6. abran lathato, a koordinataik az A. fliggelékben szerepld

Matlab kédban lathatoak.

2.6. dbra. Két négyzet csomd

Legyen |AB| és |CD| két térbeli szakasz. Ekkor a két szakaszt az s,t € [0,1]
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paraméterekkel bejarva a lehetséges pontjaik:
P=A+s(B—-A)
Q=C+tD-0C),
a kiilonbségeik pedig

P-Q=(A-C)+s(B—A)—tD-C)=(A—-C)+sB—A)+tC—D),

ami nem mas, mint a két szakasz altal meghatarozott két vektor altal kifeszitett
paralelogramma, eltolva az A — C pontba, ami egy sikbeli alakzat. Ha a két szakasz,
illetve a két iranyvektor parhuzamos, akkor a paralelogramma egy szakassza fajul.
Matlabbal a két négyzet minden szakaszparjara abrazolva, a nem szakassza fajulo
esetek két kockat rajzolnak ki, azaz lapjaik négyzetek, ahogy a 2.7. abran lathato.
Az origb az abra jobb oldali kockdjanak kdzepén helyezkedik el. A jobb oldali kocka
lapjainak iranyitasa kifelé mutat, a bal oldali kocka lapjaié pedig befelé, ezaltal
a kozéps6 elvalasztd lap két esetben is megjelenik, ugyanabba az iranyba mutaté

normélvektorral.

2.7. abra. Szakaszparok kiilonbségvektorai altal rajzolt lapok

Amikor ezeket a lapokat levetitjiikk az egységgombre, akkor elGszor a bal oldali

kocka 0t lapjat vetitjiik le a kozépsé elvalaszto lapra, ahogy a 2.8. abran lathato.
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2.8. abra. Kocka 0t lapjanak levetitése

0.5

-0.5 4

1 _\'\'\'\/1
0

- 05 0 0.5
: 1-1
X y

2.9. dbra. Egységgomb egyszeres lefedése

Ez a lefedés ellentétes irdanyitést, mint a kozépss elvalaszto lap iranyitasa, igy a
kozépsd lap két el6fordulédsabol egy marad, és a teljes gombfeliilet egyszeresen keriilt
lefedésre, ahogy a 2.9. dbran lathato. Ezzel belattuk, hogy a 2.3 Gauss-leképezés
foka 1, és igy igazoltuk a tételt.

O
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A. fuggelék

Matlab kéd

A 2.5.2. szakaszban szerepld két négyzet csomd kiilonbségvektorainak szdamolasa és

abrazolésa

%% Ket negyzet csomo megadasa
% A pontokat x,y,z bemenetkent kell felvenni az abrazolo plot3 fuggvenyhez.

% Az elso pontot ujra fel kell sorolni a zaro szakaszhoz.

Kix = [-1 1 1 -1 -1];
Kiy = [-1 -1 1 1 -1];
Kiz = [ 0 0 0 0 0];

K2x = [0 2 2 0 0];
K2y = [ 0 0 © 0l;
K2z = [-1 -1 1 1 -1]1;

o

%% Abrazolas

figl = figure;
plot3(Kix, Kly, Kiz, 'b',
K2x, K2y, K2z, 'r');

xlabel('x"');
ylabel('y');
zlabel('z"');

legend ('K_1', 'K_2');
daspect ([1 1 11);

fig2 = figure;

ax = axes;
xlabel ('x"');
ylabel ('y');
zlabel('z');
daspect ([1 1 11);
hold on;
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% Bejarjuk a ket csomo 4-4 szakaszat, osszesen 16 par
for i = 1:4
for j = 1:4

A = [Kix (i) Kily (i) Kiz (i) 1;
B = [Kix(i+1) Kily(i+1) Kiz(i+1)];

= [K2x(j) K2y () K2z (j) 1;
D = [K2x(j+1) K2y (j+1) K2z(j+1)];

% Rajzolas az alabb kifejtett fuggvennyel
drawParallelogram(ax, A,B, C,D);
end

end

function drawParallelogram(ax, A,B, C,D)

% Kirajzolja az aktualis szakaszpar altal meghatarozott kulonbseg paralelogrammat.

% Bemenetek:
% ax - az axes objektum, amibe rajzolunk
% A,B - a Kl-en levo szakasz ket vegpontja [x y z] alakban

% C,D - a K2-n levo szakasz ket vegpontja [x y z] alakban

% A ket szakasz pontjai kulonbsegenek kifejezeseben szereplo

% ket iranyvektora es eltolasa:

u=A4A - C;
v = B - A;
w =C - D;

% A paralelogramma negy pontja:

P1 = u;

P2 = u + v

P3 = u + v + w;
P4 = u + w;

% Ezek x,y,z koordinatai az abrazolo patch fuggvenyhez:

x = [P1(1) P2(1) P3(1) P4(1)1];
y = [P1(2) P2(2) P3(2) P4(2)];

= [P1(3) P2(3) P3(3) P4(3)];
patch(ax,

'XData',x, 'YData',y, 'ZData',z,

'FaceColor','b', 'FaceAlpha',0.2);
% Normalvektor berajzolasa:
Pv = u + 0.5%v + 0.5%w;

n = cross(v,w);

quiver3 (Pv (1) ,Pv(2),Pv(3),
n(1),n(2),n(3), 0.1, 'Color','b');

end
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