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Bevezetés

A matematikai logikaban a szintaktikus levezethetGség és a szemantikus igazsag vi-
szonya a Peano-aritmetika vizsgilatdnak egyik fundamentalis kérdése. Georg Kreisel
munkassaga uttors szerepet jatszott annak feltirdsaban, hogy az aritmetikai formu-
lak bizonyithatosaga milyen szemantikus, illetve analitikus invaridnsokkal jellemezhe-
t6. Jelen diplomamunka célja Kreisel klasszikus tételeinek tjraértékelése egy modern,
modellelméleti keretrendszerben, kitiintetett figyelemmel a V3-formulék (azaz a Va3yy
alaku kifejezések) osztalyara.

Ezen problémakor vizsgalata hagyomanyosan a bizonyitéselmélet és a rekurzidelmeé-
let hataskorébe tartozik. Jelen dolgozat azonban egy alternativ, kombinatorikus hal-
mazelméleti apparatust alkalmaz: a vizsgalt formulakhoz tartozd Skolem-fiiggvények
névekedési rendjét elemezziik. F6 eredményiink egy tisztan analitikus feltételt fogal-
maz meg a bizonyithatosagra vonatkozoan: egy meghatarozott szintaktikus szerkezeti
allitas pontosan abban az esetben kévetkezménye egy elméletnek, ha a hozza rendelt
minimélis Skolem-fiiggvény névekedését domindljak az elmélet alapfiiggvényeinek ite-
raltjai.

A tétel preciz formalizalasa céljabol bevezetjiik a létrak (3. Definicio), a regularis
letrak (8. Definicid), valamint az ezen strukturdkhoz tartozo kezd@szeletek (5. Defi-
nicid) fogalmat. Ultrasziirék alkalmazasaval olyan modelleket konstrualunk, amelyek
egzakt modon reprezentaljak a megadott novekedési feltételeket, ily moédon teremtve
szigori matematikai kapcsolatot a szintaktikus levezethet&ség és a fiiggvények viselke-
dése kozott.

Az e mogott meghtizodo intuicié a kovetkezéképpen formalizédlhato. Két matemati-
kai allitas deduktiv ereje a hozzajuk rendelt valasztasi fiiggvények ndvekedési sebességén
keresztiil is Osszehasonlithato. Egy VaTyy(z,y) alaka allitas érvényessége ekvivalens
egy olyan f : x +— y fiiggvény létezésével, amely minden x argumentumra kielégiti a
W(x, f(x)) relaciot. A tétel bizonyitasanak komplexitasa korrelal ezen fiiggvény nove-
kedési rendjével. Dolgozatunk kozponti strukturélis eleme — a létra-konstrukcié — azt a
folyamatot modellezi, melynek soran a premisszdk Skolem-fiiggvényeinek iteralt kom-
poziciéival monoton névekvs fliggvénysorozatokat allitunk el. A dedukcio probléméja
ezaltal egy majoralasi problémara redukalodik: a konkluzié levezethetGsége azzal ek-
vivalens, hogy a konklazidhoz tartozd Skolem-fiiggvényt dominélja-e a premisszakbol
generalt fliggvénycsalad.



Az els6 fejezetben rogzitjiik a vizsgélatainkhoz elengedhetetlen modellelméleti ap-
paratust. Egzakt definiciot adunk a minimalis Skolem-fiiggvény fogalméra, majd be-
vezetjiik az értekezés kozponti strukturalis elemeit: a létra, illetve a kezdGszelet fo-
galmat. Bizonyitjuk, hogy a reguléris létrak altal meghatérozott kezddszeletek valodi
részstrukturait képezik az N/ F ultrahatvanynak, tovabba zartak a struktira aritme-
tikai alapmiiveleteire.

A maésodik fejezet a dolgozat f6 tételének bizonyitasat targyalja, amely explicit
izomorfizmust, illetve kapcsolatot létesit a logikai-szemantikai kdvetkezményfogalom és
az analitikus majoraltsag kdzott. Ebben a szakaszban igazoljuk azt a tételt, miszerint
egy tetszbleges ¢ allitds pontosan abban az esetben szemantikus kovetkezménye egy
> elméletnek, amennyiben a v-hez tartoz6 miniméalis Skolem-fiiggvényt dominélja a 3
axiomainak Skolem-fiiggvényeibdl generalt, adott ultraszird altal meghatarozott létra-
konstrukci6. Ez a tétel a klasszikus Kreisel-tétel egy modern, tisztan modellelméleti
keretrendszerben megfogalmazott bizonyitasat és ujraértelmezését szolgaltatja.
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1. fejezet

El6készuletek

Vizsgalataink fokuszaban a szdmelmélet standard modellje, az N = (w, +, -, <) struk-
tara all, ahol az univerzumot alkoté w halmaz a természetes szamok halmaza, ellatva
a standard Osszeadés és szorzas aritmetikai operdcitival, valamint a szokasos lineéris
rendezési relacioval.

A dolgozat befogadasa feltételezi a modellelmélet fundamentélis fogalomkészletének
jartassagat. Kiemelt jelentséggel bir az elsérendi strukturak elmélete, a szemantikus
igazsag Tarski-féle definicidja, a szintaktikus levezethetGség relacidja, tovabbé az ult-
raszlirGk, ultraszorzatok és ultrahatvanyok halmazelméleti konstrukcidinak ismerete.
Ezen hattérismeretek elsajatitasa, illetve felelevenitése céljabol a szakirodalom olyan
klasszikus monografidira hivatkozunk, mint W. Hodges Model Theory [2]| vagy C.C.
Chang és H.J. Keisler Model Theory [3] cimt alapmiivei.

1.1. Sziikséges fogalmak

Egy kifejezést kvantormentes formulanak neveziink, amennyiben az atomi formulakbol
kizarolag a A,V,—, —, <> konnektivumainak véges sokszori alkalmazésaval épiil fel.
Ezen formuladk sem univerzalis, sem egzisztencialis kvantort nem tartalmaznak.

A ¥, formulaosztaly a kvantormentes formulak kiterjesztése, amely induktiv mo-
don adhat6 meg. A Xy-formulak halmaza a legsziikebb olyan formulahalmaz, amely
tartalmazza a kvantormentes formulakat, zart a konnektivumokra, tovabba zart a kor-
latos kvantifikaciora. Szintaktikusan ez azt jelenti, hogy ha i egy ¥g-formula, = egy
individuamvaltozo, és t egy olyan L-term, amely nem tartalmazza az x valtozot, akkor
a (Vo < 1)y és a (Jz < t)y alaka kifejezések is Lo-formulak.

Jelen dolgozat fokuszdban azon ¢ formulak allnak, amelyek szintaktikai felépité-
se egy univerzalis, majd egy azt kévetd egzisztencilis kvantorbol, végiil egy korlatos
magformulabol all. Egzaktul fogalmazva: V3-formulanak nevezziik a Vaz3yi(z,y) ala-
kua kifejezéseket, ahol az x és y kvantalt valtozok, a 1(z,y) magformula pedig egy
Yo-formula.



A vizsgalatok kiindulopontja annak meghatarozasa, hogy egy adott V3-formuldhoz
milyen analitikus tulajdonsagokkal rendelkezG Skolem-fiiggvényt rendeljiink. Ennek
egzaktta tételéhez tamaszkodunk arra a tényre, hogy az w halmazon értelmezett ter-
mészetes rendezés egyben jolrendezés is, ami garantalja, hogy barmely nem tires A C w
részhalmaz rendelkezik legkisebb elemmel. Kovetkezésképpen a standard A modellben
egy tetszbleges ¢ := YaoIywy (ahol ¢ € ¥y) formula skolemizalésa egyértelmiien megha-
taroz egy olyan ¢ : w — w valasztési fiiggvényt, amelyre N = 1(x, g(x)) teljesiil. Ezen
g fiiggvény minimalitasa azt jelenti, hogy egy adott 2 bemenethez rendelt g(z) értéknél
szigortian kisebb ¢’ természetes szamra az N = ¢(x, y') relacié nem teljesiilhet. Ennek
megfeleléen a minimalitas elve alapjan a kovetkezd definicio jol megalapozott.

1. Definicio6. Legyen ¢ := Va 3yt (ahol i) € Xy) egy olyan V3-formula, amelyre N = ¢
fennall. A g, : w — w leképezést a ¢ formula minimalis Skolem-fiiggvényének nevezziik,
amennyiben az aldbbi modon definialt:

go(z) :=min{y € w: N |= ¥(z,y)}

A bevezetében megfogalmazott ekvivalenciatétel egy kulcsfogalomra, a fiiggvények
novekedési rendjére (avagy a "nem ng tul gyorsan" elvre) épit. Ennek preciz anali-
tikus jelentése az, hogy egy adott fliggvényt majdnem mindeniitt dominal egy masik
fiiggvény, illetve annak valamely iteralt kompozicidja. Ezen relacié formalis defini-
cibjanak megadéasahoz elGszor rogzitjiik a fliggvénykompoziciokra vonatkozo jelolési
konvencidkat. Két tetszéleges f, g : w — w fiiggvény kompoziciojat a standard modon
értelmezziik az x € w pontban:

go f(z):=g(f(x)).

Legyen f :w — w egy tetsz6leges leképezés. Az f kompozicids hatvanyat a természetes
szamok halmazan az alabbi rekurzidval hatarozzuk meg: minden x € w-ra és n € w-ra

O =z, [O@) = fla), @) = o S (@)

A dedukciés problémak vizsgélata soran az esetek tobbségében célravezetébb ezen do-
minancia logikai tagadasat kimondani. Ezt a gyorsabb novekedést formalizalja a rako-
vetkez$ definicio.

2. Definicié. Legyen F C P(w) egy nemfs ultrasziirs, tovabba legyenek f g :w — w
tetszoleges fiiggvények. Azt mondjuk, hogy a ¢ fliggvény gyorsabban né, mint az f
fiiggvény az JF ultrasziir6re vonatkozéan, amennyiben minden n € w-ra

{icw: f(”)(i) <gl)} e F

Az 1. Definicié és 2. Definicié fogalmi keretrendszerében a jelen dolgozat kézponti
tétele a kovetkezs formaban fogalmazhato meg:



Minden véges ¥ C TH(N) formulahalmazhoz 1étezik olyan h : w — w fiiggvény,
valamint egy F C P(w) nemfq ultrasziirg agy, hogy tetszéleges 1 V3-formula esetén
Y F 1 pontosan akkor teljesiil, ha létezik olyan n € w, hogy

{icw:h™M3E) > gy(i)} € F. (1.1)

Ezt a tételt tovabb finomitjuk a késébbiekben. Mindenesetre ez a tétel igazolva lesz
a 2. fejezetben.

Az (1.1) feltétel intuitiv jelentése a formalis dedukeié folyamatanak egy modellel-
méleti és analitikus korlatjaként interpretalhatd. Egy tetszGleges ¢ allitas levezetheto-
ségének komplexitasa a hozza tartozd minimélis Skolem-fiiggvény ndvekedési rendjén
keresztiil ragadhatéo meg. A h fliggvény komporzicidés hatvanyainak sorozata egy mo-
noton dominanciési hierarchiat — mintegy strukturélis "létrat" — generdl. A véges X
axiomarendszer garantalja ezen hierarchia korlatossagat: egy allitas kizarélag abban
az esetben kovetkezménye a X elméletnek, ha a formuldhoz tartozo Skolem-fiiggvényt
a premisszakbol generalt hierarchia valamely véges iteracios szintje dominalja.

A feltétel preciz vizsgalatdhoz tekintsiink egy tetszéleges h : w — w fiiggvényt. A
™ (z) < W™+ (z) egyenlStlenség minden n > 1 természetes szam esetén akkor all
fenn, ha a h fiiggvény szigortian monoton névekvs és minden = € w esetén h(zx) > x.
Az (1.1) feltételt kielégitd n € w index meghatarozasa egy iterativ keresési eljarasként
is felfoghato: egy kezdeti m € w iteracios indextdl kiindulva a kompozicios hatvanyokat
addig noveljiik, amig a majoralasi feltétel nem teljesiil.

A modszer egraktsiganak és konvergencidjanak biztositasdhoz meg kell vizsgal-
nunk a kompoziciés lanc ultrasziirére vonatkozo viselkedését. Tegyiik fel, hogy egy
adott m € w iteracios lépésben a dominancia még nem all fenn, azaz F-majdnem min-
den i-re h™ (i) < g,(i) teljesiil. Amennyiben létezik egy kelléen nagy n € w index,
amelyre a dominancia mar fennall, akkor a tulajdonsagokat leir6 halmazok metszete is
eleme az ultrasziir6nek. Mivel a vonatkoz6 dominancia relacio az alabbi halmazelméleti
metszetként bonthato ki:

{i € w: A (i) < gy(i) < hM(i)} = {i € w: h™(i) < gy(i)}N
N{i € w: h™ i) <A™ D@ YN - n{iew: A" VE) < hM3G)) e F,
ezért ez a dekompozicid megkoveteli, hogy minden m <[ < n index esetén az
{icw: VG <h @)} e F

halmazelméleti relacié is teljesiiljon. Ezen analitikus sziikségszeriiség okan indokolt a
szigoru novekedési feltételt globélisan, a fliggvénysorozat tetszéleges iteracios 1épésére
megkovetelni.



3. Definici6. Legyen F C P(w) egy nemfs ultrasziirs, tovabbé tekintsiink egy (f,, :
n € w) fiiggvénysorozatot, ahol f, : w — w minden n € w esetén. Azt mondjuk, hogy
ez a fiiggvénysorozat egy JF ultraszlirére vonatkozo létra, amennyiben minden n € w-ra

{i €w: fuli) < fana(D)} € F.

A sorozat egyes f, fiiggvényeit a létra fokainak nevezziik. Ezen struktura jelolésére
a tovabbiakban az F'r szimboélumot alkalmazzuk; ez a konvencié magaban foglalja az
F ultrasziir6re vald hivatkozést is, igy azt nem sziikséges minden esetben explicite
feltiintetni.

Jollehet a definici6 tetszileges fliggvénysorozatra érvényes, a dolgozat tovabbi ré-
szében Kkitiintetett szerepet kapnak azok a létrak, amelyeket egy adott alapfiiggvény
iteralt kompozicioi generalnak.

4. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy a : w — w fiiggvényt dominél az Fr := (f, :
n € w) létra, ha létezik olyan véges m € w iteracios index, amelyre

{i cw:ali) < fn(i)} € F.

Ezt a dominanciat formalisan az a < F'r relacioval jeloljiikk. Terminologiailag ezt agy
is kifejezziik, hogy az a fliggvény az F'r létra alatt helyezkedik el.

A 3. Definicié és 4. Definicio altal biztositott fogalmi apparatus segitségével a
dolgozat fététele az alabbi egzakt formaban fogalmazhato jra:

Minden véges ¥ C TH(N) formulahalmazhoz létezik olyan Fz létra, hogy tetszéleges
) V3-formula esetén a ¥ I 1) pontosan akkor &ll fenn, ha g, < Fir teljesiil.

Ezen ekvivalencia bizonyitdsa megkoveteli a ¥ F ¢ deduktiv relacié szemantikus
beesik a szemantikus logikai kovetkezmény fogalméaval. Ennek megfelelen a dedukcio
problémaja redukalhato a ¥ = ¢ relacio vizsgalatara, amely definicio szerint azt jelen-
ti, hogy tetszGleges A elsérendi struktura esetén, amennyiben A = X, ugy kételezGen
A E 9 is teljesiil. A bizonyitas soran ezen A struktiurdk szerepét az ugynevezett
létrakhoz tartozo kezddszeletek fogjak betolteni.

A kezddészeletek formalis bevezetése el6tt rogzitjik az ultrahatvanyokra vonatkozo
halmazelméleti jeloléseket. Az IN/F (vagy a fiiggvényekre szoritkozva “w/F) ultra-
hatvany elemei ekvivalenciaosztalyok. Egy adott a € “w/F ekvivalenciaosztaly egy
tetszélegesen véalasztott reprezentans fiiggvényét az a € “w szimboélummal jeloljiik.



5. Definicié. Egy adott Fr := (f, : n € w) létrahoz tartozd kezdészeletnek nevezziik
a kovetkezot:

{a€“w/F a< Fr} C“w/F.

Tagabb modellelméleti értelemben kezdGszeletnek nevezziik azt az A elsérendii struk-
tarat is, amelynek alaphalmaza a fenti részhalmazzal egyezik meg. A tovabbiakban a
szovegkornyezet minden esetben egyértelmiivé teszi, hogy pusztan az ultrahatvany egy
részhalmazara, vagy az afolott értelmezett struktarara hivatkozunk, igy a két fogalom
jelolésbeli megkiilonboztetésétsl eltekintiink.

Ha h : w — w egy olyan fiiggvény, hogy h < Fr, akkor az Fr létrahoz tartozo kezdd-
szeletbeli elemet ugy jeloljik, hogy h/F.

1.2. Kezdészeletek, mint ‘N /F részstruktirai

Jelen alfejezet célkitlizése annak vizsgalata, hogy egy adott létrahoz tartozo kezdGszelet
milyen feltételek mellett alkotja az 'A/F ultrahatvany valodi részstruktarajat. A
modellelméleti részstruktira fogalmanak megfelelGen az alabbi négy kritériumnak kell
egyidejtileg teljesiilnie:

1. A kezdGszelet alaphalmaza részhalmaza az ‘A /F ultrahatvany alaphalmazanak.

2. A kezd@szelet alaphalmaza zart a struktira aritmetikai operacidira, azaz a +
(0sszeadas) és - (szorzas) miiveletekre.

3. A struktura konstansjel-interpretacioi (a 0 és az 1 ekvivalenciaosztalyai) elemei
a kezdGszeletnek.

4. A kezdGszeleten értelmezett operaciok és relaciok megegyeznek az N/ F struk-
tira megfelel§ operacidinak és relacidinak a kezd@szelet univerzumara vett meg-
szoritasaival.

Az 1. és a 4. kritériumok az 5. Definiciobdl, illetve az indukalt részstruktira defini-
civjabol adoddan trividlisan teljesiilnek. A 3. kritérium teljesiilése szintén kozvetlen
kovetkezmény: a 0 konstans minden kezddszeletnek eleme az ultrahatvanyon értel-
mezett linearis rendezés joldefinidltsaga folytan. Tovabba, amennyiben az 1 konstans
nem lenne eleme egy kezdGszeletnek, Ggy az azt generalo létra minden foka F-majdnem
mindeniitt az azonosan zérus fiiggvényt jelentené. Egy ilyen "degeneralt" létra létezése
azonban ellentmond a létra 3. Definiciojanak megkdvetelt névekedési feltételnek.

Kovetkezésképpen a részstrukturava valas egyetlen nem trivialis feltétele a 2. krité-
rium, azaz a miiveletekre vald zartsag igazolasa. A vizsgalatot a szorzésra valo zartsag
elemzésével kezdjiik, mivel — amint azt a kés6bbiekben bizonyitjuk — ebbdl az Gssze-
adasra vonatkozo zartsag méar logikailag levezethets. Ennek megalapozasahoz els6ként
az alabbi technikai lemmaéat mondjuk ki, amely a dominalt fiiggvények kompozicijanak
viselkedését irja le.



6. Lemma. Legyen Fr := (f, : n € w) egy olyan létra, amelyre minden n € w index
esetén teljestilnek az aldbbi feltételek:

1. az f, figgvény monoton névekvd;
2. a létrafokok kompozicidja is a létra alatt marad, azaz f, o f, < Fr.

Amennyiben hy, hy 1 w — w olyan monoton névekvd fligguények, amelyekre hy < Fr és
hy < Fr fenndll, 1igy hg o hy < Fr is teljesiil.

Bizonyitdas. Mivel hg < Fr és hy < F&F, ezért léteznek olyan ng,n; € w természetes
szamok, hogy F-majdnem minden i-re

ho(i) < fay(i)s €8 hu(i) < fu, (i) (1.2)

Mivel a hg és hy fiiggvények monoton névekvéek, ezért (1.2) miatt F-majdnem minden
i-re

ho © b (i) = ho(h1(4)) < ho(fn, (1)) < fo (fui (1)) = fug © frs (4)- (1.3)

Legyen N := max{ng,n;}. Az 1. feltétel miatt F-majdnem minden i-re

fro © fri (1) < fv o [ (i). (1.4)

A 2. feltétel miatt létezik egy olyan m € w természetes szam, hogy F-majdnem minden
i-re

Ivo fn(i) < fm(i). (1.5)
Az (1.3),(1.4), (1.5) egyenlStlenségeket Gsszevetve kapjuk, hogy F-majdnem minden
i-re

ho o hi(i) < fm(3).
Tehét hg o hy < Fr teljesiil. O]

7. Allitas. Legyen Fr := (f, : n € w) egy olyan létra, amely eleget tesz az aldbbi
feltételeknek:

1. minden n € w esetén az f, figgvény monoton névekvd;
2. minden n € w esetén fenndll, hogy f, o [, < Fr;

3. a < Fr, ahol a : w — w az a(i) := 1% hozzdrendeléssel definidlt kvadratikus
fiigguény.

Ezen feltételek teljestilése esetén az Fr létrdhoz tartozo kezddszelet zdrt a szorzds mi-
veletére.

A jelolések egyértelmiisége végett az a szimboélum a tovabbiakban minden esetben az
i — 4% kvadratikus alapfiiggvényt jeloli.



Bizonyitds. Legyenek hg,h; : w — w olyan fiiggvények, hogy hg,h; < Fr. Mivel
hy < Fr és hy < Fr, ezért léteznek olyan ng,n; € w természetes szamok, hogy F-
majdnem minden i-re

ho(1) < fro(i),  €s ha(i) < fu, (). (1.6)
Legyen N := max{ng,ni} + 1. Mivel Fz egy létra, ezért F-majdnem minden i-re
Fno(0) < fn(@), fay (3) < S (d). (1.7)
A szorzas monotonitasa, és (1.6), (1.7) miatt F-majdnem minden i-re
ho(i) - ha(8) < fag + fun (6) < (i) - fv(6) = fR (i) = a0 fu(d). (1.8)

Mivel a és fx monoton novekvd fliggvények, tovabbd a < F'r és fy < Fr, ezért a 6.
Lemma miatt létezik olyan m € w természetes szam, hogy F-majdnem minden i-re

ao fn(i) < f(i). (1.9)
Osszeolvasva az (1.8), (1.9) egyenlétlenségeket kapjuk, hogy F-majdnem minden i-re
ho(i) - hu(i) < fin ().
Tehat hg - hy < F'r valoban teljesiil. O

8. Definicié. A 7. Allitasban feltett feltételeket kielégits létrat regularis létranak
nevezziik. Egzakt formaban: egy Fr := (f, : n € w) létra regularis, amennyiben az
alabbi tulajdonsagokkal rendelkezik:

1. Fr monoton: minden n € w indexre az f, fiiggvény monoton novekve.
2. Fr zart a kompoziciéra: minden n € w esetén fennall, hogy f, o f, < F'r;
3. Fr szuperkvadratikus: a < F'r.

A regularis létrak esetében a 6. Lemma értelmében barmely két, a 1étra altal domi-
nalt monoton noévekvé fliiggvény kompoziciojat is dominalja a létra. Kovetkezésképpen
a 2. tulajdonsag analitikus szempontbdl is joggal viseli a "kompoziciora valo zartsag"
elnevezést.

Természetes modon meriil fel a kérdés, hogy egy regularis létrahoz tartozo kezdd-
szelet valoban részstruktardjat képezi-e az A/ F ultrahatvanynak. A vélasz igenld;
a 7. Allitas alapjan ennek modellelméleti igazolasdhoz elegendd megmutatni, hogy a
szorzasra valo zartsag magaban foglalja az 6sszeadésra vonatkozé zartsigot is.

9. Allitas. Tetszileges Fr := (f, : n € w) requldris létrdhoz tartozd kezddszelet zdrt
az 0sszeadds miuveletére.
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Bizonyitds. Legyenek hg, hy : w — w olyan fiiggvények, hogy hg, hy < Fr. Ekkor defi-
nici6 szerint léteznek olyan ng,n; € w természetes szamok, hogy F-majdnem minden
i-re

ho() < fno(i) — és ha(i) < fn, (i),
Ebbdl kovetkezik, hogy F-majdnem minden i-re

max{hg(i), h1 (1)} < max{f, (i), fn, (1)} = fmaX{no,m}(i)' (1.10)

Tehat max{hg,h1} < Fr. Legyen h := max{hg, hi}, és legyen n := max{ng,n,}.
Ekkor a h fiiggvény definicioja és (1.10) miatt F-majdnem minden i-re

ho + (i) < (A + h)(i) = 2- h(i) < 2/,(i). (1.11)

Mivel azon ¢ € w természetes szamoknak a halmaza, amelyekre 2 < 2 véges, ezért
F-majdnem minden i-re

2. £.(3) < ali) - fuli). (1.12)

A szuperkvadratikusssag alapjan létezik olyan m € w természetes szam, hogy F-
majdnem minden i-re

(i) < fm(9). (1.13)
A (1.12) és (1.13) egyenlGtlenségeket Osszerakva kapjuk, hogy F-majdnem minden i-re
2 fo(i) < fin(3) - fr(2). (1.14)

Mivel f,, és f, monoton névekvdek, ezért a kompoziciora valo zartsag és (1.14) miatt
létezik olyan N € w természetes szam, hogy

2 fuli) < J(i). (1.15)

Az (1.11) és (1.15) egyenlitlenségeket Gsszevetve kapjuk, hogy F-majdnem minden i-re
ho + hi(i) < fn(3).

Tehat ho + by < Fr. O

A fenti levezetések alapjan tetszéleges regularis létrahoz tartozo kezddGszelet az
IN/F ultrahatvany részstrukturajat képezi. Egy alapvetd kérdés azonban nyitva ma-
radt: létezik-e egyaltalan olyan objektum, amely kielégiti a regularis létra kritériumait?
Ezen kérdés pozitiv megvalaszolasa, valamint a fogalom jolfundaltsiganak igazolasa
céljabol a kovetkezékben egy explicit konstrukcidt adunk meg.

10. Példa. Legyenek
foiw—=w, fu(i):=i" (n€w)
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a hatvanyfiiggvények. Konnyl végiggondolni, hogy az ¢ = 0,1 természetes szamok
kivételével minden n € w természetes szam esetén

it < gt

teljestil. Tehat minden F C P(w) nemf6 ultrasztirére
F]: = <fn,n S w)

egy létra. Rogzitsiink egy F C P(w) nemfs ultrasziir6t. Most belatjuk, hogy Fr
regularis.

1. A létrafokok monotonitasa nyilvanvaloan teljesiil.

2. Az Fx létra kompoziciora zart, mert rogzitett n € w esetén F-majdnem minden
i-re

fu© fali) = falfuld)) = ()" =" <" = fraa (i),
3. Végiil F-majdnem minden i-re

ali) =* <i® = f3(i).

Tehat F'r valoban egy regularis létra.

A formai teljesség megkdveteli annak igazolasat, hogy a regularis 1étrakat definialo
harom tulajdonsag logikailag fiiggetlen egymastol. Ezen allitas bizonyitasa céljabol
a kovetkez6kben harom explicit létrakonstrukciot adunk meg. Ezek a létrdk rendre
kielégitik az 1. és 2., az 1. és 3., valamint a 2. és 3. kritériumokat, mikézben megsértik
a fennmarad6 harmadik feltételt.

11. Példa. Legyen
stw—w,s(i)=i+1

a rédkovetkezés fiiggvény. Konnyt meggondolni, hogy
s =i+n

teljesiil barmely n € w és i € w esetén. Ebbdl a felirdsbol pedig latszik, hogy minden
i € w esetén s (i) < sOFV(5) rogzitett n € w-re. Igy minden F C P(w) nemfs
ultrasziirére

Fr:=(s" new)

egy létra. Rogzitsiink egy F C P(w) nemfs ultraszirst.

1. A rakovetkezés-fiiggvény és kompoziciés hatvanyai monoton ndvekvéek, igy Fr
monoton novekve.
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2. Rogzitett n € w természetes szam esetén F-majdnem minden i-re
s o s (i) = sM(sM(@) =itntn=i+2n<i+2n+1=sE(3),
fgy Fr kompoziciora zart.
3. Az i+n = i? egyenletnek van pozitiv valds megold4sa minden n € w esetén, mivel
a diszkriminéns 1+4n pozitiv. Ebb6l meg tudjuk hatarozni azt a minimalis + € w
természetes szamot rogzitett n-re, amire i +n < 72 mér teljesiil. (Példaul felss

egész rész vételével). Tehat i < i + n csakis egy véges halmazon teljesiilhet.
Mivel F egy nemf6 ultrasziirG, ezért Fr nem szuperkvadratikus.

12. Példa. Legyenek
fuli) =i +n (n€w)
fiiggvények. Mivel rogzitett n € w természetes szam esetén minden 7 € w természetes

szamra
PHn<id+n41,

ezért barmely F C P(w) nemfs ultrasziirére
Fr:={(fp,n €w)
egy létra. Rogzitsiink egy F C P(w) egy nemf§ ultrasziirst.

1. A monotonitas nyilvanvalo.

2. Mivel F-majdnem minden i-re az

foo foli) = folfo(i)) = (i*)* =i

fiiggvény nem majoralhato egyetlen létrafokkal sem az F nemf6 ultrasziré szerint,
ezért a kompoziciora valo zartsag nem teljesiil. A 11. Példahoz hasonléan meg
tudjuk hatarozni azt a minimélis ¢ € w természetes szamot, amelyre rogzitett
n € w esetén i +n < it

3. A szuperkvadratikusséig is nyilvanvald.
13. Példa. Tekintsiik az
1, hatr=0
fo(i):==< 0, hai=1 | f, 1(i):=i" (n>2)
i, egyébként

fiiggvényeket. Mivel az ¢ = 0 értéken kiviil

foli) < = f1(3),
tovabba a hatvanyfiiggvények egy létrat alkotnak, ezért minden F C P(w) nemfd
ultrasziiré esetén

Fr = (furn € w)
egy létra. Rogzitsiink egy F C P(w) nemf6 ultraszirst.
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1. Mivel f; nem monoton névekvd, ezért F’r nem monoton.

2. Ha n > 1, akkor F-majdnem minden i-re
fuo falD) = falfa(@) = ()" = i <O = f .

Még meg kell vizsgalnunk, hogy az f, fiiggvény kompozicidja a tébbi létrafokkal
milyen eredményt ad. A kovetkezdk teljesiilnek F-majdnem minden i-re:

0, hai=0

foo foli) = folfo(i)) =< 1, hai=1 =i<é®= fi(i),
i, egyébként

1, hai=20

fnofO(i):fn(fO(i)) = 0, hai=1 <in+2:fn+1(i)'
"t egyébként

1, haz:=10

foo fuli) = fo(fa@)) = foi"™) =4 0,  hai=1 <i"?=f,,(0),
i"*t1, egyébként

Tehat F'r zart a kompoziciéra.

3. Nyilvan F'r szuperkvadratikus, mert F-majdnem minden i-re

a(i) =i* <i® = fy(i).

1.3. Fiiggvények simitasa

Az el6z6 alfejezetek eredményei alapjan a létrakonstrukciok soran célszerd monoton
novekve fliggvényekre szoritkozni. Jelen alfejezet célja egy olyan transzformacios eljaras
definialésa, amely tetszGleges leképezéshez egy monoton névekvs majordnst rendel. Fzt
az eljarast az alabbi lemma alapozza meg, amely garantalja az érvényességet.

14. Lemma. Legyen ¥ C TH(N) egy olyan elmélet, amely tartalmazza a Peano-
aritmetika teljes indukcios sémdjdat. Teqyiik fel tovdbbd, hogy A eqy tetszdleges olyan
modell, amelyre A = %, és teljesil benne az A | YaxIyy reldicid, ahol v € Xy. Ezen
feltételek mellett teljesiil, hogy

A Vady (Ve < 2)(3y' < y)v(e',y).
Bizonyitds. Legyen a bizonyitandé formula
O(x) :=Fy(Va' < 2)(3y' < y)v(e',y).

Az x valtozo szerint indukcioval latjuk be, hogy A = Va®(z).
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1. El6szor nézzikk az @ = 0 esetet. Mivel A = VaTyy teljesiil a lemma feltétele
alapjan, ezért létezik olyan y, elem, hogy A = ¥(0,1y0). Az © = 0 esetben a &
formula

®(0) = Jy(va' <0)( Iy < y)v(a'y).

Mivel a modellben z' < 0, ezért 2’ = 0. Legyen y := yo a korlat. Ekkor ' = 0
esetén az y' := yp valasztassal nyilvan y' < y és (0, o) igaz a modellben. Tehat

A= 3(0).

2. Tegylik fel, hogy A |= ®(z). Ez azt jelenti, hogy létezik egy olyan b korlat, hogy

A (Vo' <2)Fy <), y).

Azt szeretnénk belatni, hogy A = ®(x + 1), azaz keresiink egy 1j B korlatot,
amely jo egészen = + 1-ig. A lemma feltétele alapjan létezik olyan w elem, hogy
A E ¢¥(z + 1,w). Mivel A egy aritmetikai modell, a rendezés mentén barmely
két elemnek létezik maximuma. Legyen B := max{b,w}. Ellenérizziik, hogy B
kielégiti-e a ®(x+ 1) feltételeit. Legyen z egy tetszéleges elem, amelyre z < x+1.
Ha z < z, akkor az indukcios feltevés miatt ehhez létezik egy o < b megoldés.
Mivel b < B, ezért 3y’ < B is teljesiil. Tehat a B korlat jo. Ha z = x 4+ 1, akkor
egy megoldas a w elem. A konstrukciéo miatt w < B, igy a B korlat itt is jo.
Ezzel belattuk, hogy létezik olyan B, hogy minden z < z 4 l-re van B alatti
megoldas. Tehat A = @(z + 1).

Mivel az allitas igaz © = 0-ra, és az 6rokldés is teljesiil, igy az A-ban érvényes indukcios
axiomak alapjan A = Vz®(z). Ezzel a lemmat bebizonyitottuk. O

A 14. Lemma jelent6ségét az adja, hogy A nem feltétleniil részstruktaraja N -nek.
Tehét tudjuk definidlni természetes modon egy fiiggvény simitottjat.

15. Definicié. Legyen g : w — w egy tetszbleges leképezés. A g fliggvény simitottjanak
nevezziik azt a g : w — w fiiggvényt, amelyet a kovetkez6képpen definidlunk:

g(x) == max{g(z') : 2’ <z} (z€w).

A jelolések egyértelmiisége végett a tovabbiakban egy tetszéleges g leképezés simitottjat
a g szimbolummal denotaljuk.

Annak érdekében, hogy a simités operacidja a vizsgalt modellek felett is joldefinialt
maradjon, a tovibbiakban feltessziik, hogy a tekintett struktarak kielégitik a Peano-
aritmetika indukcios axiomasémajat.

A definici6 természetessége és analitikus relevancidja kozvetleniil a 14. Lemma
struktirajabol kovetkezik. A lemmaban 1évG y egzisztencialis korlat pontosan a g(x)
simitott értéknek felel meg, amely globalis felsG korlatot biztosit a leképezés Osszes
megel6z6 argumentumahoz tartozo értékére. A (Vo' < z)(3y’ < y) formaélis prefixum
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szemantikai jelentése az, hogy a fiiggvény a dominalt argumentumtartomanyon nem
vesz fel az y korlatot meghalado értéket. A lemma konstruktiv bizonyitasaban szerepld
B = max{b,w} elem definidlasa egzakt modon ezt a simitast realizalta.

A konstrukcio sajatossagabol trividlisan adodik az, hogy minden z € w argumen-
tumra fennall a g(x) < g(z) egyenl6tlenség. Tovabba a maximumképzés garantalja,
hogy a ¢ fliggvény globalisan monoton noévekvé tulajdonsaga lesz.

F-majdnem minden i € w argumentumra fenndll a g, (i) > i relaci6. Amennyiben
ezen als6 korlat nem érvényesiilne, gy az iteralt kompozicidok képzésével elGallithato
lenne egy alabbi alakt lanc a monotonitas miatt:

amely a természetes szamok halmazan egy végtelen, szigortian monoton csékkené so-
rozatot definidlna. A Jolrendezési Tétel értelmében azonban az w halmaz a standard
rendezésre nézve jolrendezett, igy ilyen végtelen leszallo ag létezése ellentmondéasra
vezet.

16. Lemma. Legyen g : w — w eqy tetszdleges leképezés. Ekkor a g fligguényhez tartozo
g simitott fligguény adja meg azt a minimdlis monoton novekvd majordlo figgvényt,
amelyre a g(x) < g(x) reldcid minden x € w pontban teljesiil.

Bizonyitds. Csak a minimalitast kell beldtunk. Legyen h : w — w egy olyan monoton
novekvs fiiggvény, hogy minden = € w esetén g(z) < h(z). Azt kell megmutatni,
hogy minden z € w esetén g(x) < h(x). Legyen x € w rbgzitett. Mivel h monoton
novekvd, ezért minden z' < x esetén h(x') < h(z) teljesiil. Mivel minden z € w
esetén g(z) < h(z), ezért minden 2’ < x esetén g(x') < h(z') < h(x) teljesiil. Ebbdl
kovetkezik, hogy

g(z) = max{g(0),9(1), ..., g(z)} < h(x).

Mivel © € w szabadon vélasztott volt, ezért tetszéleges © € w esetén g(x) < h(z)
teljesiil. O

A kovetkezd fontos lemma azt mondja ki, hogy egy regularis létra alatt 1évé fiiggvény
simitasa nem jar semmilyen koltséggel.

17. Lemma. Legyen Fr := (fn,n € w) egy reguldris létra, h : w — w egqy tetszdleges
figguény. Ekkor a kévetkezd dllitdsok ekvivalensek:

1. h < F¥x;

2. h < Fr.
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Bizonyilds.

1.= 2.: Mivel h < Fpr, ezért létezik olyan n € w természetes szadm, hogy F-majdnem
minden i-re

h(i) < fu(i). (1.16)

A 16. Lemma és (1.16) miatt, és mivel az Fr létra monoton, ezért F-majdnem
minden i-re

h(i) < h(3) < fald) (1.17)

teljesiil. Mivel Fx egy létra, ezért (1.17) miatt F-majdnem minden i-re
Tehat h < Fr teljesiil.

2. = 1.: Mivel h < Fy, ezért létezik olyan n € w természetes szam, hogy F-majdnem
minden i-re

h(i) < fa(i) (1.18)

A 16. Lemma miatt F-majdnem minden i-re
h(i) < h(i) (1.19)

teljesiil. Tgy a (1.18) és (1.19) egyenldtlenségek alapjan h < Fr teljesiil.

1.4. Formulak igazsiga kezdészeletekben

Jelen alfejezet célkitiizése egy egzakt sziikséges és elégséges feltételrendszer megfogal-
mazéasa arra vonatkozoan, hogy egy tetszéleges V3-formula milyen feltételek mellett
valik igazza egy adott 1étrahoz, illetve specialisan egy regularis létrahoz tartozo kezdo-
szelet felett. A tagabb analitikus cél egy olyan reguléris létra generdlasa, amely altal
indukalt kezd&szelet modellje egy elére rogzitett formulanak. Az alabbi eredmények
ezen konstrukcidhoz szolgaltatnak eszkozoket.

18. Allitas. Legyen ¢ := Ya3yy (ahol ¢ € %4) eqy rogzitett V3-formula. Tekint-
stink tovdabbd eqy Fr = (fn, : n € w) létrdt, és legyen az A struktira az Fr létrihoz
tartozd azon kezddszelet, amely egyidejileg valodi részstruktirdjdat is képezi az N |F
ultrahatvanynak. Ezen feltételek mellett az aldbbi két dllitds ekvivalens:

1. AE;

2. minden h :w — w figguény esetén ha h < Fr, akkor g, o h < Frr.
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Bizonyilds.

1.=2.:

2.=1.:

Vegyiink egy olyan ¢ := Vax3Iyy (v € ¥g) VI-formulat, hogy A = ¢. Rogzitsiink
egy olyan h : w — w fiiggvényt, hogy h/F € A, azaz h < Fr. Mivel A | ¢,
ezért a h fliggvényhez talalhato egy olyan b’ : w — w fiiggvény, hogy A’ < Fr és

Al o[h)F 1) F. (1.20)

A minimélis Skolem-fiiggvény definicioja és (1.20) alapjan F-majdnem minden
i-re

9o(h(i)) < 1'(4) (1.21)

teljesiil. Mivel h' < Fr, ezért létezik olyan n € w természetes szam, hogy F-
majdnem minden i-re

h'(i) < fo(i). (1.22)
Igy az (1.21) és (1.22) egyenlétlenségek alapjan g, o h < Fi.

Legyen h : w — w egy olyan rogzitett fiiggvény, hogy h/F € A, azaz h < Fr. A
feltétel alapjan g, o h < Fr is teljesiil. Igy

AE¢h/F, (g,0h)/F)]
teljesiil. Mivel h tetsz6leges volt, ezért az 1. pont teljesiil.

O

Vizsgalataink szempontjabol kitiintetett jelentGséggel bir az a specifikus eset, ami-

kor a vizsgalt struktiara egy regularis létrahoz tartozé kezdGszelet. Ezen strukturak
viselkedését formalizalja a soron kovetkezs tétel. A tétel levezetése szervesen tamasz-
kodik a 18. Allitas eredményére.

19. Tétel. Legyen ¢ := VxIy (ahol v € Xy) egy tetszdleges YI-formula. Tekintsiink
tovabbd eqy Fr := (f, : n € w) requldris létrdt, és jelolje A az Fr requldris létrdhoz
tartozo kezddszeletet. Ezen feltételek mellett az aldbbi két dllitds ekvivalens eqymdssal:

1. Al ¢;
2. g‘ﬁ < Fr.

Bizonyilds.

1.=2.:

A 17. Lemma alapjan elég belatni, hogy g, < Fr. Tekintsiik a

h:w—w h(i):=1
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fiiggvényt. Ekkor h < Fr, ugyanis a szuperkvadratikussag miatt 1étezik olyan
m € w természetes szam, hogy F-majdnem minden i-re

h(i) =i < i* < fu(4).

Igy a 18. Allitas miatt g, 0 h < Fris teljesil. Ez azt jelenti, hogy létezik egy
olyan n € w természetes szam, hogy F-majdnem minden i-re

9 (h(2)) < fu(d). (1.23)
Tovabba a h fiiggvény értelmezése alapjan minden i-re
96 (i) = gy (h(i)) (1.24)

gy az (1.23) és (1.24) dsszetétele utan kapjuk, hogy F-majdnem minden i-re

9o (1) < fald)
teljesiil. Tehat g, < Fr.

: Tegytik fel, hogy g, < Fr. Legyen h : w — w egy olyan fiiggvény, hogy h < Fr.

Ekkor a 17. Lemma alapjan h < Fr is teljesiil. A 6. Lemma eredményét felhasz-
nalva g, és h fiiggvények monotonitasa alapjén létezik olyan m € w természetes
szam, hogy F-majdnem minden i-re
3,R(0) < Fuli). (129

A simitas definicioja szerint F-majdnem minden i-re g, (i) < g,(4) teljesiil, ezért
9o (M(i)) < g,(h(i)) F-majdnem minden i-re. Mivel g, monoton névekvs, és
F-majdnem minden i-re h(7) < h(i), ezért F-majdnem minden i-re

9¢(h(i)) < G, (h(1) < G, ((7)). (1.26)
Tgy az (1.25) és (1.26) egyenlStlenségek szerint g,oh < Fr. Mivel h : w — w egy
tetszGleges fiiggvény volt, ezért a 18. Allitas alapjan A = .

]

1.5. Regularis 1étrak generalasa

A 19. Tétel allitdasanak alkalmazasahoz elengedhetetlen egy megfelels regularis 1ét-
ra generalasa. Egzaktul megfogalmazva: egy olyan Fr létra elGallitasa a cél, amely
dominalja a ¢ formuldhoz tartozé simitott minimélis Skolem-fiiggvényt. Kézenfekvs
analitikus megkozelitésnek tiinhet a struktira valamely létrafokanak oly médon torté-
né megvalasztasa, hogy az 6nmagaban is majoralja a g, leképezést. Felmeriil a kérdés,
hogy ezen feltétel 6nmagaban elégséges-e a regularis létra elGallitasahoz. A valasz ne-
gativ; a puszta dominancia elégtelenségének indoklasat és analitikus korlatait a soron
kovetkez6 lemma formalizélja.

19



20. Lemma. Legyen Fr := (f,,n € w) egy reguldris létra. Ha g : w — w egy olyan

monoton novekvd fiigguény, hogy g < Fr, akkor minden N > 1 természetes szdm esetén
(V)

g < Fr.

Bizonyitds. Az N szerinti indukciéval bizonyitjuk. Az N = 1 esetben készen vagyunk
a g < Fr feltétel alapjan. Tegyiik fel, hogy N > 1 rogzitett természetes szdm esetén
g < Fr teljesiil. Azt kell belatnunk, hogy ¢¥*Y) < Fr is teljesiil. Mivel g monoton
névekvs, ezért ¢MV) is monoton névekvés. Igy a 6. Lemma miatt ¢¥) o g < Fir. Tehat
gVt < Fr. Ezzel az indukciot befejeztiik. O

A korabbiak értelmében a simitott minimalis Skolem-fiiggvény majoraldsa 6nma-
gaban elégtelen feltétel; a generald strukturanak meg kell haladnia annak névekedési
rendjét. Egy kézenfekvs analitikus megkozelités szerint a keresett reguléris létra fo-
kait kozvetleniil a simitott Skolem-fiiggvény iterélt kompozicidiként célszeri definidlni.
A probléma élesitésével adodik a kérdés: lehetséges-e egy olyan reguléris 1étra expli-
cit konstrukcija, amelynek fokait egzakt modon a g, leképezés kompozicios hatvanyai
alkotjak? Ezen kérdés megvalaszolasa céljabol a kovetkezékben egy egzakt feltételrend-
szert adunk amely meghatarozza, hogy egy tetszGleges alapfiiggvény és annak iteraltjai
milyen analitikus kritériumok egyideji teljesiilése esetén generalnak regularis 1étrat.

21. Allitas. Legyen F C P(w) egy nemfd ultraszird, tovdbbd legyen g : w — w egy
olyan figguény, amely a kiévetkezdket teljesiti:

(i) g monoton névekvd;
(i1) F-majdnem minden i-re g(i) > i;

(iii) létezik olyan m € w természetes szdm, hogy F-majdnem minden i-re g™ (i) >

a(i).

Ekkor az Fr == (g™, n € w) figgvénycsaldd egy reguldris létra, amelyet a g fiigguény
altal generdlt reguldris létranak neveziink.

Bizonyitds. Legyen F C P(w) egy tetsz6leges nemfs ultrasziirs. ElGszor belatjuk,
hogy a (¢™,n € w) fiiggvénysorozat egy létra F szerint. Ehhez azt kell latni, hogy
minden n € w természetes szdm esetén F-majdnem minden i-re g™ (i) < g™+ (5).
Az n = 0 esetben igaz ez az egyenlGtlenség, ugyanis a (ii) tulajdonsag alapjan F-
majdnem minden i-re ¢(® (i) < g™ (i) teljesiil. Ha rdgzitett n € w természetes szamra
F-majdnem minden i-re g™ (i) < ¢"*V (i), akkor az (i) tulajdonsag miatt F-majdnem
minden i-re
9(g™ (@) < g(¢" M (@)

[gy F-majdnem minden i-re ¢"*V(i) < g2 (7). Tehat az indukcié miatt Fr :=
(g™ n € w) fiiggvénysorozat valoban egy létra.
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Most belatjuk, hogy Fr regularis. Egyrészt F'r monoton az (i) tulajdonsag miatt.
Masrészt F'r kompoziciora zart, mert rogzitett n € w esetén F-majdnem minden i-re

g™ o g™ (i) = 9@ (i) < g#" V().
Végiil F'r szuperkvadratikus a (i) tulajdonsig miatt. O
Felmeriilhet a kérdés, hogy a feltételrendszer fiiggetlen-e. A valasz nem.

22. Allitas. Ha eqy g : w — w fiigguény teljesiti az (i) és (i) feltételeket, akkor
teljesiti a (ii) feltételt is.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekten, hogy (ii) nem igaz. Ez azt jelentené, hogy F-
majdnem minden i-re g(i) < i. Mivel g monoton névekvd, ezért F-majdnem minden
i-re g(g(i)) < g(i) < i. Ezt m-szer iterdlva kapjuk, hogy F-majdnem minden i-re
g™ (i) < i. Azonban F-majdnem minden i-re i < 2, igy F-majdnem minden i-re
g™ (i) < i% adédik. Ez ellentmond a (iii) feltételnek. O

A regularis létrakat general6 feltételrendszer vizsgalatabol kozvetleniil adodik, hogy
egy tetszlleges formuléhoz tartozo g, simitott minimalis Skolem-fliggvény iteracioi on-
magukban nem feltétleniil alkotnak regularis 1étrat. Ezen analitikus korlat demonstra-
lasara tekintsiik az alabbi ellenpéldékat:

1. A ¢(z,y) := (x = y) formuldhoz tartozé simitott Skolem-fiiggvény az identi-
tasleképezéssel egyezik meg. Ez a leképezés megsérti mind a (ii), mind a (iii)
kritériumokat.

2. Ezzel szemben a ¢(x,y) := (v = y + 1) formuldhoz tartozo simitott Skolem-
fiiggvény (amely a rakovetkezés-fiiggvényt reprezentélja) kizarolag a (iii) feltétel-
nek nem tesz eleget.

23. Tétel. Legyen ¢ egy Y3-formula. Ekkor
Fr = (a0 5,())",n € w)

eqy reguldris létra barmely F C P(w) nemfd ultraszirdre, amelyhez tartozo kezddsze-
letben 1gaz .

Bizonyitds. A 22. Allitas szerint csupan a 21. Allitas (i) és (iii) tulajdonsdgait kell
leellendrizni a aog (i) fiiggvényre. Legyen F C P(w) egy régzitett nemfs ultrasziirére
Mivel g, és o monoton novekvéek, ezért a o g, monoton névekvs. Mivel F-majdnem
minden i-re g,(7) > 4 és o monoton novekvd, ezért F-majdnem minden i-re

aog,(i) > afi) (1.27)
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Mivel F-majdnem minden i-re 2 > i+ 1, ezért (1.27) alapjan F-majdnem minden i-re
aog,(i) >i+1 (1.28)
Az (1.28) igaz marad az i = a0, (i) behelyettesitéssel is, igy F-majdnem minden i-re
a(i) < a(i)+1<aog,(i)+1 < (aog,)?(i).
Tehat F-majdnem minden i-re (o0 g,)@ (i) > a(i). Ezzel belattuk, hogy
Fri= (@05, n € w)

egy regularis létra.
A 19. Tétel alapjan még annyit kell belitnunk, hogy g, < Fr. Ez viszony nyilvin-
valo, mert g,(7) monotonitasa miatt F-majdnem minden i-re

9,(1) < 7o(0) = a0 g,(i).
]

A megfelel§ regularis létra létezésének igazolasat kovetGen természetes kérdésként
meriil fel a konstrukcio egyértelmiisége, illetve az alternativ generalasi modok hatésa.
Tekinthetiink példaul olyan transzforméciokat, mint az eredeti létra additiv eltolé-
sa, vagy a generatorfliggvény iteralt kompozicios hatvinyra emelése. Modellelméleti
szemponthol az elsd vizsgalati kérdés nem maguknak a létrafokoknak a pontonkénti
eltérése, hanem az altaluk indukalt kezddszeletek halmazelméleti megegyezése. Ezen
viszony leirasara vezetjiik be az alabbi fogalmat.

24. Definici6. Legyenek Fr := (f, : n € w) és Fr := (f], : m € w) tetszéleges létrak.
Azt mondjuk, hogy az Fr létra kofinalis az [ 1étraban, ha minden m € w természetes
szamhoz létezik egy n € w természetes szam, hogy F-majdnem minden i-re

f (@) < fuld).

Tovabbé azt mondjuk, hogy az Fr és az F% létrak egymasban (vagy masképpen: kol-
csonosen) kofinalisak, amennyiben Fr kofinalis az F- 1étraban, és F is kofinélis az Fir
létraban.

Konnyen igazolhato, hogy a kdlesénos kofinalitas relacioja egy ekvivalenciarelaci-
Ot definial a létrak osztalyan. Ezen ekvivalenciaosztalyok modellelméleti invariansat
formalizélja a soron kovetkezd allitas.

25. Allitas. Ha Fr = (f, :n € w) és Fly:= (f) : m € w) egymdsban kofindlis létrdk,
akkor a hozzdjuk tartozo kezddszeletek megegyeznek.
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Bizonyitds. Csak azt bizonyitjuk, hogy {a € “w/F :a < Fr} C {a € Yw/F :a < FL},
ugyanis a masik tartalmazast hasonléan lehet bizonyitani. Legyen a € “w/F olyan,
hogy @ < Fr. Mivel @ < F7, ezért létezik olyan n € w természetes szam, hogy
F-majdnem minden i-re

a(i) < fuli). (1.29)
Mivel F7 kofinalis F'r-ben, ezért létezik olyan m € w természetes szam, hogy F-
majdnem minden i-re

(i) < fra(2). (1.30)
Igy az (1.29) és (1.30) egyenlStlenségek alapjan

a(i) < fr(0).
Tehat @ < F% teljesil. ]

Természetes modon meriil fel a kérdés: lehetséges-e egzakt modon jellemezni azon
fiiggvények osztalyat, amelyek barmelyike altal generalt regularis létra kolesonosen ko-
finalis az ((a o gw)(") :n € w) strukturaval? Egy ilyen osztalyozas megadasa valoszi-
niitlen, tekintettel arra, hogy a g, minimélis Skolem-fiiggvény egy absztrakt, mind a
valasztott modellt6l, mind pedig a vizsgalt formula struktarajatol fiiggs leképezés. En-
nek ellenére konstruktiv példdkon keresztiil megmutathato, hogy a kofinalitast meg6rzo
miiveletek és az altaluk generalt fiiggvények tipikusan milyen format oltenek.

26. Példa. Haromfajta képzési modot adunk meg, hogy hogyan tudunk az oo g,
fiiggvényt tgy attranszformalni, hogy a transzformalt altal generalt 1étrahoz tartozo
kezd&szelet megegyezzen az eredetivel.

1. Az egyik kézenfekv§ transzformacié a generatorfiiggvény eltolasa egy konstanssal,
ugyanis a aog, novekedése legy6zi a konstans novekedését. Tehat barmely n € w
esetén
aog,(i) +n

egy megfelel§ generatorfiiggvény. Mivel a o g, szuperkvadratikus, ezért az
aog,(i)+1

fiiggvény is mikodik.

2. Egy maésik megoldas, hogy magéit a generatorfiiggvény kompoziciés hatvanyat
vessziik, amellyel generdljuk a regularis létrat. Ez annyit tesz, hogy a meglé-

v6 létrakbol elvesziink létrafokokat, de lényegében ugyanarrol a létrarél van szo
kofinalitas erejéig. Tehat barmely ¢ € w \ {0} esetén

(a07,) (i)

egy megfelel§ generatorfiiggvény.
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P

w természetes szamhoz létezik m € w, hogy f, < f/.. Ehhez az m € w természetes
szamhoz létezik n' € w, hogy f! < fu. Tehat f, < fl < f. egyenl6tlenség
sorozatot kapjuk. Tehat egy olyan F := (f/ :m € w) létrat keresiink, hogy
minden n € w-hoz létezik olyan m € w, hogy F-majdnem minden i-re

(a0g,)" () < (i) < (@07g,)"(0)

valamilyen n’ > n természetes szamra. Nyilvan ez az eset lefedi a fenti kettd
esetet. Viszont a fenti formula egy kovetkezménye, hogy fel tudjuk emelni a
letrat a foldrsl. Azaz f'm := (ao yw)<m+a) is egy megfelel§ létra foka barmely
a € w esetén.

A fenti 3 esetet megfigyelve a kovetkezd transzforméaciok végezhetGek el a létraval:
fali) = (@0 g, )" (i) + 0 (c,a,n € w);

fn(i) :=(ao ﬁcp)(m“‘) (i)+i (c,a € w).

Az eddigi vizsgalataink soran egyetlen, rogzitett V3-formula esetét néztiik. A soron
kovetkezd célkitiizés ezen eredmények kiterjesztése egy véges formulahalmazra. A fel-
adat egy olyan F'r regularis létra konstrukcidja, amely egyidejiileg dominélja az Osszes
vizsgélt formuldhoz tartozé simitott minimalis Skolem-fiiggvényt, vagyis teljesiti a

gwo’gkpl’ o ’gwgq < Ff

feltételrendszert. Ezen majoralasi probléma megoldasat tgy nyerjiik, hogy képezziik
az egyes formulakhoz tartozo generatorfiiggvények pontonkénti maximumat, majd ezen
1j, egyesitett leképezést alkalmazva generaljuk a megkovetelt regularis létrat.

27. Definici6. Legyen adott a go, g1, ..., gk—1 : w — w leképezések (ahol k € w). Ezen
figgvényrendszer pontonkénti maximumat, amelyet a \/,_, ¢ : w — w operatorral
jeloliink, az aldbbi hozzérendelési szaballyal definialjuk:

(\/ gl> (i) ;== max{g/(i) : | < k} (i € w).

28. Allitas. Tekintsik Y3-formuldk eqy tetszéleges véges rendszerét, melyet jeléljon
00y P1, -+, Pr-1 (ahol k € w). Ezen feltételek mellett az iterdlt kompozicidk dltal gene-

ralt
(n)
F;::<(\/ozo§(pl) :n€w>
1<k

fiigguényrendszer egqy olyan reguldris létrat definidl, amelyhez tartozo kezddszeletben,
mint modellelméleti struktiurdban, egyidejileg igaz a g, ©1,. .., 01 dllitdsok mind-
eqyike.
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Bizonyitds. Mivel mindegyik g, fiiggvény monoton névekvd, ezért \/,_, aog,, monoton
novekvs. A 23. Tétel szerint a0 g, egy reguléris létrat generdl, ezért F-majdnem
minden i-re

(m)
(\/a O?w,> > (a0 G,,) "™ (i) > ali).

I<k

Tehat Fr valoban egy regularis létra. Az utolso allitas igazolasara csak annyit kell
megfigyelni, hogy minden 0 <[ < k — 1 esetén F-majdnem minden i-re

9y (i) S aog, (i) < (\/040%> (4).

<k

fgy minden 0 < [ < k — 1 esetén 9, (1) < Fr. Tehdt a 19. Tétel alapjin A |=
P05 Py wees Ph—1- [l
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2. fejezet

A Féeredmény bizonyitasa

Az 1.1. alfejezetben el6rebocsatott fGeredményiinket,a korabban kidolgozott fogalmi
apparatusra tamaszkodva, az alabbiakban tételként is formalizaljuk.

29. Tétel. Tetszbleges véges ¥ C TH(N) formulahalmazhoz van egy olyan Fx létra
valamely F C P(w) nemfd ultraszirdre vonatkozdan, amelyre igaz, hogy barmely ¢ V3-
formula esetén a X 1= 1) levezethetdség ekvivalens a gy, < Fr dominancia teljestilésével.

A tétel igazoldsanak stratégidja a kovetkezd. Rogzitsiink egy tetszéleges véges
¥ C TH(N) formulahalmazt, valamint egy F C P(w) nemf ultrasziir6t. A bizo-
nyitas soran a keresett strukturaként az 1.5. alfejezetben konstrudlt reguléris 1étrat
alkalmazzuk. Ezen valasztast a 19. Tétel alapozza meg, amely kimondja, hogy egy
tetsz6leges Vi-formula egy adott kezd@szelet feletti érvényessége ekvivalens azzal a
feltétellel, hogy a formuldhoz tartozo simitott Skolem-fiiggvényt dominalja a szoban
forgo létra. Rogzitsiink tehat egy tetszdleges ¢ alakt V3-formulat; a bizonyitas célja a
Y1 <= gy < Fr logikai ekvivalencia igazoléasa.

2.1. Formulahalmazok szeparalasa regularis létrakkal

A levezetést a = implikacio iranyanak kezdjiik, amelyhez indirekt bizonyitasi stratégiat
alkalmazunk. A szemantikai kdvetkezményfogalom definicioja értelmében a X t/ ¢/ ne-
gativ allitds pontosan azt jelenti, hogy létezik olyan A strukttra, amelyre egyidejiileg
fennall az A = {0, p1,...,0k-1} ¢s az A }= ¢ relacio. A soron kovetkezd allitas-
ban annak modellelméleti és analitikus feltételrendszerét vizsgaljuk, hogy egy reguléris
létradhoz tartozo kezddGszelet miként képes ezen formulahalmazok szeparalasara.
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30. Allitas. Legyenek ©o, ¢1, ..., 0 1, valamint o, i, ..., Y5 1 (ahol k € w) az N
modellben érvényes, nem feltétlendl pdronként killonbozd Y3-formuldk. FEzen feltételek
mellett az alabbi két dllitdas ekvivalens eqymdssal:

1. minden j,1 € {0,1,...,k—1} indexpdr esetén a1); formuldhoz tartozo Ty; simitott

minimdlis Skolem-fiigguény gyorsabban névekszik, mint a ¢, formuldhoz tartozo
Gy, leképezés;

2. létezik eqy olyan Fr requldris létra, amelyhez tartozo A kezddszelet szepardlja a

fenti formulahalmazokat; azaz

"4 ): QD()?A ): P15 7A ): Pk—1,
A b& wow‘l % wla 7“4 bé 1/%71-

Bizonyitds.

1.=2.:

2.=1.:

Tekintsiik a kdvetkez§ reguléris létrat:

(n)
Fr = (\/aoﬁw> ,NEw

1<k
Legyen A az Fr létra altal generalt kezddszelet. Vegyiik észre, hogy minden

[ =0,1,..,k — 1 index esetén g, < Fr teljesiil. Ugyanis F-majdnem minden i-re

o (1) < o (1) < \/ @07, ().
<k

fgy a 19. Tétel alapjan az A kezdészeletben igazak a ¢; (I = 0,1,....k — 1)
formulak. Mar csak annyit kell belatni, hogy a ¢; (j = 0,1,...,k — 1) formulak
nem igazak az A kezdd@szeletben. Az 1. pont alapjan minden [, =0,1,....k — 1
indexre és minden n € w természetes szam esetén F-majdnem minden i-re

950 (i) <7, (0),

igy gy, # Fr minden j = 0,1,...k — 1 esetén. Tehat a ¢; (j = 0,1,...k — 1)
formuldk nem igazak A-ban a 19. Tétel miatt.

Tegyiik fel indirekten, hogy léteznek olyan j,I < k indexek, hogy Gy; nem nd
gyorsabban, mint g, . Ekkor definici6 szerint létezik olyan n € w természetes
szam, hogy F-majdnem minden i-re

Gy, (1) < GW(i). (2.1)
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A 19. Tétel szerint az ellentmondashoz elég annyit belatni, hogy Gy; < Fr. Mivel
AE o (1 =0,1,..,k — 1), ezért a 19. Tétel alapjan g, < Fr. Ekkor a 20.

Lemma szerint §§£) < Fr is teljesiil, igy létezik olyan n; € w természetes szam,

hogy F-majdnem minden i-re

75 (1) < fu(0). (2.2)
A (2.1) és (2.2) egyenlStlenségeket 6sszeolvasva kapjuk, hogy F-majdnem minden

i-re
Gy, (1) < foy (0)-
Ez azt jelenti, hogy Gy; < Fr.

]

Az indirekt bizonyitési eljaras soran alkalmazott X I/ ¢ feltétel tehat ellentmondas-

c s 02

tamaszkodva ez az ellentmondas, ekvivalens médon, a simitott Skolem-fiiggvényre vo-
natkoz6 g, < F7r feltétellel is jelentkezik. Ezen lépést kovetGen egy 6nallo tételben
formalizaljuk a f6eredmény levezetéséhez még fennmarado, ténylegesen bizonyitando
allitast.

31. Allitas. Legyenek o, ¢1,. .., 01,10 az N modellben igaz, pdronként kilonbézd
V3-formuldk, amelyekre fenndll, hogy {@o, ¢1,..., 1} = . Ekkor létezik egy olyan
m € w természetes szam, amelyre véges sok 1 € w kiwételével mindeniitt

(m)
(\/ o O§W> (i) > g, (4).

I<k

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekten, hogy minden m € w természetes szam esetén végte-
len sok 7 € w helyen

(m)
(V o g@l) (1) <7,(2) (2.3)

teljesiil. Definialjuk a kovetkezé halmazokat minden m € w esetén:
(m)
I, := i6w1<\/ao§wl> (1) <gy(i) +1
1<k

Vegyiik észre, hogy minden m € w esetén I, O I, ;. Ugyanis legyen ¢ € [,,.1 egy
rogzitett elem. Ekkor

(m+1) (m) (m)
Gy (1)+1 > (\/ao§w> (i) = (\/aogw> (\/aogw(i)> > (\/ao%) (1)

<k I<k I<k <k
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teljesiil, mivel \/,_ a 09, (i) > g, (i) > i teljesiil véges sok i € w kivételével. Ez
alapjan i € I,,,. Tehat igy kaptunk egy végtelen fogy6 Z := {I,,, : m € w} lancot. Az T
halmazrendszer teljesiti a véges metszet tulajdonsidgot. Ugyanis

Lng N Iy N oo N Ly, = Ly,

ahol mg, my,...,m;_1 (j € w) természetes szamok, és M := max{mg, my,...,m;_1 }. Itt
Iy # O teljesiil (2.3) miatt. Generaljunk az Z halmazrendszerrel egy sz{ir6t, majd ezt
terjessziik ki egy F nemf6 ultrasziirévé. Vegyiik észre, hogy (2.3) alapjan gy gyorsabban
né, mint g, minden ! =0,1,...,k—1 index esetén. Ugyanis rogzitett n € w természetes
szamra végtelen sok ¢ € w esetén

) (1)
g5 (i) < (\/ a O%) (i) < (\/ a 0%) (1) < 7,(1)

i<k i<k

minden [ = 0,1, ...,k — 1 index esetén. Igy a 30. Allitas alapjan a

(m)
F;::<(\/ao§w> ,m6w>
1<k

regularis létrahoz tartozd A kezdGszelet esetén

A ): {(1007 PlLyeees ka—l}7 A l7£ I/)7
ami ellentmond annak, hogy {¢o, ©1, ..., pk_1} = 0. O

2.2. Modellelméleti beagyazas és kofinalis 1étrak konst-
rukcioja

A f6tétel forditott iranyd implikaciojanak igazolasa soran egy olyan A strukturat te-
kintenénk, amelyre A E {po, 1,...,0k_1}. Az A = 1) kovetkezményt kivanjuk bizo-
nyitani. Ezen megkozelités kritikus pontja azonban az a strukturalis bizonytalansag,
miszerint errdl a felvett A modellr6l az nem garantalt, hogy egy alkalmas létrahoz tar-
toz6 kezdGszeletként reprezentalhat6. Ezen hianyzé modellelméleti kapcsolatot, vagyis
a szeparalo tulajdonsag kezddszeletekbe torténd atvihetGségét, formalizélja a soron ko-
vetkez§ allitas.

32. Allitas. Legyen ¥ C TH(N) egy olyan elmélet, amelyre amennyiben N' = Vo
(ahol ¢ € %), gy ¥ F VYap is teljesil. Tekintsink tovdbbd egy tetszdleges A modellt,
amelyre A = % fenndll. Tegyiik fel, hogy @o, ..., on_1,% olyan Y3-formuldk, amelyekre
A E ¢ (minden | < n indexre) és A = . Ekkor létezik egy olyan Fr requldris létra,
amelyhez tartozo B kezddszeletben

Bl g, ...,on1, de Bl
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Bizonyilds.

1. Lépés: Az A modell beagyazasa 'N/F-be. Feltehetjiik, hogy az A
modell megszamlalhato (ha nem az, akkor vegyiik egy megszamlalhato elemi
részmodelljét, amelyben a formulak igazsagértéke nem valtozik). Ekkor A alap-
halmaza felsorolhato egy {ay } ke, sorozattal. Vegyiik A elemeinek egy tetszdleges
véges sok ag,...,a;_; € A elemét és a rajuk vonatkozo igaz Y,-allitasok egy vé-
ges © halmazat. Azt allitjuk, hogy ezek a formulak kielégithetk a standard A
modellben is. Tegyiik fel indirekten, hogy ez nem igaz. Azaz azt tessziik fel, hogy

léteznek olyan ag,...,a; 1 € A elemek és v; formuldk, hogy
,A ): /\ﬁt[ao, e ,al,l],
t<s
de az N modellben nincsenek ilyen tulajdonsagu b, ...,b_; € w szamok. Ezen

feltétel atfogalmazéasa a kovetkezs:

N V... Vo (/\m) :

t<s

A tétel feltétele szerint a Y elmélet bizonyitja az AN -ben igaz univerzalis Y-

allitasokat, igy
Y Vag... Vo, - (/\19t> :

t<s

Mivel A = X, ezért

A ):VZL’()...VZZZZ_l_' (/\1915) .

t<s

Ez kozvetleniil ellentmond a kiindulasi feltételiinknek, miszerint A-ban az aq, . . .,
a;_1 elemekre igazak voltak a 1, allitasok. Tehat minden véges rendszer kielégit-
het6 N-ben. Ekkor minden n € w szamhoz valasztunk egy olyan konfiguraciot
a standard modellben, amely kielégiti a lista elsé n darab 9, ..., 9, ; allitdsat.
Legyen Hy, (0 < k < n) azon indexek halmaza, ahol a ¥ formula igazza vélik
a konstrukcié soran. Ha n > k, akkor a definici6 szerint az n-edik konfigura-
cio kielégiti az els6 n formulat, amiben mar benne van a ¢ is. Tehat minden
0 < k < n esetén
{k+1,k+2,k+3,...} C Hy,.

Mivel minden 0 < k& < n esetén a {k + 1,k + 2,k + 3,...} halmaz kovéges,
ezért létezik olyan F nemf§ ultrasziir§, hogy Hy, € F minden 0 < k£ < n
esetén. Minden a € A elemhez hozzérendelhetiink egy f, : w — w fiiggvényt,
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ami megmondja, hogy az a elemnek melyik természetes szam felel meg az N
modellben az egyes véges konfiguraciokban. Tehéat

B: A= w/F, pla):=fdr

egy beagyazas. Tovabba a t.oé-lemma miatt megbrzi a Yo-formuldk igazségérté-
két. Legyen A’ az A 3 szerinti homomorf képe.

2. Lépés: A kofinalis regularis létra konstrukcioja. Mivel A’ egy meg-
szamlalhato modell, ezért felsorolhatjuk az alaphalmazanak elemeit egy {ax }rew
sorozattal. Egy olyan Fr := (f,,, m € w) létrat szeretnénk alkotni, hogy

1. minden m € w-re f,, monoton névekva;
2. F'r kompoziciora zart;

3. F'r szuperkvadratikus;
4

. minden m € w-hez létezik olyan k € w index, hogy F-majdnem minden i-re
S (1) < (0);
5. minden m € w esetén F-majdnem minden i-re @, (7) < fini1(4).

Hogy szuperkvadratikus legyen a létra inditsuk a négyzetre emelésbél: fo(i) := i2.

Tegyiik fel, hogy az f,, létrafok mar megvan, és teljesiti a feltételeket. A 4.
tulajdonsig alapjan létezik olyan k£ € w index, hogy F-majdnem minden i-re
fm(i) < @(i). Azt szeretnénk, hogy F-majdnem minden i-re G, (1) < fri1(0)
teljesiiljon, igy legyen

w(i) := max{ag(7), amn(7)}-
A w fliggvény még nem biztos, hogy monoton vagy elég gyors, igy vessziik az
w simitottjat. A kompoziciora val6é zartsagra tekintettel legyen az m + 1-edik
létrafok

fmi1 = wow.

Ez a létrafok biztosan monoton névekvs lesz, mivel monoton névekvo fiiggvények
kompozicidja is monoton névekvs. A konstrukeié miatt (f,,, m € w) egy olyan
fliggvénysorozat, amely teljesiti az 1.-5. tulajdonsagokat (habar a kompozicio-
ra valo zartsdg még nem biztos, hogy nyilvanvald els§ olvasasra; ennek preciz
bizonyitasara hamarosan ratériink.) Be kell latnunk, hogy Fr := (fn,m € w)
egy létra. Legyen m € w egy rogzitett természetes szdm. A konstrukcié miatt
F-majdnem minden i-re

S (1) <ax(i) < w(i) <w(0). (2.4)

Vegyiik észre, hogy F-majdnem minden i-re w(i) > i. Ugyanis ha F-majdnem
minden i-re W(i) < ¢ teljesiilne, akkor a kovetkezs sorozatot kapnank:

i >w() >w(w(i) > - >aT™3E) > ...,
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ami egy végtelen, szigorian monoton csokkend sorozat lenne. Ez a Jolrendezési
Tétel miatt lehetetlen. Tehat F-majdnem minden i-re w > i teljesiil. Ekkor (2.4)
alapjan F-majdnem minden i-re

fm(@) <w(i) < (@ ow)(i) = frnyr(4)-

Most ratériink a kompoziciora valo zartsagra. ElGszor tegyiik fel, hogy F-majdnem
minden i-re @, (i) < @y (i). Mivel W = @y, igy F-majdnem minden i-re

Jn(fin (7)) < @ (ar (7)) < ap(@r(i)) = w(w(i)) = frns1 (7).

Most tegyiik fel, hogy F-majdnem minden i-re @4 (i) < @ (7). Mivel @ = @, igy
F-majdnem minden i-re

Fou(Fn(0)) < @ (@ (0)) < Ap(@x(0)) < (@ (0)) = T(W()) = frnra (1)

Tehat az F'r létra valoban zart a kompoziciora. Legyen B az Fr regularis lét-
rahoz tartozo kezddszelet. A kofinalitas alapjan a 25. Allitds miatt a B és A’
alaphalmazai megegyeznek.

3. Lépés: A ¢, formulak igazsaga B-ben. Vizsgaljuk a ¢, := VaIy; (I < n)
formulakat. Azt szeretnénk belatni, hogy B = ¢;. Ehhez a 19. Tétel szerint azt
kell bebizonyitani, hogy g, < Fr. Vegyiink egy tetszSleges b € B elemet. Mivel
B az Fr létra altal generdlt kezdGszelet, ezért létezik olyan n € w természetes
szam, hogy F-majdnem minden i-re

b(i) < ful(i). (2.5)

Mivel 4. tulajdonsig miatt létezik egy olyan k£ € w természetes szam, hogy
F-majdnem minden i-re

fn (i) < ax(i). (2.6)

Osszetéve a (2.5) és (2.6) egyenlétlenségeket kapjuk, hogy F-majdnem minden
i-re

b(3) < Gy (4).

Mivel g, monoton névekvs, ezért F-majdnem minden i-re
G, (0(2)) < 7, (@ (7). (2.7)

Mivel A = ¢, ezért a beagyazas miatt A’ |= ¢;. Igy a 19. Tétel miatt létezik
olyan k' € w természetes szam, hogy F-majdnem minden i-re

Gy, (@, (i) < @y (4). (2.8)

32



Az 5. tulajdonsag alapjén F-majdnem minden i-re
Eik/(z) < fk’+1 (Z) (29)

Osszetéve a (2.7), (2.8) és (2.9) egyenlStlenségeket kapjuk, hogy F-majdnem
minden i-re

T, (7)) < frr1(4).
Tehéat g, ob < Fr. Mivel ez minden b € B-re igaz, ezért a 19. Tétel miatt
B ): @L1-

4. Lépés: A ¢ formula hamissaga. Legyen ¢ := VaIyyy (1 € Xg). Most
belatjuk, hogy B [~ . Mivel A [ 1, ezért A’ = 1. Igy van olyan a € A’, hogy
minden y € A" elem esetén

A" = —ibgla, y]. (2.10)

Rogzitsiik le egy ilyen a € A’ elemet. Azt szeretnénk belatni, hogy minden b € B
elem esetén B £~ iyla,b]. Tegyiik fel indirekten, hogy van olyan b € B, hogy
B = tla,b]. A (2.10) alapjan a 14. Lemma alkalmazva kapjuk, hogy

A EVyAz(Vy < y)(3x" < )bl ], (2.11)

ahol z = a. Mivel A’ és F'r egyméasban kofinalisak, ezért van olyan ¢ € A’, hogy
c > b, és (2.11)-et y = c-re alkalmazva minden y' < ¢ elem esetén létezik olyan
a’ < a elem, hogy

AI ): _‘1/10[GI> y]
Mivel 1y € ¥y, és a § bedgyazas ¥p-elemi ezért F-majdnem minden i-re minden
y < ¢; elemhez

N E ~tofal. ) (2.12)

Masrészt mivel ¢y € ¥g, ezért F-majdnem minden i-re N = 1/)0[6i,3i]. Tovabba
¢ > b miatt majdnem minden i-re b; < ¢;, ami ellentmond (2.12)-nek.

O

A megel6z6 konstrukciok garantaljak, hogy a vizsgalataink soran elegendé kizarolag
egy regularis létrahoz tartozo kezdGszelet modelljére szoritkoznunk; a bizonyitas befeje-
zéséhez a g, < F'r dominancia igazolasa sziikséges. Ezen &llitas levezetéséhez indirekt
bizonyitasi stratégiat alkalmazunk, azaz feltessziik, hogy g,, £ Fr relacio. Ezen indi-
rekt feltevésre tamaszkodva formalizaljuk a soron kovetkezg &llitast, melynek sikeres
igazolasa teljessé teszi az eredeti 29. Tétel bizonyitasat is.

33



33. Allitas. Legyenek o, o1, ..., vp 1,7 az N modellben érvényes, pdaronként kilonbo-
20 NYA-formuldk. Tegyiik fel tovabbd, hogy van eqy olyan m € w iterdcids index, amelyre
véges sok 1 € w kivételével mindenditt

(m)
(VO‘O%> (1) > 7, (2). (2.13)

I<k

Ekkor {©o, ©1, ..., pr_1} F ¢ teljesiil.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekten, hogy {®o, ©1, .., pr_1} I/ ¥. Ekkor barmely A struk-
tarara, amelyre A = ¢, 1, ..., pr_1, az teljesiil, hogy A F£ . Rogzitsiink egy ilyen
A struktarat. A 32. Allitas alapjan létezik olyan Fr := (f,,n € w) regularis létra,
hogy ha B az Fr regularis létrahoz tartozo kezddszelet, akkor B = g, @1, ..., on_1, de
B 4. A 19. Tétel miatt g,,9,,,-9,,_, < Fr. A szuperkvadratikussig miatt
a < Fr, igy a 6. Lemma alapjén aog, ,a0g, ,..,ao0g, < Iz Tehat

\/ozogw < Fr
<k

is teljesiil. A 20. Lemma alapjan

(m)
(\/a o§w> < Fr.

i<k

Megjegyezziik, hogy itt az m € w természetes szam ugyanaz a szam, ami (2.13)-ban
szerepel. Tehat létezik olyan n € w természetes szam, hogy F-majdnem minden i-re

(m)
(\/aoﬁw) (1) < ful9).

i<k

Ekkor (2.13) alapjan F-majdnem minden i-re

Gy (1) < fuli).

Ez viszont azt jelenti, hogy g, < Fr, ami ellentmond azzal, hogy B %~ ¢ a 19. Tétel
miatt. O

A 33. Allitas igazolasaval a kitiizott ceélt elértiik. Mig a megeléz6 tétel egy véges
formulahalmaz szerepelt, ezen eredmény (a Kompaktsagi Tétel modellelméleti alkal-
mazasaval) természetes modon kiterjeszthets tetszéleges, akar végtelen elméletekre is.
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34. Kovetkezmény. Legyen ¥ C TH(N) egy tetszdleges formulahalmaz, tovdbbd 1
eqy, az N modellben érvényes Y3-formula. Ezen feltételek mellett az aldbbi két dllitds
ekvivalens egymdssal:

1. Sk

2. létezik egy olyan X' := {@o, 01, ..., 0k_1} C X wvéges formulahalmaz, amelyhez
létezik olyan m € w természetes szam, hogy véges sok kivételével minden 1 € w

esetén (\/l<k o §%)(m) (1) > Gy(i).

Bizonyitas.

1. = 2.: A Kompaktsagi Tétel miatt létezik olyan ¥’ C ¥ véges formulahalmaz, hogy
Y Foap. Legyen Y/ := {g, @1, ..., on—1}. A 31. Allitas alapjan pedig létezik
olyan m € w természetes szam, hogy véges sok kivételével minden ¢ € w esetén

(Vg0 gwi)(m) (1) > g, (4).

2. = 1.: A 33. Allitas alapjan ¥/ 1 teljesiil. Mivel ¥/ C &, ezért & F 1 is teljesiil.

2.3. A dedukci6 algebrai variansai

Az eddigiekben igazolt fGeredményiink (29. Tétel) és annak kiterjesztése (34. Ko-
vetkezmény) megteremtették az ekvivalenciat a levezethetség és a simitott minimalis
Skolem-fiiggvények dominancidja kozott. A dedukcié mélyebb vizsgalata, valamint a
majoralasi feltételek absztraktabb, halmazelméleti és algebrai kezelése céljabol a ko-
vetkezGkben a fGtétel kiillonb6z6 variansait fogalmazzuk meg.

Ezen tjabb megkozelitések, elséként a 35. Allitasban kimondott 1. varians, preciz
targyalasahoz elengedhetetlen a korabban alkalmazott aszimptotikus egyenlGtlenségek
formalis tomoritése, illetve egy, az adott ultrasziir6hoz tartozé "majdnem mindeniitt”
tipusi parcialis rendezés bevezetése.

Vezessiik be az alabbi dominalasi relaciot: jelolje a <z b azt, hogy az a(i) < b(i)
egyenlGtlenség F-majdnem minden i-re teljesiil. A kovetkez6kben rogzitsiik a ¥ =
{¢1,..., 00} C TH(N) V3-formulakbol all6 formulahalmazt. Tegyiik fel tovabba, hogy
¢ egy olyan V3-formula, hogy N [ .

35. Allitas. Legyen gy : w — w egy olyan generdtorfiggvény, amely eqy rogzitett
F nemfd ultraszirdre vonatkozoan generdlja az Fr = (g(()k) . k € w) reguldris létrat.
Amennyiben minden i € {1,...,n} index esetén fenndll, hogy Gy <F Yo, €s egyidejileg
telyesil, hogy ¥ = 1, akkor létezik egy olyan m € w tlermészetes szdm, amelyre a
Gy <F g(()m) egyenlitlenség is érvényesiil.
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Bizonyitds. Legyen A az Fr reguléris létrahoz tartozo kezd@szelet. Mivel gy pontosan
Fr els6 foka és g,, <r go, ezért g, < Fr. Tehdt a 19. Tétel szerint minden i-re
A | ¢, azaz A = 3. Mivel & F ¢, ezért a Teljességi Tétel miatt ¥ = ¢». Mivel az
el6bb lattuk, hogy A = X, ezért A |= 1 is teljesiil. Ekkor a 19. Tétel miatt g, < Fr,

ami azonos azzal, hogy létezik olyan m € w természetes szam, hogy g, <r g(()m). O

Tehét a levezethetGség garantalja a konkliziohoz tartozé majorans fiiggvény korla-
tossagat a generdtorfiiggvény valamely véges iteraltja altal. Ezen tulajdonsag mélyebb,
halmazelméleti karakterizaldsa érdekében célszeri vizsgalni azon leképezések osztalyat,
amelyek egyszerre dominaljak a generalt 1étra Gsszes fokat.

36. Definici6. Tegyiik fel, hogy a gy : w — w leképezés, egy rogzitett F nemfs
ultrasztirére vonatkozoan, generélja az F'r := <g(()n) : n € w) reguldris létrat. Definialjuk
az alabbi halmazt:

S(go) =={k €e“wVn ew: g(()") <rk}.

37. Allitas. Tegyiik fel, hogy a go : w — w leképezés, eqy rogzitett F nemfd ultraszirdre
vonatkozdan, generdlja az Fr = (93" : n € w) requldris létrdt. Teqyiik fel tovdbbd, hogy
minden i € {1,...,n} esetén g, <z go. Ha X ), akkor g, ¢ S(go)-

Bizonyitds. A feltételek alapjan minden i € {1,...,n}-reg, <z goés X I 1, igy a 35.
Allitas miatt 1étezik olyan m € w természetes szam, hogy g, <r g(()m).

Tegyiik fel indirekten, hogy g, € S(go). Az S(go) halmaz definicioja szerint ekkor
minden n € w esetén g((]n) <r G, teljesiilne. Mivel F létra, ezért g, <r g(()m) <r g(()m+1).

Definialjuk a kovetkez6 halmazokat:
L={icw:g,() <™ @)}y eF, L={icw:g"™M()<7,0()}eF

Azonban [; és I, egymés diszjunkt komplementerei az w halmazon. Egy ultrasziirg
definiciojabol adodik, hogy nem tartalmazhat egyszerre egy halmazt és annak komp-
lementerét. Ez ellentmondéas. Tehat az indirekt feltevés hamis, amivel belattuk, hogy

Gy & S(90)- O

A 37. Allitas targyalt lokalis, egyetlen rogzitett generatorfiiggvényre vonatkozo
korlatossag altalanosithato a vizsgalt 3 elmélet egészére. Annak érdekében, hogy a de-
dukciot egy globalisabb, absztrakt halmazelméleti keretben vizsgalhassuk, a korabban
bevezetett S(go) operator mintajara definialjuk a teljes véges formulahalmazhoz tarto-
z0 fels6 korlatok osztalyat, az S(X) halmazt. Ezen j halmaz bevezetése megteremti
az alapot a f6eredmény harmadik varidnsanak kimondasahoz, amely a levezethet&séget
egy tisztan halmazelméleti relaciéra vezeti vissza.
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38. Definicid. Rogzitsiink egy tetszéleges F nemfs ultrasziirGt. Definialjuk az S(X) C
P(“w) halmazt oly moédon, hogy k € S(X) pontosan akkor teljesiil, ha létezik egy olyan
go : w — w generatorfliiggvény, amelyre érvényesiilnek az alabbi feltételek:

1. minden i € {1,...,n} esetén g, <z go;

2. minden n € w természetes szam esetén g\” <7 k.

39. Allitas. Ha X &<, akkor birmely k € S(X) fiigguény esetén Gy <r k.

Bizonyitds. Mivel k € S(X), ezért az 1. feltétel alapjan minden ¢ € {1,...,n} esetén
9y <7 go. Tovabba X - 4, igy a 37. Allitas miatt létezik olyan n € w természetes
szam, hogy 7, <r g™, A 2. feltétel alapjan ¢ <r k, igy Gy <r k teljesiil. O

A dedukci6 és a korlatok kozotti kapcesolat mélyebb, absztrakt algebrai jellemzése
érdekében a vizsgalt strukturdkat egy formalis relacios keretrendszerbe agyazzuk. Az
alabbi definiciokban bevezetett operatorpar megteremti az alapot annak igazoldsihoz,
hogy a szintaktikus levezethetGség és a minimalis Skolem-fiiggvények iteralt dominan-
cidja kozott egy jol strukturalt algebrai viszony all fenn.

40. Definici6. Definialjuk az R C THya(N) X “w binaris relaciot a kovetkezképpen:
egy tetszGleges ¢ formula és egy k korlatfiiggvény esetén pontosan akkor all fenn a
(p, k) € Rrelacio, amennyiben létezik egy olyan gy : w — w generatorfiiggvény, amelyre

teljesiil, hogy g, <z go, valamint minden n € w természetes szamra g((]n) <rk.

41. Definici6. Vezessiik be a kovetkezs S : [T Hys(N)]<¥ — P(Yw) és S* : P(Yw) —
[T Hya(N)]<“ operatorokat:

S(X) ={ke“wVp e X:(p,k) € R};
S W) :={peX|Vke W: (p,k) € R}

42, Allitas. Az (S, S*) pdr egy rendforditd Galois-kapesolat a halmazelméleti tartal-
mazasra nézve.

Bizonyitds. Definicio alapjan annak kell teljesiilnie, hogy ¥ C S*(W) <«— W C
S(X). Ez viszont igaz, mert kibontva a két oldalt a kovetkezs tautologiat kapjuk:
(Vo € X)(Vk € W)pRk < (Vk € W)V € X)pRk.

Legyen ¥ C Y,. Azt bizonyitjuk be most, hogy S(X3) C S(X1). Vegyiink egy
tetszbleges k € S(X5) elemet. Az S operator definicioja szerint ez azt jelenti, hogy
minden ¢ € ¥y esetén fennall a (¢, k) € R relacio. Mivel feltettiik, hogy ¥; C X,
ezért minden ¢ € ¥; formula egyben eleme Ys-nek is. Ebbdl kivetkezik, hogy minden
@ € X esetén is teljesiil a (¢, k) € R relaci6. Ez viszont pontosan azt jelenti a
definici6 alapjan, hogy k € S(X;). Mivel tetszSleges k-bol indultunk ki, belattuk, hogy
S(E) € S(X).
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Legyen W, C W,. Azt kell igazolnunk, hogy S*(W,) C S*(WW;). Vegyiink egy
tetszbleges p € S*(Ws) elemet. Az S* operator definicidja szerint ez azt jelenti, hogy
minden k € Wy esetén fennall a (p, k) € R relacio. Mivel feltettiik, hogy W; C Wo,
ezért minden £ € W, elem egyben eleme Ws-nek is. Ebbdl kovetkezik, hogy minden
k € W esetén is teljesiil a (o, k) € R relacio. Ez pedig a definicié alapjan éppen azt
jelenti, hogy ¢ € S*(W)). Ezzel belattuk, hogy S*(W,) C S*(W)). O

43. Kovetkezmény. C(X) := S*(S(X)) egy lezdrdsi operdtor.

Ezen konstrukci6 bevezetése megteremti a lehetséget a fGeredmény negyedik, egy-
ben leginkabb algebrai karakteri varidnsanak kimondéaséara, amely a deduktiv lezarast
a dominancia relacidja altal generélt lezarasba agyazza.

44. Allitas. Ded(X) C C(X).

Bizonyitds. Legyen ¢ € Ded(X). Ekkor ¥ F . Elegend§ belatni, hogy minden
k € S(¥) esetén g, <r k. Ez viszont igaz a 39. Allitas miatt. O

2.4. Kapcsolat a gyorsan n6vé hierarchiakkal

Fiiggvények gyorsan névs hierarchidit régota vizsgaltak annak érdekében, hogy egy le-
vezethet§ V3-formula minimalis Skolem-fliggvényére becsléseket adhassanak; ezzel kap-
csolatban Kreisel, Gentzen és Grzegorczyk munkaira utalunk. T6bb hasonlé hierarchiat
vezettek be, mi alabb a [4]-ben megjelent dolgozatbol idézziik fel a 2.16 Definiciot.

El6szor definidlnunk kell a legkisebb epszilon-rendszdmot. Az epszilon-szamok azok
a fixpontok, ahol a rendszamok hatvanyozésa "utoléri" az alapot.

45. Definici6é. Az ¢, a legkisebb olyan « transzfinit rendszam, amelyre teljesiil, hogy
w = a.

46. Definicié. Legyen hg : w — w egy rogzitett, szigorian monoton névekvs primitiv
rekurziv fliggvény. Minden a < ¢y rendszamra definialjuk a h, : w — w fiiggvényt
transzfinit rekurzidval a kovetkezSképpen:

1. ha a =+ 1, akkor hziqi(n) = hgl) (n);

2. ha « egy limesz rendszam, és A = (3, : n € w) egy rogzitett sorozat, amelyre
sup{f,,n € w} = «, akkor hy(n) = hg, (n).

47. Tétel. Legyen Fr = (f, : m € w) egy olyan reguldris létra tetszdleges F nemfd
ultraszird esetén, amelyet az fo alapfigguény iterdldsdval generdlunk. Tegyik fel, hogy
létezik eqy o < g¢ rendszdm, hogy a h, figguény F-majdnem mindeniitt majordlja az
fo létrafokot. FEkkor létezik olyan o < £y rendszdm, hogy minden rogzitett m € w
létrafokra a hy fligguény F-majdnem mindentitt majordlja az f,, figguényt.
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Bizonyitds. Tudjuk, hogy van olyan N, hogy n > N esetén fo(n) <z ho(n). Mivel h,
is meg6rzédik. Tehat tetszbleges m € w esetén, ha az argumentum elég nagy, akkor
Fm () <z h{™(n). Régzitsiink egy tetszoleges m € w indexet. Azt fogjuk megmu-
tatni, hogy a h,. fiiggvény majoralja ezt az m-edik létrafokot. A létra konstrukcidja
alapjan f,,(n) = fém) (n). Vizsgaljuk meg az n > max(N,m) eseteket. Mivel n > N,
ezért fn(n) <r h&m)(n). Mivel h, gyorsan nové (legalabb h,(k) > k), a fiiggvény
tovabbi alkalmazésa szigortian noveli az értéket. Mivel feltettiik, hogy n > m, ezért
K (n) <z b (n). A gyorsan névé hierarchia definiciéja szerint a jobb oldal pontosan
a hi (n) = hot1(n). Az egyenlStlenségeket lancha fiizve kapjuk, hogy minden rogzitett
m € w létrafokra és minden n > max (N, m) természetes szamra f,(n) <z har1(n).
Ezzel belattuk, hogy az o/ = a + 1 rendszamu fiiggvény barmelyik véges létrafokot
véges sok kivétellel majorélja. O]

A tétel lényegében egy erds korlatossagi tulajdonsagot garantal: megmutatja, hogy
amennyiben egy regularis létra generatorfiiggvényét dominélja a gyorsan noévé hierar-
chia, gy a létraképzés iterativ folyamata nem képes "kitérni" ebbdl a novekedési nagy-
sagrendbdl.

A Féeredményiink tovabbi valtozatat megfogalmazhatjuk a gyorsan névé hierarchi-
aval a kovetkezSképpen:

48. Allitas. Ha ¥+ v olyan, hogy N =3, akkor van olyan o < €, hogy gy <r hq.

Bizonyitds. Ha ¥ F 1, akkor a 44. Allitas szerint ¢ € C(X) is teljesiil. Defi-
nicié szerint azt jelenti, hogy minden k € S(X) esetén (¢,k) € R. Tekintsiik a

Y ={v0,¥1,--, 0k 1} véges formulahalmazhoz tartozo generatorfiiggvényt:
Jo := \/ oel gw.
I<k

Mivel minden [ < k esetén a g, <r aog, <r g, ezért g, <z go teljesiil. Mivel a
N E ¥, a simitott miniméalis Skolem-fiiggvények mindegyike rekurziv, igy novekedési
iitemiik feliilr6l korlatozhaté a gyorsan nové hierarchiaval. Mivel a gy fliggvény ezen
leképezésekbdl tevidik Ossze, ezért 1étezik olyan ag < €q transzfinit rendszam, amelyre
go <r hao- A 47. Tétel alapjan létezik egy olyan o/ < ¢, rendszam, amely minden
rogzitett m € w indexre g™ (n) <z ha (n). Ez a feltétel azt jelenti, hogy he € S(3),
tehat (1, hy) € R. Ennek a relacionak a fennéllasa azt jelenti, hogy létezik egy olyan
g« * w — w generatorfiiggvény, amelyre teljesiil, hogy g, <r ¢., valamint minden

n € w esetén gin) <7 hy. Mivel g,(}) = g+ <F ha, ezért g, <z g« <F ho, igy

Gy <F ho. Mivel a 16. Lemma alapjin gy(i) < g,(i), ezért gy <z ho. Mivel az
a = o vélasztassal sikeresen konstrualtunk egy olyan « < €p transzfinit rendszamot,
amelyre a g, <r h, dominancia teljesiil, ezért készen vagyunk. O]
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7.aro6szo

Jelen diplomamunka atfogo célkitiizése Georg Kreisel klasszikus bizonyitaselméleti té-
telének egy modern, tisztan modellelméleti és kombinatorikus halmazelméleti keret-
rendszerben torténd djraértékelése volt. A kutatas fokuszaban a Peano-aritmetika fe-
lett értelmezett V3-formuldk levezethet&sége, valamint a hozzajuk tartoz6 minimalis
Skolem-fiiggvények novekedési rendje kozotti analitikus kapcsolat allt.

A vizsgélatok megalapozasaként bevezettiik a nemf6 ultrasziirGkre tamaszkodo re-
gularis létrak, illetve az ultrahatvanyok felett értelmezett kezddszeletek fogalmi appa-
ratusat. Explicit médon megkonstrudltuk és igazoltuk, hogy az elmélet axiéméihoz
tartozo simitott Skolem-fliggvények iteralt kompozicidival generdlt fiiggvénysorozatok
olyan modellelméleti részstruktirakat indukalnak, amelyek képesek a premisszak és a
konkltuziok halmazelméleti szeparalasara.

A dolgozat f6eredményeként bebizonyitottuk a kozponti ekvivalenciatételt: egy
tetszoleges V3-formula pontosan akkor vezethets le egy véges premisszahalmazbdl,
amennyiben a formuldkhoz tartozo Skolem-fiiggvényeket aszimptotikusan dominélja
a premisszékbol felépitett regularis létra. Ezen tétel bizonyitasaval a levezethet&ség
probléméjat sikeresen redukéltuk egy analitikus majoralasi problémara.

Ezt a lokalis eredményt kiterjesztettiik globalis és absztrakt algebrai keretekre is.
A dominéalasi relaciok és a levezethetdség kozotti rendfordité Galois-kapcesolat azonosi-
tasdval megmutattuk, hogy az aszimptotikus korlatossig egy jol strukturilt deduktiv
lezarési operatort general. Végiil a transzfinit rekurzioval felépitett, ¢y rendszamig
paraméterezett gyorsan novs fiiggvényhierarchiak alkalmazasaval igazoltuk, hogy a le-
vezethetGség maga utdn vonja a Skolem-fiiggvények ¢, alatti, tisztan rekurzidelméleti
majoralhatosagat.

Mindezek alapjan az értekezés nem csupan egy klasszikus tétel alternativ, kombi-
natorikus bizonyitasat adta meg, hanem egy olyan logikai keretrendszert is felépitett,
amely szerves és strukturalis kapcsolatot 1étesit a modellelmélet eszkoztéara, a halmazel-
mélet végtelen konstrukcioi és a bizonyitaselmélet analitikus névekedési korlatai kozott.

40



Irodalomjegyzék

[1] G. Kreisel, On the Interpretation of Non-Finitist Proofs: Part II. Interpretation
of Number Theory. Applications, The Journal of Symbolic Logic Vol. 17, No. 1,
pp. 43-58, (1952)

[2] W. Hodges, Model Theory, Cambridge University Press, (1993)

[3] C.C. Chang, H.J. Keisler, Model Theory, Third Edition, Dover Publications, Inc.,
(2012)

[4] Matt Fairtlough, Stanley S. Wainer, Hierarchies of Provably Recursive Functions,
in: Handbook of Proof Theory (ed: Samuel R. Buss), Studies in Logic and the
Foundations of Mathematics, Elsevier, vol. 137 (1998)

41



e
................................. nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése sordan az alabb
felsorolt feladatok elvégzésére a megadott M1 alapt eszkézdket alkalmaztam:

Feladat Felhaszndlt eszkoz Felhaszndlds helye Megjegyzés

LaTeX kéd generdlisa | Gemini 3.1 Pro Teljes dokumentum  definiciok, allitasok,
totelek megeimkézése "label”
parancesal

A felsoroltakon til mas MI alapn eszkozt nem hasznaltam.

42



