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Bevezetés

A matematikai logikában a szintaktikus levezethet®ség és a szemantikus igazság vi-
szonya a Peano-aritmetika vizsgálatának egyik fundamentális kérdése. Georg Kreisel
munkássága úttör® szerepet játszott annak feltárásában, hogy az aritmetikai formu-
lák bizonyíthatósága milyen szemantikus, illetve analitikus invariánsokkal jellemezhe-
t®. Jelen diplomamunka célja Kreisel klasszikus tételeinek újraértékelése egy modern,
modellelméleti keretrendszerben, kitüntetett �gyelemmel a 89-formulák (azaz a 8x9y 
alakú kifejezések) osztályára.

Ezen problémakör vizsgálata hagyományosan a bizonyításelmélet és a rekurzióelmé-
let hatáskörébe tartozik. Jelen dolgozat azonban egy alternatív, kombinatorikus hal-
mazelméleti apparátust alkalmaz: a vizsgált formulákhoz tartozó Skolem-függvények
növekedési rendjét elemezzük. F® eredményünk egy tisztán analitikus feltételt fogal-
maz meg a bizonyíthatóságra vonatkozóan: egy meghatározott szintaktikus szerkezet¶
állítás pontosan abban az esetben következménye egy elméletnek, ha a hozzá rendelt
minimális Skolem-függvény növekedését dominálják az elmélet alapfüggvényeinek ite-
ráltjai.

A tétel precíz formalizálása céljából bevezetjük a létrák (3. De�níció), a reguláris
létrák (8. De�níció), valamint az ezen struktúrákhoz tartozó kezd®szeletek (5. De�-
níció) fogalmát. Ultrasz¶r®k alkalmazásával olyan modelleket konstruálunk, amelyek
egzakt módon reprezentálják a megadott növekedési feltételeket, ily módon teremtve
szigorú matematikai kapcsolatot a szintaktikus levezethet®ség és a függvények viselke-
dése között.

Az e mögött meghúzódó intuíció a következ®képpen formalizálható. Két matemati-
kai állítás deduktív ereje a hozzájuk rendelt választási függvények növekedési sebességén
keresztül is összehasonlítható. Egy 8x9y (x; y) alakú állítás érvényessége ekvivalens
egy olyan f : x 7! y függvény létezésével, amely minden x argumentumra kielégíti a
 (x; f(x)) relációt. A tétel bizonyításának komplexitása korrelál ezen függvény növe-
kedési rendjével. Dolgozatunk központi strukturális eleme � a létra-konstrukció � azt a
folyamatot modellezi, melynek során a premisszák Skolem-függvényeinek iterált kom-
pozícióival monoton növekv® függvénysorozatokat állítunk el®. A dedukció problémája
ezáltal egy majorálási problémára redukálódik: a konklúzió levezethet®sége azzal ek-
vivalens, hogy a konklúzióhoz tartozó Skolem-függvényt dominálja-e a premisszákból
generált függvénycsalád.
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Az els® fejezetben rögzítjük a vizsgálatainkhoz elengedhetetlen modellelméleti ap-
parátust. Egzakt de�níciót adunk a minimális Skolem-függvény fogalmára, majd be-
vezetjük az értekezés központi strukturális elemeit: a létra, illetve a kezd®szelet fo-
galmát. Bizonyítjuk, hogy a reguláris létrák által meghatározott kezd®szeletek valódi
részstruktúráit képezik az N =F ultrahatványnak, továbbá zártak a struktúra aritme-
tikai alapm¶veleteire.

A második fejezet a dolgozat f® tételének bizonyítását tárgyalja, amely explicit
izomor�zmust, illetve kapcsolatot létesít a logikai-szemantikai következményfogalom és
az analitikus majoráltság között. Ebben a szakaszban igazoljuk azt a tételt, miszerint
egy tetsz®leges  állítás pontosan abban az esetben szemantikus következménye egy
� elméletnek, amennyiben a  -hez tartozó minimális Skolem-függvényt dominálja a �
axiómáinak Skolem-függvényeib®l generált, adott ultrasz¶r® által meghatározott létra-
konstrukció. Ez a tétel a klasszikus Kreisel-tétel egy modern, tisztán modellelméleti
keretrendszerben megfogalmazott bizonyítását és újraértelmezését szolgáltatja.
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1. fejezet

El®készületek

Vizsgálataink fókuszában a számelmélet standard modellje, az N = h!;+; �; <i struk-
túra áll, ahol az univerzumot alkotó ! halmaz a természetes számok halmaza, ellátva
a standard összeadás és szorzás aritmetikai operációival, valamint a szokásos lineáris
rendezési relációval.

A dolgozat befogadása feltételezi a modellelmélet fundamentális fogalomkészletének
jártasságát. Kiemelt jelent®séggel bír az els®rend¶ struktúrák elmélete, a szemantikus
igazság Tarski-féle de�níciója, a szintaktikus levezethet®ség relációja, továbbá az ult-
rasz¶r®k, ultraszorzatok és ultrahatványok halmazelméleti konstrukcióinak ismerete.
Ezen háttérismeretek elsajátítása, illetve felelevenítése céljából a szakirodalom olyan
klasszikus monográ�áira hivatkozunk, mint W. Hodges Model Theory [2] vagy C.C.
Chang és H.J. Keisler Model Theory [3] cím¶ alapm¶vei.

1.1. Szükséges fogalmak

Egy kifejezést kvantormentes formulának nevezünk, amennyiben az atomi formulákból
kizárólag a ^;_;:;!;$ konnektívumainak véges sokszori alkalmazásával épül fel.
Ezen formulák sem univerzális, sem egzisztenciális kvantort nem tartalmaznak.

A �0 formulaosztály a kvantormentes formulák kiterjesztése, amely induktív mó-
don adható meg. A �0-formulák halmaza a legsz¶kebb olyan formulahalmaz, amely
tartalmazza a kvantormentes formulákat, zárt a konnektívumokra, továbbá zárt a kor-
látos kvanti�kációra. Szintaktikusan ez azt jelenti, hogy ha  egy �0-formula, x egy
individuamváltozó, és t egy olyan L-term, amely nem tartalmazza az x változót, akkor
a (8x < t) és a (9x < t) alakú kifejezések is �0-formulák.

Jelen dolgozat fókuszában azon ' formulák állnak, amelyek szintaktikai felépíté-
se egy univerzális, majd egy azt követ® egzisztenciális kvantorból, végül egy korlátos
magformulából áll. Egzaktul fogalmazva: 89-formulának nevezzük a 8x9y (x; y) ala-
kú kifejezéseket, ahol az x és y kvantált változók, a  (x; y) magformula pedig egy
�0-formula.
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A vizsgálatok kiindulópontja annak meghatározása, hogy egy adott 89-formulához
milyen analitikus tulajdonságokkal rendelkez® Skolem-függvényt rendeljünk. Ennek
egzakttá tételéhez támaszkodunk arra a tényre, hogy az ! halmazon értelmezett ter-
mészetes rendezés egyben jólrendezés is, ami garantálja, hogy bármely nem üres A � !
részhalmaz rendelkezik legkisebb elemmel. Következésképpen a standard N modellben
egy tetsz®leges ' := 8x9y (ahol  2 �0) formula skolemizálása egyértelm¶en megha-
tároz egy olyan g : ! ! ! választási függvényt, amelyre N j=  (x; g(x)) teljesül. Ezen
g függvény minimalitása azt jelenti, hogy egy adott x bemenethez rendelt g(x) értéknél
szigorúan kisebb y0 természetes számra az N j=  (x; y0) reláció nem teljesülhet. Ennek
megfelel®en a minimalitás elve alapján a következ® de�níció jól megalapozott.

1. De�níció. Legyen ' := 8x9y (ahol  2 �0) egy olyan 89-formula, amelyreN j= '
fennáll. A g' : ! ! ! leképezést a ' formula minimális Skolem-függvényének nevezzük,
amennyiben az alábbi módon de�niált:

g'(x) := minfy 2 ! : N j=  (x; y)g

A bevezet®ben megfogalmazott ekvivalenciatétel egy kulcsfogalomra, a függvények
növekedési rendjére (avagy a "nem n® túl gyorsan" elvre) épít. Ennek precíz anali-
tikus jelentése az, hogy egy adott függvényt majdnem mindenütt dominál egy másik
függvény, illetve annak valamely iterált kompozíciója. Ezen reláció formális de�ní-
ciójának megadásához el®ször rögzítjük a függvénykompozíciókra vonatkozó jelölési
konvenciókat. Két tetsz®leges f; g : ! ! ! függvény kompozícióját a standard módon
értelmezzük az x 2 ! pontban:

g � f(x) := g(f(x)):

Legyen f : ! ! ! egy tetsz®leges leképezés. Az f kompozíciós hatványát a természetes
számok halmazán az alábbi rekurzióval határozzuk meg: minden x 2 !-ra és n 2 !-ra

f (0)(x) := x; f (1)(x) := f(x); f (n+1)(x) := f (n) � f(x):

A dedukciós problémák vizsgálata során az esetek többségében célravezet®bb ezen do-
minancia logikai tagadását kimondani. Ezt a gyorsabb növekedést formalizálja a rákö-
vetkez® de�níció.

2. De�níció. Legyen F � P(!) egy nemf® ultrasz¶r®, továbbá legyenek f; g : ! ! !
tetsz®leges függvények. Azt mondjuk, hogy a g függvény gyorsabban n®, mint az f
függvény az F ultrasz¶r®re vonatkozóan, amennyiben minden n 2 !-ra

fi 2 ! : f (n)(i) < g(i)g 2 F

Az 1. De�níció és 2. De�níció fogalmi keretrendszerében a jelen dolgozat központi
tétele a következ® formában fogalmazható meg:
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Minden véges � � TH(N ) formulahalmazhoz létezik olyan h : ! ! ! függvény,
valamint egy F � P(!) nemf® ultrasz¶r® úgy, hogy tetsz®leges  89-formula esetén
� `  pontosan akkor teljesül, ha létezik olyan n 2 !, hogy

fi 2 ! : h(n)(i) � g (i)g 2 F : (1.1)

Ezt a tételt tovább �nomítjuk a kés®bbiekben. Mindenesetre ez a tétel igazolva lesz
a 2. fejezetben.

Az (1.1) feltétel intuitív jelentése a formális dedukció folyamatának egy modellel-
méleti és analitikus korlátjaként interpretálható. Egy tetsz®leges  állítás levezethet®-
ségének komplexitása a hozzá tartozó minimális Skolem-függvény növekedési rendjén
keresztül ragadható meg. A h függvény kompozíciós hatványainak sorozata egy mo-
noton dominanciási hierarchiát � mintegy strukturális "létrát" � generál. A véges �
axiómarendszer garantálja ezen hierarchia korlátosságát: egy állítás kizárólag abban
az esetben következménye a � elméletnek, ha a formulához tartozó Skolem-függvényt
a premisszákból generált hierarchia valamely véges iterációs szintje dominálja.

A feltétel precíz vizsgálatához tekintsünk egy tetsz®leges h : ! ! ! függvényt. A
h(n)(x) < h(n+1)(x) egyenl®tlenség minden n � 1 természetes szám esetén akkor áll
fenn, ha a h függvény szigorúan monoton növekv® és minden x 2 ! esetén h(x) > x.
Az (1.1) feltételt kielégít® n 2 ! index meghatározása egy iteratív keresési eljárásként
is felfogható: egy kezdeti m 2 ! iterációs indext®l kiindulva a kompozíciós hatványokat
addig növeljük, amíg a majorálási feltétel nem teljesül.

A módszer egzaktságának és konvergenciájának biztosításához meg kell vizsgál-
nunk a kompozíciós lánc ultrasz¶r®re vonatkozó viselkedését. Tegyük fel, hogy egy
adott m 2 ! iterációs lépésben a dominancia még nem áll fenn, azaz F -majdnem min-
den i-re h(m)(i) < g (i) teljesül. Amennyiben létezik egy kell®en nagy n 2 ! index,
amelyre a dominancia már fennáll, akkor a tulajdonságokat leíró halmazok metszete is
eleme az ultrasz¶r®nek. Mivel a vonatkozó dominancia reláció az alábbi halmazelméleti
metszetként bontható ki:

fi 2 ! : h(m)(i) < g (i) � h(n)(i)g = fi 2 ! : h(m)(i) < g (i)g\

\fi 2 ! : h(m)(i) < h(m+1)(i)g \ � � � \ fi 2 ! : h(n�1)(i) < h(n)(i)g 2 F ;

ezért ez a dekompozíció megköveteli, hogy minden m � l < n index esetén az

fi 2 ! : h(l)(i) < h(l+1)(i)g 2 F

halmazelméleti reláció is teljesüljön. Ezen analitikus szükségszer¶ség okán indokolt a
szigorú növekedési feltételt globálisan, a függvénysorozat tetsz®leges iterációs lépésére
megkövetelni.
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3. De�níció. Legyen F � P(!) egy nemf® ultrasz¶r®, továbbá tekintsünk egy hfn :
n 2 !i függvénysorozatot, ahol fn : ! ! ! minden n 2 ! esetén. Azt mondjuk, hogy
ez a függvénysorozat egy F ultrasz¶r®re vonatkozó létra, amennyiben minden n 2 !-ra

fi 2 ! : fn(i) < fn+1(i)g 2 F :

A sorozat egyes fn függvényeit a létra fokainak nevezzük. Ezen struktúra jelölésére
a továbbiakban az FF szimbólumot alkalmazzuk; ez a konvenció magában foglalja az
F ultrasz¶r®re való hivatkozást is, így azt nem szükséges minden esetben explicite
feltüntetni.

Jóllehet a de�níció tetsz®leges függvénysorozatra érvényes, a dolgozat további ré-
szében kitüntetett szerepet kapnak azok a létrák, amelyeket egy adott alapfüggvény
iterált kompozíciói generálnak.

4. De�níció. Azt mondjuk, hogy egy a : ! ! ! függvényt dominál az FF := hfn :
n 2 !i létra, ha létezik olyan véges m 2 ! iterációs index, amelyre

fi 2 ! : a(i) < fm(i)g 2 F :

Ezt a dominanciát formálisan az a < FF relációval jelöljük. Terminológiailag ezt úgy
is kifejezzük, hogy az a függvény az FF létra alatt helyezkedik el.

A 3. De�níció és 4. De�níció által biztosított fogalmi apparátus segítségével a
dolgozat f®tétele az alábbi egzakt formában fogalmazható újra:

Minden véges � � TH(N ) formulahalmazhoz létezik olyan FF létra, hogy tetsz®leges
 89-formula esetén a � `  pontosan akkor áll fenn, ha g < FF teljesül.

Ezen ekvivalencia bizonyítása megköveteli a � `  deduktív reláció szemantikus
interpretációját. Gödel teljességi tétele értelmében a szintaktikus levezethet®ség egy-
beesik a szemantikus logikai következmény fogalmával. Ennek megfelel®en a dedukció
problémája redukálható a � j=  reláció vizsgálatára, amely de�níció szerint azt jelen-
ti, hogy tetsz®leges A els®rend¶ struktúra esetén, amennyiben A j= �, úgy kötelez®en
A j=  is teljesül. A bizonyítás során ezen A struktúrák szerepét az úgynevezett
létrákhoz tartozó kezd®szeletek fogják betölteni.

A kezd®szeletek formális bevezetése el®tt rögzítjük az ultrahatványokra vonatkozó
halmazelméleti jelöléseket. Az IN =F (vagy a függvényekre szorítkozva !!=F) ultra-
hatvány elemei ekvivalenciaosztályok. Egy adott a 2 !!=F ekvivalenciaosztály egy
tetsz®legesen választott reprezentáns függvényét az â 2 !! szimbólummal jelöljük.
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5. De�níció. Egy adott FF := hfn : n 2 !i létrához tartozó kezd®szeletnek nevezzük
a következ®t:

fa 2 !!=F : â < FFg �
!!=F :

Tágabb modellelméleti értelemben kezd®szeletnek nevezzük azt az A els®rend¶ struk-
túrát is, amelynek alaphalmaza a fenti részhalmazzal egyezik meg. A továbbiakban a
szövegkörnyezet minden esetben egyértelm¶vé teszi, hogy pusztán az ultrahatvány egy
részhalmazára, vagy az afölött értelmezett struktúrára hivatkozunk, így a két fogalom
jelölésbeli megkülönböztetését®l eltekintünk.

Ha h : ! ! ! egy olyan függvény, hogy h < FF , akkor az FF létrához tartozó kezd®-
szeletbeli elemet úgy jelöljük, hogy h=F .

1.2. Kezd®szeletek, mint I
N =F részstruktúrái

Jelen alfejezet célkit¶zése annak vizsgálata, hogy egy adott létrához tartozó kezd®szelet
milyen feltételek mellett alkotja az IN =F ultrahatvány valódi részstruktúráját. A
modellelméleti részstruktúra fogalmának megfelel®en az alábbi négy kritériumnak kell
egyidej¶leg teljesülnie:

1. A kezd®szelet alaphalmaza részhalmaza az IN =F ultrahatvány alaphalmazának.

2. A kezd®szelet alaphalmaza zárt a struktúra aritmetikai operációira, azaz a +
(összeadás) és � (szorzás) m¶veletekre.

3. A struktúra konstansjel-interpretációi (a 0 és az 1 ekvivalenciaosztályai) elemei
a kezd®szeletnek.

4. A kezd®szeleten értelmezett operációk és relációk megegyeznek az IN =F struk-
túra megfelel® operációinak és relációinak a kezd®szelet univerzumára vett meg-
szorításaival.

Az 1. és a 4. kritériumok az 5. De�nícióból, illetve az indukált részstruktúra de�ní-
ciójából adódóan triviálisan teljesülnek. A 3. kritérium teljesülése szintén közvetlen
következmény: a 0 konstans minden kezd®szeletnek eleme az ultrahatványon értel-
mezett lineáris rendezés jólde�niáltsága folytán. Továbbá, amennyiben az 1 konstans
nem lenne eleme egy kezd®szeletnek, úgy az azt generáló létra minden foka F -majdnem
mindenütt az azonosan zérus függvényt jelentené. Egy ilyen "degenerált" létra létezése
azonban ellentmond a létra 3. De�níciójának megkövetelt növekedési feltételnek.

Következésképpen a részstruktúrává válás egyetlen nem triviális feltétele a 2. krité-
rium, azaz a m¶veletekre való zártság igazolása. A vizsgálatot a szorzásra való zártság
elemzésével kezdjük, mivel � amint azt a kés®bbiekben bizonyítjuk � ebb®l az össze-
adásra vonatkozó zártság már logikailag levezethet®. Ennek megalapozásához els®ként
az alábbi technikai lemmát mondjuk ki, amely a dominált függvények kompozíciójának
viselkedését írja le.
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6. Lemma. Legyen FF := hfn : n 2 !i egy olyan létra, amelyre minden n 2 ! index
esetén teljesülnek az alábbi feltételek:

1. az fn függvény monoton növekv®;

2. a létrafokok kompozíciója is a létra alatt marad, azaz fn � fn < FF .

Amennyiben h0; h1 : ! ! ! olyan monoton növekv® függvények, amelyekre h0 < FF és
h1 < FF fennáll, úgy h0 � h1 < FF is teljesül.

Bizonyítás. Mivel h0 < FF és h1 < FF , ezért léteznek olyan n0; n1 2 ! természetes
számok, hogy F -majdnem minden i-re

h0(i) < fn0(i); és h1(i) < fn1(i): (1.2)

Mivel a h0 és h1 függvények monoton növekv®ek, ezért (1.2) miatt F -majdnem minden
i-re

h0 � h1(i) = h0(h1(i)) � h0(fn1(i)) < fn0(fn1(i)) = fn0 � fn1(i): (1.3)

Legyen N := maxfn0; n1g. Az 1. feltétel miatt F -majdnem minden i-re

fn0 � fn1(i) � fN � fN(i): (1.4)

A 2. feltétel miatt létezik egy olyanm 2 ! természetes szám, hogy F -majdnem minden
i-re

fN � fN(i) < fm(i): (1.5)

Az (1.3); (1.4); (1.5) egyenl®tlenségeket összevetve kapjuk, hogy F -majdnem minden
i-re

h0 � h1(i) < fm(i):

Tehát h0 � h1 < FF teljesül.

7. Állítás. Legyen FF := hfn : n 2 !i egy olyan létra, amely eleget tesz az alábbi
feltételeknek:

1. minden n 2 ! esetén az fn függvény monoton növekv®;

2. minden n 2 ! esetén fennáll, hogy fn � fn < FF ;

3. � < FF , ahol � : ! ! ! az �(i) := i2 hozzárendeléssel de�niált kvadratikus
függvény.

Ezen feltételek teljesülése esetén az FF létrához tartozó kezd®szelet zárt a szorzás m¶-
veletére.

A jelölések egyértelm¶sége végett az � szimbólum a továbbiakban minden esetben az
i 7! i2 kvadratikus alapfüggvényt jelöli.
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Bizonyítás. Legyenek h0; h1 : ! ! ! olyan függvények, hogy h0; h1 < FF . Mivel
h0 < FF és h1 < FF , ezért léteznek olyan n0; n1 2 ! természetes számok, hogy F -
majdnem minden i-re

h0(i) < fn0(i); és h1(i) < fn1(i): (1.6)

Legyen N := maxfn0; n1g+ 1. Mivel FF egy létra, ezért F -majdnem minden i-re

fn0(i) < fN(i); fn1(i) < fN(i): (1.7)

A szorzás monotonitása, és (1.6); (1.7) miatt F -majdnem minden i-re

h0(i) � h1(i) < fn0 � fn1(i) < fN(i) � fN(i) = f 2N(i) = � � fN(i): (1.8)

Mivel � és fN monoton növekv® függvények, továbbá � < FF és fN < FF , ezért a 6.
Lemma miatt létezik olyan m 2 ! természetes szám, hogy F -majdnem minden i-re

� � fN(i) < fm(i): (1.9)

Összeolvasva az (1.8); (1.9) egyenl®tlenségeket kapjuk, hogy F -majdnem minden i-re

h0(i) � h1(i) < fm(i):

Tehát h0 � h1 < FF valóban teljesül.

8. De�níció. A 7. Állításban feltett feltételeket kielégít® létrát reguláris létrának
nevezzük. Egzakt formában: egy FF := hfn : n 2 !i létra reguláris, amennyiben az
alábbi tulajdonságokkal rendelkezik:

1. FF monoton: minden n 2 ! indexre az fn függvény monoton növekv®.

2. FF zárt a kompozícióra: minden n 2 ! esetén fennáll, hogy fn � fn < FF ;

3. FF szuperkvadratikus: � < FF .

A reguláris létrák esetében a 6. Lemma értelmében bármely két, a létra által domi-
nált monoton növekv® függvény kompozícióját is dominálja a létra. Következésképpen
a 2. tulajdonság analitikus szempontból is joggal viseli a "kompozícióra való zártság"
elnevezést.

Természetes módon merül fel a kérdés, hogy egy reguláris létrához tartozó kezd®-
szelet valóban részstruktúráját képezi-e az IN =F ultrahatványnak. A válasz igenl®;
a 7. Állítás alapján ennek modellelméleti igazolásához elegend® megmutatni, hogy a
szorzásra való zártság magában foglalja az összeadásra vonatkozó zártságot is.

9. Állítás. Tetsz®leges FF := hfn : n 2 !i reguláris létrához tartozó kezd®szelet zárt
az összeadás m¶veletére.
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Bizonyítás. Legyenek h0; h1 : ! ! ! olyan függvények, hogy h0; h1 < FF . Ekkor de�-
níció szerint léteznek olyan n0; n1 2 ! természetes számok, hogy F -majdnem minden
i-re

h0(i) < fn0(i) és h1(i) < fn1(i):

Ebb®l következik, hogy F -majdnem minden i-re

maxfh0(i); h1(i)g < maxffn0(i); fn1(i)g = fmaxfn0;n1g(i): (1.10)

Tehát maxfh0; h1g < FF . Legyen h := maxfh0; h1g, és legyen n := maxfn0; n1g.
Ekkor a h függvény de�níciója és (1.10) miatt F -majdnem minden i-re

h0 + h1(i) � (h+ h)(i) = 2 � h(i) < 2fn(i): (1.11)

Mivel azon i 2 ! természetes számoknak a halmaza, amelyekre i2 � 2 véges, ezért
F -majdnem minden i-re

2 � fn(i) < �(i) � fn(i): (1.12)

A szuperkvadratikussság alapján létezik olyan m 2 ! természetes szám, hogy F -
majdnem minden i-re

�(i) < fm(i): (1.13)

A (1.12) és (1.13) egyenl®tlenségeket összerakva kapjuk, hogy F -majdnem minden i-re

2 � fn(i) < fm(i) � fn(i): (1.14)

Mivel fm és fn monoton növekv®ek, ezért a kompozícióra való zártság és (1.14) miatt
létezik olyan N 2 ! természetes szám, hogy

2 � fn(i) < fN(i): (1.15)

Az (1.11) és (1.15) egyenl®tlenségeket összevetve kapjuk, hogy F -majdnem minden i-re

h0 + h1(i) < fN(i):

Tehát h0 + h1 < FF .

A fenti levezetések alapján tetsz®leges reguláris létrához tartozó kezd®szelet az
IN =F ultrahatvány részstruktúráját képezi. Egy alapvet® kérdés azonban nyitva ma-
radt: létezik-e egyáltalán olyan objektum, amely kielégíti a reguláris létra kritériumait?
Ezen kérdés pozitív megválaszolása, valamint a fogalom jólfundáltságának igazolása
céljából a következ®kben egy explicit konstrukciót adunk meg.

10. Példa. Legyenek
fn : ! ! !; fn(i) := in (n 2 !)
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a hatványfüggvények. Könny¶ végiggondolni, hogy az i = 0; 1 természetes számok
kivételével minden n 2 ! természetes szám esetén

in < in+1

teljesül. Tehát minden F � P(!) nemf® ultrasz¶r®re

FF := hfn; n 2 !i

egy létra. Rögzítsünk egy F � P(!) nemf® ultrasz¶r®t. Most belátjuk, hogy FF
reguláris.

1. A létrafokok monotonitása nyilvánvalóan teljesül.

2. Az FF létra kompozícióra zárt, mert rögzített n 2 ! esetén F -majdnem minden
i-re

fn � fn(i) = fn(fn(i)) = (in)n = in
2

< in
2+1 = fn2+1(i):

3. Végül F -majdnem minden i-re

�(i) = i2 < i3 = f3(i):

Tehát FF valóban egy reguláris létra.

A formai teljesség megköveteli annak igazolását, hogy a reguláris létrákat de�niáló
három tulajdonság logikailag független egymástól. Ezen állítás bizonyítása céljából
a következ®kben három explicit létrakonstrukciót adunk meg. Ezek a létrák rendre
kielégítik az 1. és 2., az 1. és 3., valamint a 2. és 3. kritériumokat, miközben megsértik
a fennmaradó harmadik feltételt.

11. Példa. Legyen
s : ! ! !; s(i) := i+ 1

a rákövetkezés függvény. Könny¶ meggondolni, hogy

s(n)(i) = i+ n

teljesül bármely n 2 ! és i 2 ! esetén. Ebb®l a felírásból pedig látszik, hogy minden
i 2 ! esetén s(n)(i) < s(n+1)(i) rögzített n 2 !-re. Így minden F � P(!) nemf®
ultrasz¶r®re

FF := hs(n); n 2 !i

egy létra. Rögzítsünk egy F � P(!) nemf® ultrasz¶r®t.

1. A rákövetkezés-függvény és kompozíciós hatványai monoton növekv®ek, így FF
monoton növekv®.
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2. Rögzített n 2 ! természetes szám esetén F -majdnem minden i-re

s(n) � s(n)(i) = s(n)(s(n)(i)) = i+ n+ n = i+ 2n < i+ 2n+ 1 = s(2n+1)(i):

Így FF kompozícióra zárt.

3. Az i+n = i2 egyenletnek van pozitív valós megoldása minden n 2 ! esetén, mivel
a diszkrimináns 1+4n pozitív. Ebb®l meg tudjuk határozni azt a minimális i 2 !
természetes számot rögzített n-re, amire i + n � i2 már teljesül. (Például fels®
egész rész vételével). Tehát i2 < i + n csakis egy véges halmazon teljesülhet.
Mivel F egy nemf® ultrasz¶r®, ezért FF nem szuperkvadratikus.

12. Példa. Legyenek
fn(i) := i2 + n (n 2 !)

függvények. Mivel rögzített n 2 ! természetes szám esetén minden i 2 ! természetes
számra

i2 + n < i2 + n+ 1;

ezért bármely F � P(!) nemf® ultrasz¶r®re

FF := hfn; n 2 !i

egy létra. Rögzítsünk egy F � P(!) egy nemf® ultrasz¶r®t.

1. A monotonitás nyilvánvaló.

2. Mivel F -majdnem minden i-re az

f0 � f0(i) = f0(f0(i)) = (i2)2 = i4

függvény nem majorálható egyetlen létrafokkal sem az F nemf® ultrasz¶r® szerint,
ezért a kompozícióra való zártság nem teljesül. A 11. Példához hasonlóan meg
tudjuk határozni azt a minimális i 2 ! természetes számot, amelyre rögzített
n 2 ! esetén i2 + n � i4.

3. A szuperkvadratikusság is nyilvánvaló.

13. Példa. Tekintsük az

f0(i) :=

8<:
1; ha i = 0
0; ha i = 1
i; egyébként

; fn�1(i) := in (n � 2)

függvényeket. Mivel az i = 0 értéken kívül

f0(i) < i2 = f1(i);

továbbá a hatványfüggvények egy létrát alkotnak, ezért minden F � P(!) nemf®
ultrasz¶r® esetén

FF := hfn; n 2 !i

egy létra. Rögzítsünk egy F � P(!) nemf® ultrasz¶r®t.
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1. Mivel f0 nem monoton növekv®, ezért FF nem monoton.

2. Ha n � 1, akkor F -majdnem minden i-re

fn � fn(i) = fn(fn(i)) = (in+1)n+1 = i(n+1)
2

< i(n+1)
2+1 = f(n+1)2+1:

Még meg kell vizsgálnunk, hogy az f0 függvény kompozíciója a többi létrafokkal
milyen eredményt ad. A következ®k teljesülnek F -majdnem minden i-re:

f0 � f0(i) = f0(f0(i)) =

8<:
0; ha i = 0
1; ha i = 1
i; egyébként

= i < i2 = f1(i);

fn � f0(i) = fn(f0(i)) =

8<:
1; ha i = 0
0; ha i = 1
in+1; egyébként

< in+2 = fn+1(i):

f0 � fn(i) = f0(fn(i)) = f0(i
n+1) =

8<:
1; ha i = 0
0; ha i = 1
in+1; egyébként

< in+2 = fn+1(i);

Tehát FF zárt a kompozícióra.

3. Nyilván FF szuperkvadratikus, mert F -majdnem minden i-re

�(i) = i2 < i3 = f2(i):

1.3. Függvények simítása

Az el®z® alfejezetek eredményei alapján a létrakonstrukciók során célszer¶ monoton
növekv® függvényekre szorítkozni. Jelen alfejezet célja egy olyan transzformációs eljárás
de�niálása, amely tetsz®leges leképezéshez egy monoton növekv® majoránst rendel. Ezt
az eljárást az alábbi lemma alapozza meg, amely garantálja az érvényességet.

14. Lemma. Legyen � � TH(N ) egy olyan elmélet, amely tartalmazza a Peano-
aritmetika teljes indukciós sémáját. Tegyük fel továbbá, hogy A egy tetsz®leges olyan
modell, amelyre A j= �, és teljesül benne az A j= 8x9y reláció, ahol  2 �0. Ezen
feltételek mellett teljesül, hogy

A j= 8x9y(8x0 � x)(9y0 � y) (x0; y0):

Bizonyítás. Legyen a bizonyítandó formula

�(x) := 9y(8x0 � x)(9y0 � y) (x0; y0):

Az x változó szerint indukcióval látjuk be, hogy A j= 8x�(x).
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1. El®ször nézzük az x = 0 esetet. Mivel A j= 8x9y teljesül a lemma feltétele
alapján, ezért létezik olyan y0 elem, hogy A j=  (0; y0). Az x = 0 esetben a �
formula

�(0) = 9y(8x0 � 0)(9y0 � y) (x0; y0):

Mivel a modellben x0 � 0, ezért x0 = 0. Legyen y := y0 a korlát. Ekkor x0 = 0
esetén az y0 := y0 választással nyilván y0 � y0 és  (0; y0) igaz a modellben. Tehát
A j= �(0).

2. Tegyük fel, hogy A j= �(x). Ez azt jelenti, hogy létezik egy olyan b korlát, hogy

A j= (8x0 � x)(9y0 � b) (x0; y0):

Azt szeretnénk belátni, hogy A j= �(x + 1), azaz keresünk egy új B korlátot,
amely jó egészen x+ 1-ig. A lemma feltétele alapján létezik olyan w elem, hogy
A j=  (x + 1; w). Mivel A egy aritmetikai modell, a rendezés mentén bármely
két elemnek létezik maximuma. Legyen B := maxfb; wg. Ellen®rizzük, hogy B
kielégíti-e a �(x+1) feltételeit. Legyen z egy tetsz®leges elem, amelyre z � x+1.
Ha z � x, akkor az indukciós feltevés miatt ehhez létezik egy y0 � b megoldás.
Mivel b � B, ezért y0 � B is teljesül. Tehát a B korlát jó. Ha z = x + 1, akkor
egy megoldás a w elem. A konstrukció miatt w � B, így a B korlát itt is jó.
Ezzel beláttuk, hogy létezik olyan B, hogy minden z � x + 1-re van B alatti
megoldás. Tehát A j= �(x+ 1).

Mivel az állítás igaz x = 0-ra, és az örökl®dés is teljesül, így azA-ban érvényes indukciós
axiómák alapján A j= 8x�(x). Ezzel a lemmát bebizonyítottuk.

A 14. Lemma jelent®ségét az adja, hogy A nem feltétlenül részstruktúrája N -nek.
Tehát tudjuk de�niálni természetes módon egy függvény simítottját.

15. De�níció. Legyen g : ! ! ! egy tetsz®leges leképezés. A g függvény simítottjának
nevezzük azt a g : ! ! ! függvényt, amelyet a következ®képpen de�niálunk:

g(x) := maxfg(x0) : x0 � xg (x 2 !):

A jelölések egyértelm¶sége végett a továbbiakban egy tetsz®leges g leképezés simítottját
a g szimbólummal denotáljuk.

Annak érdekében, hogy a simítás operációja a vizsgált modellek felett is jólde�niált
maradjon, a továbbiakban feltesszük, hogy a tekintett struktúrák kielégítik a Peano-
aritmetika indukciós axiómasémáját.

A de�níció természetessége és analitikus relevanciája közvetlenül a 14. Lemma
struktúrájából következik. A lemmában lév® y egzisztenciális korlát pontosan a g(x)
simított értéknek felel meg, amely globális fels® korlátot biztosít a leképezés összes
megel®z® argumentumához tartozó értékére. A (8x0 � x)(9y0 � y) formális pre�xum
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szemantikai jelentése az, hogy a függvény a dominált argumentumtartományon nem
vesz fel az y korlátot meghaladó értéket. A lemma konstruktív bizonyításában szerepl®
B = maxfb; wg elem de�niálása egzakt módon ezt a simítást realizálta.

A konstrukció sajátosságából triviálisan adódik az, hogy minden x 2 ! argumen-
tumra fennáll a g(x) � g(x) egyenl®tlenség. Továbbá a maximumképzés garantálja,
hogy a g függvény globálisan monoton növekv® tulajdonságú lesz.

F -majdnem minden i 2 ! argumentumra fennáll a g'(i) � i reláció. Amennyiben
ezen alsó korlát nem érvényesülne, úgy az iterált kompozíciók képzésével el®állítható
lenne egy alábbi alakú lánc a monotonitás miatt:

i > g'(i) > g'(g'(i)) > � � � > g(n)' (i) > : : : ;

amely a természetes számok halmazán egy végtelen, szigorúan monoton csökken® so-
rozatot de�niálna. A Jólrendezési Tétel értelmében azonban az ! halmaz a standard
rendezésre nézve jólrendezett, így ilyen végtelen leszálló ág létezése ellentmondásra
vezet.

16. Lemma. Legyen g : ! ! ! egy tetsz®leges leképezés. Ekkor a g függvényhez tartozó
g simított függvény adja meg azt a minimális monoton növekv® majoráló függvényt,
amelyre a g(x) � g(x) reláció minden x 2 ! pontban teljesül.

Bizonyítás. Csak a minimalitást kell belátunk. Legyen h : ! ! ! egy olyan monoton
növekv® függvény, hogy minden x 2 ! esetén g(x) � h(x). Azt kell megmutatni,
hogy minden x 2 ! esetén g(x) � h(x). Legyen x 2 ! rögzített. Mivel h monoton
növekv®, ezért minden x0 � x esetén h(x0) � h(x) teljesül. Mivel minden x 2 !
esetén g(x) � h(x), ezért minden x0 � x esetén g(x0) � h(x0) � h(x) teljesül. Ebb®l
következik, hogy

g(x) = maxfg(0); g(1); :::; g(x)g � h(x):

Mivel x 2 ! szabadon választott volt, ezért tetsz®leges x 2 ! esetén g(x) � h(x)
teljesül.

A következ® fontos lemma azt mondja ki, hogy egy reguláris létra alatt lév® függvény
simítása nem jár semmilyen költséggel.

17. Lemma. Legyen FF := hfn; n 2 !i egy reguláris létra, h : ! ! ! egy tetsz®leges
függvény. Ekkor a következ® állítások ekvivalensek:

1. h < FF ;

2. h < FF .
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Bizonyítás.

1:) 2: : Mivel h < FF , ezért létezik olyan n 2 ! természetes szám, hogy F -majdnem
minden i-re

h(i) < fn(i): (1.16)

A 16. Lemma és (1.16) miatt, és mivel az FF létra monoton, ezért F -majdnem
minden i-re

h(i) � h(i) � fn(i) (1.17)

teljesül. Mivel FF egy létra, ezért (1.17) miatt F -majdnem minden i-re

h(i) � fn(i) < fn+1(i):

Tehát h < FF teljesül.

2:) 1: : Mivel h < FF , ezért létezik olyan n 2 ! természetes szám, hogy F -majdnem
minden i-re

h(i) < fn(i) (1.18)

A 16. Lemma miatt F -majdnem minden i-re

h(i) � h(i) (1.19)

teljesül. Így a (1.18) és (1.19) egyenl®tlenségek alapján h < FF teljesül.

1.4. Formulák igazsága kezd®szeletekben

Jelen alfejezet célkit¶zése egy egzakt szükséges és elégséges feltételrendszer megfogal-
mazása arra vonatkozóan, hogy egy tetsz®leges 89-formula milyen feltételek mellett
válik igazzá egy adott létrához, illetve speciálisan egy reguláris létrához tartozó kezd®-
szelet felett. A tágabb analitikus cél egy olyan reguláris létra generálása, amely által
indukált kezd®szelet modellje egy el®re rögzített formulának. Az alábbi eredmények
ezen konstrukcióhoz szolgáltatnak eszközöket.

18. Állítás. Legyen ' := 8x9y (ahol  2 �0) egy rögzített 89-formula. Tekint-
sünk továbbá egy FF := hfn : n 2 !i létrát, és legyen az A struktúra az FF létrához
tartozó azon kezd®szelet, amely egyidej¶leg valódi részstruktúráját is képezi az IN =F
ultrahatványnak. Ezen feltételek mellett az alábbi két állítás ekvivalens:

1. A j= ';

2. minden h : ! ! ! függvény esetén ha h < FF , akkor g' � h < FF .
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Bizonyítás.

1:) 2: : Vegyünk egy olyan ' := 8x9y ( 2 �0) 89-formulát, hogy A j= '. Rögzítsünk
egy olyan h : ! ! ! függvényt, hogy h=F 2 A, azaz h < FF . Mivel A j= ',
ezért a h függvényhez található egy olyan h0 : ! ! ! függvény, hogy h0 < FF és

A j=  [h=F ; h0=F ]: (1.20)

A minimális Skolem-függvény de�níciója és (1.20) alapján F -majdnem minden
i-re

g'(h(i)) � h0(i) (1.21)

teljesül. Mivel h0 < FF , ezért létezik olyan n 2 ! természetes szám, hogy F -
majdnem minden i-re

h0(i) < fn(i): (1.22)

Így az (1.21) és (1.22) egyenl®tlenségek alapján g' � h < FF .

2:) 1: : Legyen h : ! ! ! egy olyan rögzített függvény, hogy h=F 2 A, azaz h < FF . A
feltétel alapján g' � h < FF is teljesül. Így

A j=  [h=F ; (g' � h)=F ]

teljesül. Mivel h tetsz®leges volt, ezért az 1. pont teljesül.

Vizsgálataink szempontjából kitüntetett jelent®séggel bír az a speci�kus eset, ami-
kor a vizsgált struktúra egy reguláris létrához tartozó kezd®szelet. Ezen struktúrák
viselkedését formalizálja a soron következ® tétel. A tétel levezetése szervesen támasz-
kodik a 18. Állítás eredményére.

19. Tétel. Legyen ' := 8x9y (ahol  2 �0) egy tetsz®leges 89-formula. Tekintsünk
továbbá egy FF := hfn : n 2 !i reguláris létrát, és jelölje A az FF reguláris létrához
tartozó kezd®szeletet. Ezen feltételek mellett az alábbi két állítás ekvivalens egymással:

1. A j= ';

2. g' < FF .

Bizonyítás.

1:) 2: : A 17. Lemma alapján elég belátni, hogy g' < FF . Tekintsük a

h : ! ! !; h(i) := i
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függvényt. Ekkor h < FF , ugyanis a szuperkvadratikusság miatt létezik olyan
m 2 ! természetes szám, hogy F -majdnem minden i-re

h(i) = i < i2 < fm(i):

Így a 18. Állítás miatt g' � h < FF is teljesül. Ez azt jelenti, hogy létezik egy
olyan n 2 ! természetes szám, hogy F -majdnem minden i-re

g'(h(i)) < fn(i): (1.23)

Továbbá a h függvény értelmezése alapján minden i-re

g'(i) = g'(h(i)) (1.24)

Így az (1.23) és (1.24) összetétele után kapjuk, hogy F -majdnem minden i-re

g'(i) < fn(i)

teljesül. Tehát g' < FF .

2:) 1: : Tegyük fel, hogy g' < FF . Legyen h : ! ! ! egy olyan függvény, hogy h < FF .
Ekkor a 17. Lemma alapján h < FF is teljesül. A 6. Lemma eredményét felhasz-
nálva g' és h függvények monotonitása alapján létezik olyan m 2 ! természetes
szám, hogy F -majdnem minden i-re

g'(h(i)) < fm(i): (1.25)

A simítás de�níciója szerint F -majdnem minden i-re g'(i) � g'(i) teljesül, ezért
g'(h(i)) � g'(h(i)) F -majdnem minden i-re. Mivel g' monoton növekv®, és
F -majdnem minden i-re h(i) � h(i), ezért F -majdnem minden i-re

g'(h(i)) � g'(h(i)) � g'(h(i)): (1.26)

Így az (1.25) és (1.26) egyenl®tlenségek szerint g' �h < FF . Mivel h : ! ! ! egy
tetsz®leges függvény volt, ezért a 18. Állítás alapján A j= '.

1.5. Reguláris létrák generálása

A 19. Tétel állításának alkalmazásához elengedhetetlen egy megfelel® reguláris lét-
ra generálása. Egzaktul megfogalmazva: egy olyan FF létra el®állítása a cél, amely
dominálja a ' formulához tartozó simított minimális Skolem-függvényt. Kézenfekv®
analitikus megközelítésnek t¶nhet a struktúra valamely létrafokának oly módon törté-
n® megválasztása, hogy az önmagában is majorálja a g' leképezést. Felmerül a kérdés,
hogy ezen feltétel önmagában elégséges-e a reguláris létra el®állításához. A válasz ne-
gatív; a puszta dominancia elégtelenségének indoklását és analitikus korlátait a soron
következ® lemma formalizálja.
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20. Lemma. Legyen FF := hfn; n 2 !i egy reguláris létra. Ha g : ! ! ! egy olyan
monoton növekv® függvény, hogy g < FF , akkor minden N � 1 természetes szám esetén
g(N) < FF .

Bizonyítás. Az N szerinti indukcióval bizonyítjuk. Az N = 1 esetben készen vagyunk
a g < FF feltétel alapján. Tegyük fel, hogy N � 1 rögzített természetes szám esetén
g(N) < FF teljesül. Azt kell belátnunk, hogy g(N+1) < FF is teljesül. Mivel g monoton
növekv®, ezért g(N) is monoton növekv®. Így a 6. Lemma miatt g(N) � g < FF . Tehát
g(N+1) < FF . Ezzel az indukciót befejeztük.

A korábbiak értelmében a simított minimális Skolem-függvény majorálása önma-
gában elégtelen feltétel; a generáló struktúrának meg kell haladnia annak növekedési
rendjét. Egy kézenfekv® analitikus megközelítés szerint a keresett reguláris létra fo-
kait közvetlenül a simított Skolem-függvény iterált kompozícióiként célszer¶ de�niálni.
A probléma élesítésével adódik a kérdés: lehetséges-e egy olyan reguláris létra expli-
cit konstrukciója, amelynek fokait egzakt módon a g' leképezés kompozíciós hatványai
alkotják? Ezen kérdés megválaszolása céljából a következ®kben egy egzakt feltételrend-
szert adunk amely meghatározza, hogy egy tetsz®leges alapfüggvény és annak iteráltjai
milyen analitikus kritériumok egyidej¶ teljesülése esetén generálnak reguláris létrát.

21. Állítás. Legyen F � P(!) egy nemf® ultrasz¶r®, továbbá legyen g : ! ! ! egy
olyan függvény, amely a következ®ket teljesíti:

(i) g monoton növekv®;

(ii) F-majdnem minden i-re g(i) > i;

(iii) létezik olyan m 2 ! természetes szám, hogy F-majdnem minden i-re g(m)(i) >
�(i).

Ekkor az FF := hg(n); n 2 !i függvénycsalád egy reguláris létra, amelyet a g függvény
által generált reguláris létrának nevezünk.

Bizonyítás. Legyen F � P(!) egy tetsz®leges nemf® ultrasz¶r®. El®ször belátjuk,
hogy a hg(n); n 2 !i függvénysorozat egy létra F szerint. Ehhez azt kell látni, hogy
minden n 2 ! természetes szám esetén F -majdnem minden i-re g(n)(i) < g(n+1)(i).
Az n = 0 esetben igaz ez az egyenl®tlenség, ugyanis a (ii) tulajdonság alapján F -
majdnem minden i-re g(0)(i) < g(1)(i) teljesül. Ha rögzített n 2 ! természetes számra
F -majdnem minden i-re g(n)(i) < g(n+1)(i), akkor az (i) tulajdonság miatt F -majdnem
minden i-re

g(g(n)(i)) < g(g(n+1)(i)):

Így F -majdnem minden i-re g(n+1)(i) < g(n+2)(i). Tehát az indukció miatt FF :=
hg(n); n 2 !i függvénysorozat valóban egy létra.
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Most belátjuk, hogy FF reguláris. Egyrészt FF monoton az (i) tulajdonság miatt.
Másrészt FF kompozícióra zárt, mert rögzített n 2 ! esetén F -majdnem minden i-re

g(n) � g(n)(i) = g(2n)(i) < g(2n+1)(i):

Végül FF szuperkvadratikus a (iii) tulajdonság miatt.

Felmerülhet a kérdés, hogy a feltételrendszer független-e. A válasz nem.

22. Állítás. Ha egy g : ! ! ! függvény teljesíti az (i) és (iii) feltételeket, akkor
teljesíti a (ii) feltételt is.

Bizonyítás. Tegyük fel indirekten, hogy (ii) nem igaz. Ez azt jelentené, hogy F -
majdnem minden i-re g(i) � i. Mivel g monoton növekv®, ezért F -majdnem minden
i-re g(g(i)) � g(i) � i. Ezt m-szer iterálva kapjuk, hogy F -majdnem minden i-re
g(m)(i) � i. Azonban F -majdnem minden i-re i � i2, így F -majdnem minden i-re
g(m)(i) � i2 adódik. Ez ellentmond a (iii) feltételnek.

A reguláris létrákat generáló feltételrendszer vizsgálatából közvetlenül adódik, hogy
egy tetsz®leges formulához tartozó g' simított minimális Skolem-függvény iterációi ön-
magukban nem feltétlenül alkotnak reguláris létrát. Ezen analitikus korlát demonstrá-
lására tekintsük az alábbi ellenpéldákat:

1. A '(x; y) := (x = y) formulához tartozó simított Skolem-függvény az identi-
tásleképezéssel egyezik meg. Ez a leképezés megsérti mind a (ii), mind a (iii)
kritériumokat.

2. Ezzel szemben a '(x; y) := (x = y + 1) formulához tartozó simított Skolem-
függvény (amely a rákövetkezés-függvényt reprezentálja) kizárólag a (iii) feltétel-
nek nem tesz eleget.

23. Tétel. Legyen ' egy 89-formula. Ekkor

FF := h(� � g'(i))
(n); n 2 !i

egy reguláris létra bármely F � P(!) nemf® ultrasz¶r®re, amelyhez tartozó kezd®sze-
letben igaz '.

Bizonyítás. A 22. Állítás szerint csupán a 21. Állítás (i) és (iii) tulajdonságait kell
leellen®rizni a ��g'(i) függvényre. Legyen F � P(!) egy rögzített nemf® ultrasz¶r®re
Mivel g' és � monoton növekv®ek, ezért � � g' monoton növekv®. Mivel F -majdnem
minden i-re g'(i) � i és � monoton növekv®, ezért F -majdnem minden i-re

� � g'(i) � �(i) (1.27)
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Mivel F -majdnem minden i-re i2 � i+1, ezért (1.27) alapján F -majdnem minden i-re

� � g'(i) � i+ 1 (1.28)

Az (1.28) igaz marad az i = � � g'(i) behelyettesítéssel is, így F -majdnem minden i-re

�(i) < �(i) + 1 � � � g'(i) + 1 � (� � g')
(2)(i):

Tehát F -majdnem minden i-re (� � g')
(2)(i) > �(i). Ezzel beláttuk, hogy

FF := h(� � g')
(n); n 2 !i

egy reguláris létra.
A 19. Tétel alapján még annyit kell belátnunk, hogy g' < FF . Ez viszony nyilván-

való, mert g'(i) monotonitása miatt F -majdnem minden i-re

g'(i) � g2'(i) = � � g'(i):

A megfelel® reguláris létra létezésének igazolását követ®en természetes kérdésként
merül fel a konstrukció egyértelm¶sége, illetve az alternatív generálási módok hatása.
Tekinthetünk például olyan transzformációkat, mint az eredeti létra additív eltolá-
sa, vagy a generátorfüggvény iterált kompozíciós hatványra emelése. Modellelméleti
szempontból az els® vizsgálati kérdés nem maguknak a létrafokoknak a pontonkénti
eltérése, hanem az általuk indukált kezd®szeletek halmazelméleti megegyezése. Ezen
viszony leírására vezetjük be az alábbi fogalmat.

24. De�níció. Legyenek FF := hfn : n 2 !i és F 0
F := hf 0m : m 2 !i tetsz®leges létrák.

Azt mondjuk, hogy az FF létra ko�nális az F 0
F létrában, ha minden m 2 ! természetes

számhoz létezik egy n 2 ! természetes szám, hogy F -majdnem minden i-re

f 0m(i) � fn(i):

Továbbá azt mondjuk, hogy az FF és az F 0
F létrák egymásban (vagy másképpen: köl-

csönösen) ko�nálisak, amennyiben FF ko�nális az F 0
F létrában, és F 0

F is ko�nális az FF
létrában.

Könnyen igazolható, hogy a kölcsönös ko�nalitás relációja egy ekvivalenciareláci-
ót de�niál a létrák osztályán. Ezen ekvivalenciaosztályok modellelméleti invariánsát
formalizálja a soron következ® állítás.

25. Állítás. Ha FF := hfn : n 2 !i és F 0
F := hf 0m : m 2 !i egymásban ko�nális létrák,

akkor a hozzájuk tartozó kezd®szeletek megegyeznek.
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Bizonyítás. Csak azt bizonyítjuk, hogy fa 2 !!=F : ba < FFg � fa 2 !!=F : ba < F 0
Fg,

ugyanis a másik tartalmazást hasonlóan lehet bizonyítani. Legyen a 2 !!=F olyan,
hogy ba < FF . Mivel ba < FF , ezért létezik olyan n 2 ! természetes szám, hogy
F -majdnem minden i-re ba(i) < fn(i): (1.29)

Mivel F 0
F ko�nális FF -ben, ezért létezik olyan m 2 ! természetes szám, hogy F -

majdnem minden i-re
fn(i) < f 0m(i): (1.30)

Így az (1.29) és (1.30) egyenl®tlenségek alapján

ba(i) < f 0m(i):

Tehát ba < F 0
F teljesül.

Természetes módon merül fel a kérdés: lehetséges-e egzakt módon jellemezni azon
függvények osztályát, amelyek bármelyike által generált reguláris létra kölcsönösen ko-
�nális az h(� � g')

(n) : n 2 !i struktúrával? Egy ilyen osztályozás megadása valószí-
n¶tlen, tekintettel arra, hogy a g' minimális Skolem-függvény egy absztrakt, mind a
választott modellt®l, mind pedig a vizsgált formula struktúrájától függ® leképezés. En-
nek ellenére konstruktív példákon keresztül megmutatható, hogy a ko�nalitást meg®rz®
m¶veletek és az általuk generált függvények tipikusan milyen formát öltenek.

26. Példa. Háromfajta képzési módot adunk meg, hogy hogyan tudunk az � � g'
függvényt úgy áttranszformálni, hogy a transzformált által generált létrához tartozó
kezd®szelet megegyezzen az eredetivel.

1. Az egyik kézenfekv® transzformáció a generátorfüggvény eltolása egy konstanssal,
ugyanis a ��g' növekedése legy®zi a konstans növekedését. Tehát bármely n 2 !
esetén

� � g'(i) + n

egy megfelel® generátorfüggvény. Mivel � � g' szuperkvadratikus, ezért az

� � g'(i) + i

függvény is m¶ködik.

2. Egy másik megoldás, hogy magát a generátorfüggvény kompozíciós hatványát
vesszük, amellyel generáljuk a reguláris létrát. Ez annyit tesz, hogy a meglé-
v® létrákból elveszünk létrafokokat, de lényegében ugyanarról a létráról van szó
ko�nalitás erejéig. Tehát bármely c 2 ! n f0g esetén

(� � g')
(c)(i)

egy megfelel® generátorfüggvény.
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3. Használhatjuk közvetlenül a ko�nalitás de�nícióját is. De�nició alapján egy n 2
! természetes számhoz létezikm 2 !, hogy fn � f 0m. Ehhez azm 2 ! természetes
számhoz létezik n0 2 !, hogy f 0m � fn0 . Tehát fn � f 0m � fn0 egyenl®tlenség
sorozatot kapjuk. Tehát egy olyan F 0

F := hf 0m : m 2 !i létrát keresünk, hogy
minden n 2 !-hoz létezik olyan m 2 !, hogy F -majdnem minden i-re

(� � g')
(n)(i) � f 0m(i) � (� � g')

(n0)(i)

valamilyen n0 � n természetes számra. Nyilván ez az eset lefedi a fenti kett®
esetet. Viszont a fenti formula egy következménye, hogy fel tudjuk emelni a
létrát a földr®l. Azaz f 0m := (� � g')

(m+a) is egy megfelel® létra foka bármely
a 2 ! esetén.

A fenti 3 esetet meg�gyelve a következ® transzformációk végezhet®ek el a létrával:

fn(i) := (� � g')
(cn+a)(i) + n (c; a; n 2 !);

fn(i) := (� � g')
(cn+a)(i) + i (c; a 2 !):

Az eddigi vizsgálataink során egyetlen, rögzített 89-formula esetét néztük. A soron
következ® célkit¶zés ezen eredmények kiterjesztése egy véges formulahalmazra. A fel-
adat egy olyan FF reguláris létra konstrukciója, amely egyidej¶leg dominálja az összes
vizsgált formulához tartozó simított minimális Skolem-függvényt, vagyis teljesíti a

g'0 ; g'1 ; : : : ; g'k�1
< FF

feltételrendszert. Ezen majorálási probléma megoldását úgy nyerjük, hogy képezzük
az egyes formulákhoz tartozó generátorfüggvények pontonkénti maximumát, majd ezen
új, egyesített leképezést alkalmazva generáljuk a megkövetelt reguláris létrát.

27. De�níció. Legyen adott a g0; g1; : : : ; gk�1 : ! ! ! leképezések (ahol k 2 !). Ezen
függvényrendszer pontonkénti maximumát, amelyet a

W
l<k gl : ! ! ! operátorral

jelölünk, az alábbi hozzárendelési szabállyal de�niáljuk: _
l<k

gl

!
(i) := maxfgl(i) : l < kg (i 2 !):

28. Állítás. Tekintsük 89-formulák egy tetsz®leges véges rendszerét, melyet jelöljön
'0; '1; : : : ; 'k�1 (ahol k 2 !). Ezen feltételek mellett az iterált kompozíciók által gene-
rált

FF :=

* _
l<k

� � g'l

!(n)

: n 2 !

+
függvényrendszer egy olyan reguláris létrát de�niál, amelyhez tartozó kezd®szeletben,
mint modellelméleti struktúrában, egyidej¶leg igaz a '0; '1; : : : ; 'k�1 állítások mind-
egyike.
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Bizonyítás. Mivel mindegyik g'l függvény monoton növekv®, ezért
W
l<k ��g'l monoton

növekv®. A 23. Tétel szerint � � g'0 egy reguláris létrát generál, ezért F -majdnem
minden i-re  _

l<k

� � g'l

!(m)

� (� � g'0)
(m)(i) > �(i):

Tehát FF valóban egy reguláris létra. Az utolsó állítás igazolására csak annyit kell
meg�gyelni, hogy minden 0 � l � k � 1 esetén F -majdnem minden i-re

g'l(i) � � � g'l(i) �

 _
l<k

� � g'l

!
(i):

Így minden 0 � l � k � 1 esetén g'l(i) < FF . Tehát a 19. Tétel alapján A j=
'0; '1; :::; 'k�1.
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2. fejezet

A F®eredmény bizonyítása

Az 1.1. alfejezetben el®rebocsátott f®eredményünket,a korábban kidolgozott fogalmi
apparátusra támaszkodva, az alábbiakban tételként is formalizáljuk.

29. Tétel. Tetsz®leges véges � � TH(N ) formulahalmazhoz van egy olyan FF létra
valamely F � P(!) nemf® ultrasz¶r®re vonatkozóan, amelyre igaz, hogy bármely  89-
formula esetén a � `  levezethet®ség ekvivalens a g < FF dominancia teljesülésével.

A tétel igazolásának stratégiája a következ®. Rögzítsünk egy tetsz®leges véges
� � TH(N ) formulahalmazt, valamint egy F � P(!) nemf® ultrasz¶r®t. A bizo-
nyítás során a keresett struktúraként az 1.5. alfejezetben konstruált reguláris létrát
alkalmazzuk. Ezen választást a 19. Tétel alapozza meg, amely kimondja, hogy egy
tetsz®leges 89-formula egy adott kezd®szelet feletti érvényessége ekvivalens azzal a
feltétellel, hogy a formulához tartozó simított Skolem-függvényt dominálja a szóban
forgó létra. Rögzítsünk tehát egy tetsz®leges  alakú 89-formulát; a bizonyítás célja a
� `  () g < FF logikai ekvivalencia igazolása.

2.1. Formulahalmazok szeparálása reguláris létrákkal

A levezetést a) implikáció irányának kezdjük, amelyhez indirekt bizonyítási stratégiát
alkalmazunk. A szemantikai következményfogalom de�níciója értelmében a � 6`  ne-
gatív állítás pontosan azt jelenti, hogy létezik olyan A struktúra, amelyre egyidej¶leg
fennáll az A j= f'0; '1; : : : ; 'k�1g és az A 6j=  reláció. A soron következ® állítás-
ban annak modellelméleti és analitikus feltételrendszerét vizsgáljuk, hogy egy reguláris
létrához tartozó kezd®szelet miként képes ezen formulahalmazok szeparálására.
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30. Állítás. Legyenek '0; '1; : : : ; 'k�1, valamint  0;  1; : : : ;  k�1 (ahol k 2 !) az N
modellben érvényes, nem feltétlenül páronként különböz® 89-formulák. Ezen feltételek
mellett az alábbi két állítás ekvivalens egymással:

1. minden j; l 2 f0; 1; : : : ; k�1g indexpár esetén a  j formulához tartozó g j simított
minimális Skolem-függvény gyorsabban növekszik, mint a 'l formulához tartozó
g'l leképezés;

2. létezik egy olyan FF reguláris létra, amelyhez tartozó A kezd®szelet szeparálja a
fenti formulahalmazokat; azaz

A j= '0;A j= '1; :::;A j= 'k�1;

A 6j=  0;A 6j=  1; :::;A 6j=  k�1:

Bizonyítás.

1:) 2: : Tekintsük a következ® reguláris létrát:

FF :=

8<:
 _
l<k

� � g'l

!(n)

; n 2 !

9=; :

Legyen A az FF létra által generált kezd®szelet. Vegyük észre, hogy minden
l = 0; 1; ::; k� 1 index esetén g'l < FF teljesül. Ugyanis F -majdnem minden i-re

g'0(i) < g2'0(i) �
_
l<k

� � g'l(i):

Így a 19. Tétel alapján az A kezd®szeletben igazak a 'l (l = 0; 1; :::; k � 1)
formulák. Már csak annyit kell belátni, hogy a  j (j = 0; 1; :::; k � 1) formulák
nem igazak az A kezd®szeletben. Az 1. pont alapján minden l; j = 0; 1; :::; k � 1
indexre és minden n 2 ! természetes szám esetén F -majdnem minden i-re

g(n)'l
(i) < g j(i);

így g j 6< FF minden j = 0; 1; :::; k � 1 esetén. Tehát a  j (j = 0; 1; :::; k � 1)
formulák nem igazak A-ban a 19. Tétel miatt.

2:) 1: : Tegyük fel indirekten, hogy léteznek olyan j; l < k indexek, hogy g j nem n®
gyorsabban, mint g'l . Ekkor de�níció szerint létezik olyan n 2 ! természetes
szám, hogy F -majdnem minden i-re

g j(i) � g(n)'l
(i): (2.1)
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A 19. Tétel szerint az ellentmondáshoz elég annyit belátni, hogy g j < FF . Mivel
A j= 'l (l = 0; 1; :::; k � 1), ezért a 19. Tétel alapján g'l < FF . Ekkor a 20.
Lemma szerint g(n)'l

< FF is teljesül, így létezik olyan nl 2 ! természetes szám,
hogy F -majdnem minden i-re

g(n)'l
(i) < fnl(i): (2.2)

A (2.1) és (2.2) egyenl®tlenségeket összeolvasva kapjuk, hogy F -majdnem minden
i-re

g j(i) < fnl(i):

Ez azt jelenti, hogy g j < FF .

Az indirekt bizonyítási eljárás során alkalmazott � 6`  feltétel tehát ellentmondás-
ra vezet a g < FF dominancia relációjának fennállásával. A 17. Lemma eredményeire
támaszkodva ez az ellentmondás, ekvivalens módon, a simított Skolem-függvényre vo-
natkozó g < FF feltétellel is jelentkezik. Ezen lépést követ®en egy önálló tételben
formalizáljuk a f®eredmény levezetéséhez még fennmaradó, ténylegesen bizonyítandó
állítást.

31. Állítás. Legyenek '0; '1; : : : ; 'k�1;  az N modellben igaz, páronként különböz®
89-formulák, amelyekre fennáll, hogy f'0; '1; : : : ; 'k�1g `  . Ekkor létezik egy olyan
m 2 ! természetes szám, amelyre véges sok i 2 ! kivételével mindenütt _

l<k

� � g'l

!(m)

(i) > g (i):

Bizonyítás. Tegyük fel indirekten, hogy minden m 2 ! természetes szám esetén végte-
len sok i 2 ! helyen  _

l<k

� � g'l

!(m)

(i) � g (i) (2.3)

teljesül. De�niáljuk a következ® halmazokat minden m 2 ! esetén:

Im :=

8<:i 2 ! :

 _
l<k

� � g'l

!(m)

(i) < g (i) + 1

9=; :

Vegyük észre, hogy minden m 2 ! esetén Im � Im+1. Ugyanis legyen i 2 Im+1 egy
rögzített elem. Ekkor

g (i)+1 >

 _
l<k

� � g'l

!(m+1)

(i) =

 _
l<k

� � g'l

!(m) _
l<k

� � g'l(i)

!
>

 _
l<k

� � g'l

!(m)

(i)
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teljesül, mivel
W
l<k � � g'l(i) > g'0(i) > i teljesül véges sok i 2 ! kivételével. Ez

alapján i 2 Im. Tehát így kaptunk egy végtelen fogyó I := fIm : m 2 !g láncot. Az I
halmazrendszer teljesíti a véges metszet tulajdonságot. Ugyanis

Im0
\ Im1

\ ::: \ Imj�1
= IM ;

ahol m0;m1; :::;mj�1 (j 2 !) természetes számok, és M := maxfm0;m1; :::;mj�1g. Itt
IM 6= ; teljesül (2.3) miatt. Generáljunk az I halmazrendszerrel egy sz¶r®t, majd ezt
terjesszük ki egy F nemf® ultrasz¶r®vé. Vegyük észre, hogy (2.3) alapján g gyorsabban
n®, mint g'l minden l = 0; 1; :::; k�1 index esetén. Ugyanis rögzített n 2 ! természetes
számra végtelen sok i 2 ! esetén

g(n)'l
(i) �

 _
i<k

� � g'l

!(n)

(i) <

 _
i<k

� � g'l

!(n+1)

(i) � g (i)

minden l = 0; 1; :::; k � 1 index esetén. Így a 30. Állítás alapján a

FF :=

* _
l<k

� � g'l

!(m)

;m 2 !

+
reguláris létrához tartozó A kezd®szelet esetén

A j= f'0; '1; :::; 'k�1g; A 6j=  ;

ami ellentmond annak, hogy f'0; '1; :::; 'k�1g `  .

2.2. Modellelméleti beágyazás és ko�nális létrák konst-

rukciója

A f®tétel fordított irányú implikációjának igazolása során egy olyan A struktúrát te-
kintenénk, amelyre A j= f'0; '1; : : : ; 'k�1g. Az A j=  következményt kívánjuk bizo-
nyítani. Ezen megközelítés kritikus pontja azonban az a strukturális bizonytalanság,
miszerint err®l a felvett A modellr®l az nem garantált, hogy egy alkalmas létrához tar-
tozó kezd®szeletként reprezentálható. Ezen hiányzó modellelméleti kapcsolatot, vagyis
a szeparáló tulajdonság kezd®szeletekbe történ® átvihet®ségét, formalizálja a soron kö-
vetkez® állítás.

32. Állítás. Legyen � � TH(N ) egy olyan elmélet, amelyre amennyiben N j= 8x'
(ahol ' 2 �0), úgy � ` 8x' is teljesül. Tekintsünk továbbá egy tetsz®leges A modellt,
amelyre A j= � fennáll. Tegyük fel, hogy '0; : : : ; 'n�1;  olyan 89-formulák, amelyekre
A j= 'l (minden l < n indexre) és A 6j=  . Ekkor létezik egy olyan FF reguláris létra,
amelyhez tartozó B kezd®szeletben

B j= '0; : : : ; 'n�1; de B 6j=  :
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Bizonyítás.

1. Lépés: Az A modell beágyazása IN =F-be. Feltehetjük, hogy az A
modell megszámlálható (ha nem az, akkor vegyük egy megszámlálható elemi
részmodelljét, amelyben a formulák igazságértéke nem változik). Ekkor A alap-
halmaza felsorolható egy fakgk2! sorozattal. Vegyük A elemeinek egy tetsz®leges
véges sok a0; : : : ; al�1 2 A elemét és a rájuk vonatkozó igaz �0-állítások egy vé-
ges � halmazát. Azt állítjuk, hogy ezek a formulák kielégíthet®k a standard N
modellben is. Tegyük fel indirekten, hogy ez nem igaz. Azaz azt tesszük fel, hogy
léteznek olyan a0; : : : ; al�1 2 A elemek és #t formulák, hogy

A j=
^
t<s

#t[a0; : : : ; al�1];

de az N modellben nincsenek ilyen tulajdonságú b0; : : : ; bl�1 2 ! számok. Ezen
feltétel átfogalmazása a következ®:

N j= 8x0 : : : 8xl�1:

 ^
t<s

#t

!
:

A tétel feltétele szerint a � elmélet bizonyítja az N -ben igaz univerzális �0-
állításokat, így

� ` 8x0 : : : 8xl�1:

 ^
t<s

#t

!
:

Mivel A j= �, ezért

A j= 8x0 : : : 8xl�1:

 ^
t<s

#t

!
:

Ez közvetlenül ellentmond a kiindulási feltételünknek, miszerint A-ban az a0; : : : ;
al�1 elemekre igazak voltak a #t állítások. Tehát minden véges rendszer kielégít-
het® N -ben. Ekkor minden n 2 ! számhoz választunk egy olyan kon�gurációt
a standard modellben, amely kielégíti a lista els® n darab #0; : : : ; #n�1 állítását.
Legyen H#k (0 � k < n) azon indexek halmaza, ahol a #k formula igazzá válik
a konstrukció során. Ha n > k, akkor a de�níció szerint az n-edik kon�gurá-
ció kielégíti az els® n formulát, amiben már benne van a #k is. Tehát minden
0 � k < n esetén

fk + 1; k + 2; k + 3; : : : g � H#k :

Mivel minden 0 � k < n esetén a fk + 1; k + 2; k + 3; : : : g halmaz kovéges,
ezért létezik olyan F nemf® ultrasz¶r®, hogy H#k 2 F minden 0 � k < n
esetén. Minden a 2 A elemhez hozzárendelhetünk egy fa : ! ! ! függvényt,
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ami megmondja, hogy az a elemnek melyik természetes szám felel meg az N
modellben az egyes véges kon�gurációkban. Tehát

� : A! !!=F ; �(a) := [fa]F

egy beágyazás. Továbbá a �o±-lemma miatt meg®rzi a �0-formulák igazságérté-
két. Legyen A0 az A � szerinti homomorf képe.

2. Lépés: A ko�nális reguláris létra konstrukciója. Mivel A0 egy meg-
számlálható modell, ezért felsorolhatjuk az alaphalmazának elemeit egy fbakgk2!
sorozattal. Egy olyan FF := hfm;m 2 !i létrát szeretnénk alkotni, hogy

1. minden m 2 !-re fm monoton növekv®;

2. FF kompozícióra zárt;

3. FF szuperkvadratikus;

4. minden m 2 !-hez létezik olyan k 2 ! index, hogy F -majdnem minden i-re
fm(i) < bak(i);

5. minden m 2 ! esetén F -majdnem minden i-re bam(i) < fm+1(i).

Hogy szuperkvadratikus legyen a létra indítsuk a négyzetre emelésb®l: f0(i) := i2.
Tegyük fel, hogy az fm létrafok már megvan, és teljesíti a feltételeket. A 4.
tulajdonság alapján létezik olyan k 2 ! index, hogy F -majdnem minden i-re
fm(i) < bak(i). Azt szeretnénk, hogy F -majdnem minden i-re bam(i) < fm+1(i)
teljesüljön, így legyen

w(i) := maxfbak(i);bam(i)g:
A w függvény még nem biztos, hogy monoton vagy elég gyors, így vesszük az
w simítottját. A kompozícióra való zártságra tekintettel legyen az m + 1-edik
létrafok

fm+1 := w � w:

Ez a létrafok biztosan monoton növekv® lesz, mivel monoton növekv® függvények
kompozíciója is monoton növekv®. A konstrukció miatt hfm;m 2 !i egy olyan
függvénysorozat, amely teljesíti az 1.-5. tulajdonságokat (habár a kompozíció-
ra való zártság még nem biztos, hogy nyilvánvaló els® olvasásra; ennek precíz
bizonyítására hamarosan rátérünk.) Be kell látnunk, hogy FF := hfm;m 2 !i
egy létra. Legyen m 2 ! egy rögzített természetes szám. A konstrukció miatt
F -majdnem minden i-re

fm(i) < bak(i) � w(i) � w(i): (2.4)

Vegyük észre, hogy F -majdnem minden i-re w(i) � i. Ugyanis ha F -majdnem
minden i-re w(i) < i teljesülne, akkor a következ® sorozatot kapnánk:

i > w(i) > w(w(i)) > � � � > w(n)(i) > : : : ;
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ami egy végtelen, szigorúan monoton csökken® sorozat lenne. Ez a Jólrendezési
Tétel miatt lehetetlen. Tehát F -majdnem minden i-re w � i teljesül. Ekkor (2.4)
alapján F -majdnem minden i-re

fm(i) < w(i) � (w � w)(i) = fm+1(i):

Most rátérünk a kompozícióra való zártságra. El®ször tegyük fel, hogy F -majdnem
minden i-re bam(i) � bak(i). Mivel w = bak, így F -majdnem minden i-re

fm(fm(i)) < bak(bak(i)) � bak(bak(i)) = w(w(i)) = fm+1(i):

Most tegyük fel, hogy F -majdnem minden i-re bak(i) < bam(i). Mivel w = bam, így
F -majdnem minden i-re

fm(fm(i)) < bak(bak(i)) � bak(bak(i)) < bam(bam(i)) = w(w(i)) = fm+1(i)

Tehát az FF létra valóban zárt a kompozícióra. Legyen B az FF reguláris lét-
rához tartozó kezd®szelet. A ko�nalitás alapján a 25. Állítás miatt a B és A0

alaphalmazai megegyeznek.

3. Lépés: A 'l formulák igazsága B-ben. Vizsgáljuk a 'l := 8x9y l (l < n)
formulákat. Azt szeretnénk belátni, hogy B j= 'l. Ehhez a 19. Tétel szerint azt
kell bebizonyítani, hogy g'l < FF . Vegyünk egy tetsz®leges b 2 B elemet. Mivel
B az FF létra által generált kezd®szelet, ezért létezik olyan n 2 ! természetes
szám, hogy F -majdnem minden i-re

b(i) < fn(i): (2.5)

Mivel 4. tulajdonság miatt létezik egy olyan k 2 ! természetes szám, hogy
F -majdnem minden i-re

fn(i) < bak(i): (2.6)

Összetéve a (2.5) és (2.6) egyenl®tlenségeket kapjuk, hogy F -majdnem minden
i-re

b(i) < bak(i):
Mivel g'l monoton növekv®, ezért F -majdnem minden i-re

g'l(b(i)) � g'l(bak(i)): (2.7)

Mivel A j= 'l, ezért a beágyazás miatt A0 j= 'l. Így a 19. Tétel miatt létezik
olyan k0 2 ! természetes szám, hogy F -majdnem minden i-re

g'l(bak(i)) < bak0(i): (2.8)
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Az 5. tulajdonság alapján F -majdnem minden i-re

bak0(i) < fk0+1(i): (2.9)

Összetéve a (2.7), (2.8) és (2.9) egyenl®tlenségeket kapjuk, hogy F -majdnem
minden i-re

g'l(b(i)) < fk0+1(i):

Tehát g'l � b < FF . Mivel ez minden b 2 B-re igaz, ezért a 19. Tétel miatt
B j= 'l.

4. Lépés: A  formula hamissága. Legyen  := 8x9y 0 ( 0 2 �0). Most
belátjuk, hogy B 6j=  . Mivel A 6j=  , ezért A0 6j=  . Így van olyan a 2 A0, hogy
minden y 2 A0 elem esetén

A0 j= : 0[a; y]: (2.10)

Rögzítsük le egy ilyen a 2 A0 elemet. Azt szeretnénk belátni, hogy minden b 2 B
elem esetén B 6j=  0[a; b]. Tegyük fel indirekten, hogy van olyan b 2 B, hogy
B j=  0[a; b]. A (2.10) alapján a 14. Lemma alkalmazva kapjuk, hogy

A0 j= 8y9x(8y0 < y)(9x0 < x): 0[x
0; y0]; (2.11)

ahol x = a. Mivel A0 és FF egymásban ko�nálisak, ezért van olyan c 2 A0, hogy
c > b, és (2.11)-et y = c-re alkalmazva minden y0 < c elem esetén létezik olyan
a0 < a elem, hogy

A0 j= : 0[a
0; y]

Mivel  0 2 �0, és a � beágyazás �0-elemi ezért F -majdnem minden i-re minden
y < bci elemhez

N j= : 0[ba0i; y] (2.12)

Másrészt mivel  0 2 �0, ezért F -majdnem minden i-re N j=  0[bai;bbi]. Továbbá
c > b miatt majdnem minden i-re bbi < bci, ami ellentmond (2.12)-nek.

A megel®z® konstrukciók garantálják, hogy a vizsgálataink során elegend® kizárólag
egy reguláris létrához tartozó kezd®szelet modelljére szorítkoznunk; a bizonyítás befeje-
zéséhez a g < FF dominancia igazolása szükséges. Ezen állítás levezetéséhez indirekt
bizonyítási stratégiát alkalmazunk, azaz feltesszük, hogy g 6< FF reláció. Ezen indi-
rekt feltevésre támaszkodva formalizáljuk a soron következ® állítást, melynek sikeres
igazolása teljessé teszi az eredeti 29. Tétel bizonyítását is.
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33. Állítás. Legyenek '0; '1; : : : ; 'k�1;  az N modellben érvényes, páronként különbö-
z® 89-formulák. Tegyük fel továbbá, hogy van egy olyan m 2 ! iterációs index, amelyre
véges sok i 2 ! kivételével mindenütt _

l<k

� � g'l

!(m)

(i) > g (i): (2.13)

Ekkor f'0; '1; :::; 'k�1g `  teljesül.

Bizonyítás. Tegyük fel indirekten, hogy f'0; '1; :::; 'k�1g 6`  . Ekkor bármely A struk-
túrára, amelyre A j= '0; '1; :::; 'k�1, az teljesül, hogy A 6j=  . Rögzítsünk egy ilyen
A struktúrát. A 32. Állítás alapján létezik olyan FF := hfn; n 2 !i reguláris létra,
hogy ha B az FF reguláris létrához tartozó kezd®szelet, akkor B j= '0; '1; :::; 'n�1, de
B 6j=  . A 19. Tétel miatt g'0 ; g'1 ; :::; g'k�1

< FF . A szuperkvadratikusság miatt
� < FF , így a 6. Lemma alapján � � g'0 ; � � g'1 ; :::; � � g'k�1

< FF . Tehát_
l<k

� � g'l < FF

is teljesül. A 20. Lemma alapján _
l<k

� � g'l

!(m)

< FF :

Megjegyezzük, hogy itt az m 2 ! természetes szám ugyanaz a szám, ami (2.13)-ban
szerepel. Tehát létezik olyan n 2 ! természetes szám, hogy F -majdnem minden i-re _

l<k

� � g'l

!(m)

(i) < fn(i):

Ekkor (2.13) alapján F -majdnem minden i-re

g (i) < fn(i):

Ez viszont azt jelenti, hogy g < FF , ami ellentmond azzal, hogy B 6j=  a 19. Tétel
miatt.

A 33. Állítás igazolásával a kit¶zött célt elértük. Míg a megel®z® tétel egy véges
formulahalmaz szerepelt, ezen eredmény (a Kompaktsági Tétel modellelméleti alkal-
mazásával) természetes módon kiterjeszthet® tetsz®leges, akár végtelen elméletekre is.
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34. Következmény. Legyen � � T H(N ) egy tetsz®leges formulahalmaz, továbbá  
egy, az N modellben érvényes 89-formula. Ezen feltételek mellett az alábbi két állítás
ekvivalens egymással:

1. � `  ;

2. létezik egy olyan �0 := f'0; '1; :::; 'k�1g � � véges formulahalmaz, amelyhez
létezik olyan m 2 ! természetes szám, hogy véges sok kivételével minden i 2 !

esetén
�W

l<k � � g'i
�(m)

(i) > g (i).

Bizonyítás.

1:) 2: : A Kompaktsági Tétel miatt létezik olyan �0 � � véges formulahalmaz, hogy
�0 `  . Legyen �0 := f'0; '1; :::; 'k�1g. A 31. Állítás alapján pedig létezik
olyan m 2 ! természetes szám, hogy véges sok kivételével minden i 2 ! esetén�W

l<k � � g'i
�(m)

(i) > g (i).

2:) 1: : A 33. Állítás alapján �0 `  teljesül. Mivel �0 � �, ezért � `  is teljesül.

2.3. A dedukció algebrai variánsai

Az eddigiekben igazolt f®eredményünk (29. Tétel) és annak kiterjesztése (34. Kö-
vetkezmény) megteremtették az ekvivalenciát a levezethet®ség és a simított minimális
Skolem-függvények dominanciája között. A dedukció mélyebb vizsgálata, valamint a
majorálási feltételek absztraktabb, halmazelméleti és algebrai kezelése céljából a kö-
vetkez®kben a f®tétel különböz® variánsait fogalmazzuk meg.

Ezen újabb megközelítések, els®ként a 35. Állításban kimondott 1. variáns, precíz
tárgyalásához elengedhetetlen a korábban alkalmazott aszimptotikus egyenl®tlenségek
formális tömörítése, illetve egy, az adott ultrasz¶r®höz tartozó "majdnem mindenütt"
típusú parciális rendezés bevezetése.

Vezessük be az alábbi dominálási relációt: jelölje a �F b azt, hogy az a(i) � b(i)
egyenl®tlenség F -majdnem minden i-re teljesül. A következ®kben rögzítsük a � =
f'1; : : : ; 'ng � TH(N ) 89-formulákból álló formulahalmazt. Tegyük fel továbbá, hogy
 egy olyan 89-formula, hogy N j=  .

35. Állítás. Legyen g0 : ! ! ! egy olyan generátorfüggvény, amely egy rögzített
F nemf® ultrasz¶r®re vonatkozóan generálja az FF = hg(k)0 : k 2 !i reguláris létrát.
Amennyiben minden i 2 f1; : : : ; ng index esetén fennáll, hogy g'i �F g0, és egyidej¶leg
teljesül, hogy � `  , akkor létezik egy olyan m 2 ! természetes szám, amelyre a
g �F g

(m)
0 egyenl®tlenség is érvényesül.
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Bizonyítás. Legyen A az FF reguláris létrához tartozó kezd®szelet. Mivel g0 pontosan
FF els® foka és g'i �F g0, ezért g'i < FF . Tehát a 19. Tétel szerint minden i-re
A j= 'i, azaz A j= �. Mivel � `  , ezért a Teljességi Tétel miatt � j=  . Mivel az
el®bb láttuk, hogy A j= �, ezért A j=  is teljesül. Ekkor a 19. Tétel miatt g < FF ,

ami azonos azzal, hogy létezik olyan m 2 ! természetes szám, hogy g �F g
(m)
0 .

Tehát a levezethet®ség garantálja a konklúzióhoz tartozó majoráns függvény korlá-
tosságát a generátorfüggvény valamely véges iteráltja által. Ezen tulajdonság mélyebb,
halmazelméleti karakterizálása érdekében célszer¶ vizsgálni azon leképezések osztályát,
amelyek egyszerre dominálják a generált létra összes fokát.

36. De�níció. Tegyük fel, hogy a g0 : ! ! ! leképezés, egy rögzített F nemf®
ultrasz¶r®re vonatkozóan, generálja az FF := hg(n)0 : n 2 !i reguláris létrát. De�niáljuk
az alábbi halmazt:

S(g0) := fk 2 !!j8n 2 ! : g
(n)
0 �F kg:

37. Állítás. Tegyük fel, hogy a g0 : ! ! ! leképezés, egy rögzített F nemf® ultrasz¶r®re
vonatkozóan, generálja az FF := hg(n)0 : n 2 !i reguláris létrát. Tegyük fel továbbá, hogy
minden i 2 f1; : : : ; ng esetén g'i �F g0. Ha � `  , akkor g =2 S(g0).

Bizonyítás. A feltételek alapján minden i 2 f1; : : : ; ng-re g'i �F g0 és � `  , így a 35.

Állítás miatt létezik olyan m 2 ! természetes szám, hogy g �F g
(m)
0 .

Tegyük fel indirekten, hogy g 2 S(g0). Az S(g0) halmaz de�níciója szerint ekkor

minden n 2 ! esetén g(n)0 �F g teljesülne. Mivel F létra, ezért g �F g
(m)
0 <F g

(m+1)
0 .

De�niáljuk a következ® halmazokat:

I1 = fi 2 ! : g (i) < g
(m+1)
0 (i)g 2 F ; I2 = fi 2 ! : g

(m+1)
0 (i) � g (i)g 2 F :

Azonban I1 és I2 egymás diszjunkt komplementerei az ! halmazon. Egy ultrasz¶r®
de�níciójából adódik, hogy nem tartalmazhat egyszerre egy halmazt és annak komp-
lementerét. Ez ellentmondás. Tehát az indirekt feltevés hamis, amivel beláttuk, hogy
g =2 S(g0).

A 37. Állítás tárgyalt lokális, egyetlen rögzített generátorfüggvényre vonatkozó
korlátosság általánosítható a vizsgált � elmélet egészére. Annak érdekében, hogy a de-
dukciót egy globálisabb, absztrakt halmazelméleti keretben vizsgálhassuk, a korábban
bevezetett S(g0) operátor mintájára de�niáljuk a teljes véges formulahalmazhoz tarto-
zó fels® korlátok osztályát, az S(�) halmazt. Ezen új halmaz bevezetése megteremti
az alapot a f®eredmény harmadik variánsának kimondásához, amely a levezethet®séget
egy tisztán halmazelméleti relációra vezeti vissza.
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38. De�níció. Rögzítsünk egy tetsz®leges F nemf® ultrasz¶r®t. De�niáljuk az S(�) �
P(!!) halmazt oly módon, hogy k 2 S(�) pontosan akkor teljesül, ha létezik egy olyan
g0 : ! ! ! generátorfüggvény, amelyre érvényesülnek az alábbi feltételek:

1. minden i 2 f1; : : : ; ng esetén g'i �F g0;

2. minden n 2 ! természetes szám esetén g(n)0 �F k.

39. Állítás. Ha � `  , akkor bármely k 2 S(�) függvény esetén g �F k.

Bizonyítás. Mivel k 2 S(�), ezért az 1. feltétel alapján minden i 2 f1; : : : ; ng esetén
g'i �F g0. Továbbá � `  , így a 37. Állítás miatt létezik olyan n 2 ! természetes

szám, hogy g �F g
(n)
0 . A 2. feltétel alapján g(n)0 �F k, így g �F k teljesül.

A dedukció és a korlátok közötti kapcsolat mélyebb, absztrakt algebrai jellemzése
érdekében a vizsgált struktúrákat egy formális relációs keretrendszerbe ágyazzuk. Az
alábbi de�níciókban bevezetett operátorpár megteremti az alapot annak igazolásához,
hogy a szintaktikus levezethet®ség és a minimális Skolem-függvények iterált dominan-
ciája között egy jól strukturált algebrai viszony áll fenn.

40. De�níció. De�niáljuk az R � T H89(N )� !! bináris relációt a következ®képpen:
egy tetsz®leges ' formula és egy k korlátfüggvény esetén pontosan akkor áll fenn a
('; k) 2 R reláció, amennyiben létezik egy olyan g0 : ! ! ! generátorfüggvény, amelyre
teljesül, hogy g' �F g0, valamint minden n 2 ! természetes számra g(n)0 �F k.

41. De�níció. Vezessük be a következ® S : [T H89(N )]<! ! P(!!) és S� : P(!!) !
[T H89(N )]<! operátorokat:

S(�) := fk 2 !!j8' 2 � : ('; k) 2 Rg;

S�(W ) := f' 2 �j8k 2 W : ('; k) 2 Rg

42. Állítás. Az (S; S�) pár egy rendfordító Galois-kapcsolat a halmazelméleti tartal-
mazásra nézve.

Bizonyítás. De�níció alapján annak kell teljesülnie, hogy � � S�(W ) () W �
S(�). Ez viszont igaz, mert kibontva a két oldalt a következ® tautológiát kapjuk:
(8' 2 �)(8k 2 W )'Rk () (8k 2 W )(8' 2 �)'Rk.

Legyen �1 � �2. Azt bizonyítjuk be most, hogy S(�2) � S(�1). Vegyünk egy
tetsz®leges k 2 S(�2) elemet. Az S operátor de�níciója szerint ez azt jelenti, hogy
minden ' 2 �2 esetén fennáll a ('; k) 2 R reláció. Mivel feltettük, hogy �1 � �2,
ezért minden ' 2 �1 formula egyben eleme �2-nek is. Ebb®l következik, hogy minden
' 2 �1 esetén is teljesül a ('; k) 2 R reláció. Ez viszont pontosan azt jelenti a
de�níció alapján, hogy k 2 S(�1). Mivel tetsz®leges k-ból indultunk ki, beláttuk, hogy
S(�2) � S(�1).
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Legyen W1 � W2. Azt kell igazolnunk, hogy S�(W2) � S�(W1). Vegyünk egy
tetsz®leges ' 2 S�(W2) elemet. Az S� operátor de�níciója szerint ez azt jelenti, hogy
minden k 2 W2 esetén fennáll a ('; k) 2 R reláció. Mivel feltettük, hogy W1 � W2,
ezért minden k 2 W1 elem egyben eleme W2-nek is. Ebb®l következik, hogy minden
k 2 W1 esetén is teljesül a ('; k) 2 R reláció. Ez pedig a de�níció alapján éppen azt
jelenti, hogy ' 2 S�(W1). Ezzel beláttuk, hogy S�(W2) � S�(W1).

43. Következmény. C(�) := S�(S(�)) egy lezárási operátor.

Ezen konstrukció bevezetése megteremti a lehet®séget a f®eredmény negyedik, egy-
ben leginkább algebrai karakter¶ variánsának kimondására, amely a deduktív lezárást
a dominancia relációja által generált lezárásba ágyazza.

44. Állítás. Ded(�) � C(�).

Bizonyítás. Legyen  2 Ded(�). Ekkor � `  . Elegend® belátni, hogy minden
k 2 S(�) esetén g �F k. Ez viszont igaz a 39. Állítás miatt.

2.4. Kapcsolat a gyorsan növ® hierarchiákkal

Függvények gyorsan növ® hierarchiáit régóta vizsgálták annak érdekében, hogy egy le-
vezethet® 89-formula minimális Skolem-függvényére becsléseket adhassanak; ezzel kap-
csolatban Kreisel, Gentzen és Grzegorczyk munkáira utalunk. Több hasonló hierarchiát
vezettek be, mi alább a [4]-ben megjelent dolgozatból idézzük fel a 2.16 De�níciót.

El®ször de�niálnunk kell a legkisebb epszilon-rendszámot. Az epszilon-számok azok
a �xpontok, ahol a rendszámok hatványozása "utoléri" az alapot.

45. De�níció. Az �0 a legkisebb olyan � transz�nit rendszám, amelyre teljesül, hogy
!� = �.

46. De�níció. Legyen h0 : ! ! ! egy rögzített, szigorúan monoton növekv® primitív
rekurzív függvény. Minden � < "0 rendszámra de�niáljuk a h� : ! ! ! függvényt
transz�nit rekurzióval a következ®képpen:

1. ha � = � + 1, akkor h�+1(n) = h
(n)
� (n);

2. ha � egy limesz rendszám, és � = h�n : n 2 !i egy rögzített sorozat, amelyre
supf�n; n 2 !g = �, akkor h�(n) = h�n(n).

47. Tétel. Legyen FF = hfm : m 2 !i egy olyan reguláris létra tetsz®leges F nemf®
ultrasz¶r® esetén, amelyet az f0 alapfüggvény iterálásával generálunk. Tegyük fel, hogy
létezik egy � < "0 rendszám, hogy a h� függvény F-majdnem mindenütt majorálja az
f0 létrafokot. Ekkor létezik olyan �0 < "0 rendszám, hogy minden rögzített m 2 !
létrafokra a h�0 függvény F-majdnem mindenütt majorálja az fm függvényt.
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Bizonyítás. Tudjuk, hogy van olyan N , hogy n > N esetén f0(n) <F h�(n). Mivel h�
szigorúan monoton növekv® függvény, az egyenl®tlenség a függvények kompozíciójára
is meg®rz®dik. Tehát tetsz®leges m 2 ! esetén, ha az argumentum elég nagy, akkor
f
(m)
0 (n) <F h

(m)
� (n). Rögzítsünk egy tetsz®leges m 2 ! indexet. Azt fogjuk megmu-

tatni, hogy a h�+1 függvény majorálja ezt az m-edik létrafokot. A létra konstrukciója
alapján fm(n) = f

(m)
0 (n). Vizsgáljuk meg az n > max(N;m) eseteket. Mivel n > N ,

ezért fm(n) <F h
(m)
� (n). Mivel h� gyorsan növ® (legalább h�(k) > k), a függvény

további alkalmazása szigorúan növeli az értéket. Mivel feltettük, hogy n > m, ezért
h
(m)
� (n) �F h

(n)
� (n). A gyorsan növ® hierarchia de�níciója szerint a jobb oldal pontosan

a h(n)� (n) = h�+1(n). Az egyenl®tlenségeket láncba f¶zve kapjuk, hogy minden rögzített
m 2 ! létrafokra és minden n > max(N;m) természetes számra fm(n) <F h�+1(n).
Ezzel beláttuk, hogy az �0 = � + 1 rendszámú függvény bármelyik véges létrafokot
véges sok kivétellel majorálja.

A tétel lényegében egy er®s korlátossági tulajdonságot garantál: megmutatja, hogy
amennyiben egy reguláris létra generátorfüggvényét dominálja a gyorsan növ® hierar-
chia, úgy a létraképzés iteratív folyamata nem képes "kitörni" ebb®l a növekedési nagy-
ságrendb®l.

A F®eredményünk további változatát megfogalmazhatjuk a gyorsan növ® hierarchi-
ával a következ®képpen:

48. Állítás. Ha � `  olyan, hogy N j= �, akkor van olyan � < �0, hogy g �F h�.

Bizonyítás. Ha � `  , akkor a 44. Állítás szerint  2 C(�) is teljesül. De�-
níció szerint azt jelenti, hogy minden k 2 S(�) esetén ( ; k) 2 R. Tekintsük a
� = f'0; '1; : : : ; 'k�1g véges formulahalmazhoz tartozó generátorfüggvényt:

g0 :=
_
l<k

� � g'l :

Mivel minden l < k esetén a g'l �F � � g'l �F g0, ezért g'l �F g0 teljesül. Mivel a
N j= �, a simított minimális Skolem-függvények mindegyike rekurzív, így növekedési
ütemük felülr®l korlátozható a gyorsan növ® hierarchiával. Mivel a g0 függvény ezen
leképezésekb®l tev®dik össze, ezért létezik olyan �0 < �0 transz�nit rendszám, amelyre
g0 <F h�0 . A 47. Tétel alapján létezik egy olyan �0 < �0 rendszám, amely minden
rögzített m 2 ! indexre g(m)

0 (n) <F h�0(n). Ez a feltétel azt jelenti, hogy h�0 2 S(�),
tehát ( ; h�0) 2 R. Ennek a relációnak a fennállása azt jelenti, hogy létezik egy olyan
g� : ! ! ! generátorfüggvény, amelyre teljesül, hogy g �F g�, valamint minden

n 2 ! esetén g
(n)
� �F h�0 . Mivel g(1)� = g� �F h�0 , ezért g �F g� �F h�0 , így

g �F h�0 . Mivel a 16. Lemma alapján g (i) � g (i), ezért g �F h�0 . Mivel az
� = �0 választással sikeresen konstruáltunk egy olyan � < �0 transz�nit rendszámot,
amelyre a g �F h� dominancia teljesül, ezért készen vagyunk.
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Zárószó

Jelen diplomamunka átfogó célkit¶zése Georg Kreisel klasszikus bizonyításelméleti té-
telének egy modern, tisztán modellelméleti és kombinatorikus halmazelméleti keret-
rendszerben történ® újraértékelése volt. A kutatás fókuszában a Peano-aritmetika fe-
lett értelmezett 89-formulák levezethet®sége, valamint a hozzájuk tartozó minimális
Skolem-függvények növekedési rendje közötti analitikus kapcsolat állt.

A vizsgálatok megalapozásaként bevezettük a nemf® ultrasz¶r®kre támaszkodó re-
guláris létrák, illetve az ultrahatványok felett értelmezett kezd®szeletek fogalmi appa-
rátusát. Explicit módon megkonstruáltuk és igazoltuk, hogy az elmélet axiómáihoz
tartozó simított Skolem-függvények iterált kompozícióival generált függvénysorozatok
olyan modellelméleti részstruktúrákat indukálnak, amelyek képesek a premisszák és a
konklúziók halmazelméleti szeparálására.

A dolgozat f®eredményeként bebizonyítottuk a központi ekvivalenciatételt: egy
tetsz®leges 89-formula pontosan akkor vezethet® le egy véges premisszahalmazból,
amennyiben a formulákhoz tartozó Skolem-függvényeket aszimptotikusan dominálja
a premisszákból felépített reguláris létra. Ezen tétel bizonyításával a levezethet®ség
problémáját sikeresen redukáltuk egy analitikus majorálási problémára.

Ezt a lokális eredményt kiterjesztettük globális és absztrakt algebrai keretekre is.
A dominálási relációk és a levezethet®ség közötti rendfordító Galois-kapcsolat azonosí-
tásával megmutattuk, hogy az aszimptotikus korlátosság egy jól strukturált deduktív
lezárási operátort generál. Végül a transz�nit rekurzióval felépített, �0 rendszámig
paraméterezett gyorsan növ® függvényhierarchiák alkalmazásával igazoltuk, hogy a le-
vezethet®ség maga után vonja a Skolem-függvények �0 alatti, tisztán rekurzióelméleti
majorálhatóságát.

Mindezek alapján az értekezés nem csupán egy klasszikus tétel alternatív, kombi-
natorikus bizonyítását adta meg, hanem egy olyan logikai keretrendszert is felépített,
amely szerves és strukturális kapcsolatot létesít a modellelmélet eszköztára, a halmazel-
mélet végtelen konstrukciói és a bizonyításelmélet analitikus növekedési korlátai között.
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