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Bevezetés

A kvantumallapotok 6sszefonddasa egyfajta lehet&séget ad parhuzamos szamitésra, ami nagyban le tudja
csOkkenteni a kvantumszamitogépen futtathatd algoritmusok futasidejét a hagyoményos algoritmusok
futasidejéhez képest.

Mesterszakos tanulmanyaim sorén egyre inkdbb nétt érdekl§désem a sztochasztika, a statisztika, ope-
raciokutatas és szamitastudomany felé. Ezeknek hatéarteriileteként megismertem a kvantum-szamitastudomanyt.
Dolgozatomban egy kvantumszamitogépekre kifejlesztett algoritmust dolgozok fel, és annak kiterjeszté-
seit, altalanositasait vizsgalom.

Az els6 fejezetben felépitem a kvantumalgoritmusok matematikai és dramkori modelljét Ronald de
Wolf elc’iadésjegyzete(l) alapjan. A masodik fejezetben megvizsgalom Simon algoritmusat, a harma-
dik, negyedik fejezetben pedig annak altalanositasait targyalom a Rejtett részcsoport probléméan ke-
resztlil — ennek alapjat Andrew Childs 2013.-as, Waterlooi Egyetemen tartott el6adasédnak jegyzete
képezte.(5)’(6)7(7)1(10)’(13)7(]—4)1(15)

Koszonetet mondok tovabba témavezetémnek, Gilyén Andrasnak, kinek szakmai tudasa, segitsége,

tanacsai és tiirelme nagyban hozzajarultak ezen szakdolgozat létrejottéhez.



1. fejezet

A kvantumszamitas matematikai és

aramkori modellje

1.1. Matematikai modell

1.1.1. Algebrai definiciok

Ahhoz, hogy matematikailag is meg tudjuk kozeliteni a kvantumszamitogépekre kidolgozott algoritmu-
sok (tovabbiakban: kvantumos algoritmusok) témakorét, valamilyen modon abrazolnunk kell a (kvan-
tum)biteket, amiken az algoritmus kiilonb6z6 miiveleteket fog végrehajtani. A biteket, bitsorozatokat,
melyeken miiveleteket hajtunk végre, komplex vektorokként kezeljiik, a rajtuk végrehajtott mtveleteket
pedig matrixokkal irjuk le.

A szakdolgozatom soran hasznalni fogom a bra-ket jelolést: |v) a v € C™ vektort oszlopvektortként

abréazolja, amire gy is tekinthetiink mint egy n x 1-es méreti matrixra.

1.1.1. definicié. Az A € C*™™ matrix adjungdltja az AT = (A)T matrix, azaz az A matrix komplex

konjugaltjanak transzponaltja.
1.1.2. definicié. Ha v € C" egy komplex vektor, akkor (v| = |v)]

1.1.3. definici6. Tegyiik fel, hogy v,w € C*, v = (v1,...,v,), w = (wy,...,w,). Ekkor v,w belss

szorzata a bra-ket jeloléssel:
n
vew = Zvﬁ- W
i=1

Tetsz6leges v € C™ vektor norméja:

[0l = v/ (v]v)

1.1.4. allitas. A bra-ket jeloléssel a belsé szorzat (v|w), tovdbbd C™, mint C feletti vektortér, ezzel a {.|..)

belsd szorzattal Hilbert-teret alkot.

1.1.5. definicié. I,, € C™"*"™ az n X n-es komplex egységmatrix.

1.1.6. definicié. Az A € C™*™ matrix unitér mdtriz (réviden unitér), ha AAT = ATA =1,,.
1.1.7. allitas. Ekvivalens definicick az unitér mdtrizra:

I A belsd szorzattarto: tetszdleges v,w € C™ esetén (Av|Aw) = (v|w) .



II. A normatarts: ||Av| = ||v||.
III. Ha ||v|| =1, akkor ||Av]|| = 1.

1.1.8. definici6. Tegyiik fel, hogy A € C™*", B € C"**, A = (A;;). Ekkor az A, B matrixok tenzor-

szorzata az az (m - 1) X (n - s) matrix, mely az alabbi alakban irhato fel:

AllB AlgB - AlnB

Ang AQQB . AQnB
AeB=| S .

AmiB ApeB ... ApnB

Amennyiben A egy négyzetes matrix, akkor énmagaval vett tenzorhatvanya:

A =RA=A48...0A
=1

n-szer

1.1.9. allitas. Tegyiik fel, hogy A € C™*", B € C"*°. Fkkor:
I. (A® B)T = AT @ BT.
II. (A® B)f = At @ Bf.
InI. (A B)"'=A"1® B~ L
IV. Tetszdleges ¢ € C esetén c(A® B) = (cA) ® B=A® (cB).

V. Tetszéleges C' € C™*° mdtriz esetén

A®(B+C)=(A®B)+ (AR Q).

1.1.2. Kvantumbitek, rendszer evolucidja

Az el6z6 fejezetben megadott matematikai eszkozokkel le tudjuk irni a kvantumbitekbdl (qubitekbdl)
allo rendszer allapotat, allapotanak valtozasat, mérését. A tovabbiakban legyen n € N, és N = 2". A

kvantum-szamitastudomany matematikai modellje a kovetkezs:

I. Az n qubitbdl all6 kvantuméllapotokat a (.|.) bels6 szorzattal ellitott CV Hilbert-tér egységvekto-

raival irjuk le:

N-1 N-1
[¢) = Z ;i [i) Z o ? = 1.
i=0 i=0

ahol a; € C,i=0,1,..., N —1 az |i) allapot amplitadoi. Az egységhosszu |i) allapotokat klasszikus
allapotoknak nevezziik, a trividlis bazist pedig szamitasi bazisnak is hivjuk.
Egy egy qubites rendszerben |0) jeloli azt, hogy a qubit értéke 0, |1) pedig azt, hogy a qubit értéke 1.
Tegyiik fel, hogy ko, k1,...,kn—1 € {0,1} a qubitek értékei. Ekkor az adott kvantuméllapot bra-ket
jeloléssel

[9) = |ko) ® k1) @ ... ® [kn—1)

A szakdolgozatom soran hasznalni fogom a |ko) |k1) ... [kn—1) és |kok1 . . . kn—1) r6viditett jeloléseket.

A csupa nulldkbél 4ll6 n qubites kvantuméallapotot |0™)-nek fogom jel6lni, a csupa egyesekbsl allo

n qubites kvantumallapotot pedig |1™)-nel.



II.

ITI.

Egy qubites rendszer esetén a |0), |1) allapotoknak megfelel6 komplex béazisvektorok:

o))

Ennek megfelelen ha kok; ... k,—1 az i szam kettes szdmrendszerben felirt alakja, akkor |¢) meg-
feleltethets C2" (i + 1). trivialis bazisvektoranak:

0

liy=11|+ (i+1). elem

0

Tovabba [i) = |koky ... kn—1) megfelelthets a (ko, k1, ..., kn—1) € {0,1}" elemnek, azaz egy N = 2"

qubites rendszer egy bazisallapotanak.

A kvantumallapotokon végzett miiveleteket egy U € CN*N

unitér métrixszal irjuk le: ha az U
unitér matrix irja le az n qubiten végrehajtott mtiveletet, akkor a qubitek 0j allapotat az |U¢)
egységvektor irja le. Mivel U normatartd, ezért biztos, hogy minden mtveletet egységvektort fog

eredményezni.

A Born-szabély értelmében a |¢) allapot mérésekor |a;|? valoszintiséggel kapjuk a |i) klasszikus
allapotot a mérés eredményeként tetszdleges ¢ = 0,1,..., N — 1 esetén, és |¢) Osszeomlik a mérés

utan: csak a mérés eredményeként kapott |i) komponens marad meg, minden més elveszik.

Altalanos vetité méréseket is végre lehet hajtani: ha CN elsall a Vi, ..., V,, paronként ortogonalis altere-

inek direkt Osszegeként, és P; a Vj-re valo vetités matrixa:

Pp= Y k) (K,

|B)eV;

akkor a P; projektorral val6 mérés a |¢) allapot azon komponenseit 6rzi meg, amelyek a V; altérben

vannak. Ekkor az amplitidokat ardanyosan névelni kell, hogy egységvektort kapjunk, azaz normaljuk a
P; |¢) vektort.

A P; vektorok kiilon-kiilén nem unitér matrixok. Azonban 27:1 P; =1, igy az Osszes vetitést alkal-

mazhatjuk egyszerre — emiatt azonban a vetités eredménye véletlenszerd. Ha |¢;) = P;|¢) egy fix |¢)

allapotra, akkor

[gy annak a valoszintisége, hogy a mérés eredményeként j-t kapunk, || |4;)

[¢;)

)

> P lg)
j=1

n

D Pile) =2 16:)

J=1

|2, és a mérés utani allapot

MeH1
Szerepeljék most itt néhany alapveté unitér méatrix, melyek egy, vagy két qubiten haté miiveleteket

irnak le.



1.1.10. definicié. Az identitas-méatrixot (I) és az alabbi harom komplex szamok feletti matrixot Pauli-

() =09) 0

Az X matrix a klasszikus NOT kapu kvantumos megfelelGje, a Z matrix pedig ellentettjére valtoztatja

az |1) allapot fazisat: Z |1) = —|1).
1 (1 1
H=— —
V2 (1 1>

A Hadamard matrix nagy elénye (és szépsége) az, hogy mind a két bazisallapothoz a bazisallapotok

matrixoknak nevezziik:

1.1.11. definicié. A Hadamard-matrix:

egy uniform linearis kombinaci6jat rendeli:
1 1

1 1
7 7 510 =7 b

Vegyiik észre, hogy az amplitidok négyzetdsszege 1. Tovabba H? = 1; a Hadamard-matrix ezen tulaj-

H|0)=—=0)+—7% 1), H[)=

donsagat sokszor ki fogjuk hasznalni a szakdolgozatomban szerepld algoritmusok targyalasakor: unitér
matrixokat, vagy unitér matrixok tenzorszorzatat hasznélva a Hadamard-matrix lehet6vé teszi, hogy mind
a 2™ kvantumaéllapoton egyszerre hajtsunk végre egy miveletet — ez nagymértéki gyorsulast jelenthet a

klasszikus algoritmusokkal szemben.

1.1.12. definici6é. A két bitbdl 4ll6 rendszerben a kontrollalt NOT (CNOT) kapu:

CNOT =

S O O =
o O~ O
— o O O
S = O O

A CNOT kapu negalja a masodik bitet, ha az els6 bit értéke 1, kiilonben nem csinal semmit.

1.2. Kvantum aramkorok

Algoritmusaimat a kvantumaramkorok segitségével fogom leirni. Az alabbi abrak par példat mutatnak
arra, hogyan néznek ki a kvantuméramkorok. Egy vizszintes vonal egy vezetéket fog jelolni, amin egy

qubit feldolgozasa torténik. A kapukat téglalapok jelolik.

0) =X Y 2

1.1. 4bra. Bemeneti |0) qubitre hatunk az X, az Y, majd a Z

kapukkal, végiil mériink

Amennyiben kontrollalt mtiveleteket szeretnénk végrehajtani, egy pont jelzi a kontrollalo bitet. Ha a
CNOT miiveletet hajtjuk végre, akkor a vezetéket, amin a tagadast végrehajtuk, egy & jellel jeloljiik. Ha
egy masik kaput kontrollalunk, akkor a kaput ugyanigy téglalap jeldli:



1.2. abra. A felsg, ismeretlen kontroll quibittel egy CNOT és
egy kontrollalt Y kapu hajtunk végre

Ha egy kapuval t6bb qubitre hatunk, akkor az adott qubitek vezetékei mind ugyanabba a kaput jel6ls,
nagyobb téglalapba mennek be, s jonnek ki:

lj) — H®3

i B R

k) —

1.3. abra. Hadamard operdtor hdrom qubiten (H®3)

Ha U egy k-qubites kapu, és egy n-qubites rendszeren szeretnénk hatni, akkor azt ugy tehetjiik meg,
hogy elgallitjuk az U’ kaput, mely az U kapu és az (dramkoron nem jelolt) identitas kapuk parhuzamosan

— a matematikai modellben ez tenzorszorzatként all els:
U=1I,9U®I,,,

ahol 1,79 > 0, n — k = r1 + 19, Iy pedig azt jeloli, hogy azzal a matrix nincs jelen, és a tenzorszorzat
csak két tagu. Pl. hary =0,ro =2,k =3, n =25, akkor U' = U ® I>.

|i1) ——— li1)

|i2) ——— i2)
|i3) U lis)
i) U Uliyg)
li5) Ulis)
lig) lig)

1.4. abra. Kevesebb qubiten hat6é U kapu aramkore, ha r; = 2,
ro=1,k=3,n=6.



2. fejezet

Simon algoritmusa

Ebben a fejezetben Simon eredeti algoritmusét, valamint annak egy egyszerd kiterjesztését vizsgalom.

Minden esetben — a tovabbi fejezetekben is — a kovetkez6 modon ismertetem az algoritmust:
1. A megoldand6 feladat ismertetése
2. Lehetséges algoritmus futasideje, ha klasszikus szamitoégépen futtatnank
3. Kvantumos algoritmus aramkori modellje
4. Kvantumos algoritmus matematikai modellje, futasidé vizsgalata

5. Annak igazolasa, hogy az algoritmus valoban megoldja a problémét

2.1. Eredeti algoritmus

2.1.1. A megoldandé feladat

Adott egy f:{0,1}™ — {0,1}" fiiggvény, melyhez létezik egy (altalunk ismeretlen) s € {0,1}" vektor,
melyrél tudjuk, hogy tetsz6leges 4,5 € {0,1}"-re f(i) = f(j) pontosan akkor &ll fenn, ha j =i @ s, ahol
@ a bitenkénti kizéro vagy miiveletet jelzi. A feladatunk s kiszamitasa.

Ehhez adott egy O ordkulum, mely egy n-qubites |i) és egy |0) bemenet esetén megadja x; értékét:
Of: [1,0) — i, z;)

Feltételezziik, hogy a Oy ordkulum hatékonyan implementalhato.

2.1.2. Klasszikus megkozelités

Az alabbi klasszikus algoritmussal megmutathato, hogy O(v/N) = O(v/2") lépésben megtalalhato s
értéke. Az alapétlet az, hogy ha talalunk egy x;,x; € {0,1}", x; # x; part, melyre f(x;) = f(z;), akkor

biztos, hogy x; = x; ® s. ebben az esetben egyrészt
T, Os=x,Ds@s=z, 0=y,
ahol 0 a csupa nulla vektor. Tovabba
T Pr, =2, 85Px; = (r; Pa;) Bs=s, (2.1.1)

azaz a két talalt vektorbdl elg tudjuk allitani az s vektort, mivel az & mitivelet kommutativ.



Ennek alapjan valasszunk uniform eloszlas szerint véletlenszertien T' db értéket a {0,1,..., N — 1}
halmazbol, legyenek ezek i1, s, ...,77. Mindegyik értékre lekérdezziik az orakulumot. Ha taladlunk egye-
zést (azaz vannak olyan 1 < k, 1 < T,k # [ értékek, melyre f(z;,) = f(x;)), akkor (2.1.1) alapjan S
kiszamolhaté. Ahhoz, hogy ez a véletlenszerii algoritmus hasznalhato legyen, sziikség van arra, hogy az

egyezés valosziniisége legalabb % legyen. Egy felsd korlat erre a valoszintiségre a kovetkezs(2):

Pr(egyezés) = Pr U (f(a:ik) = f(xil)) <

1<k<I<T

> Pr(f(iﬁz‘k) = f(xiz)) = (Z) 'ﬁa

1<k<I<T

hiszen ha z;, fix, akkor a maradék N — 1 érték kozott pontosan egy olyan x; érték van, amire igaz az,

hogy z; = x;, ®s. Az x;, értékeket uniform eloszlas szerint valasztjuk, igy az egyezés valoszintsége ﬁ

Vagyis a klasszikus algoritmus egy futtatésa esetén a kapott egyezések varhato értéke % = TWQ Mivel
N=2" gy T~ 2% alkalommal kéne az algoritmust lefuttatni, hogy a kapott egyezések varhato értéke
1 koriili értéket vegyen fel — ebben az esetben nagy a valosziniisége annak, hogy legalabb egy egyezést
talalunk T futtatas alatt. Ez azonban azt jelenti, hogy a klasszikus algoritmus futasideje legalabb O (2%),
ami legalabb exponencialis futasidét jelent.

Az algoritmus megalkotdja, Simon megmutatta, hogy barmilyen véletlen algoritmust is alkotunk, az
algoritmusnak legalabb 2 (2%) lekérdezést kell végrehajtania, ha azt szeretnénk, hogy nagy val6szint-
séggel kiszdmitsa s erteket. ().

Természetesen felmeriilhet egy determinisztikus algoritmus 6tlete is, azonban ott legrosszabb esetben
% lekérdezésre sziikség lehet (akarmilyen modon vessziik az értékeket, eléfordulhat, hogy csak akkor
talalunk egyezést, amikor mar f teljes értékkészletét elsallitottuk a lekérdezésekkel).

A fenti gondolatmenetek kdvetkeztében klasszikus algoritmussal nem oldhaté meg exponenciélis se-

bességnél gyorsabban ez a probléma.

2.1.3. Kvantum algoritmus

Simon algoritmusanak legfontosabb tényez6je a kovetkezs aramkor, mely két |0™) allapotot kap bemenet-

ként. Az elsé kvantumallapot a bemeneti regiszter, a masodik a kimeneti regiszter.

07) H®™ Ho®" A
Qs
n
|0™) A

2.1. abra. Simon algoritmusanak f6 1épése

Ahhoz, hogy lassuk, ez az algoritmus miért mikddik, elészor nézziik meg, hogyan hat H®" a |0")

allapotra. A tenzorszorzat kevert szorzat tulajdonsaga aulapjéurl(g)7 ha |z) egy n-qubites allapot:

s 1
H®" |z) = (§)Hlxi> = Q:{l) 7 > (=

y:€{0,1}

Yi) -

Ha z; = 0, akkor (—1)%'¥ =1, és igy H |x;) = H|0) = % - (]0y 4+ |1)); ha pedig z; = 1, akkor y; = 0
esetén (—1)%i'¥i =1, y; = 1 esetén (—1)%¥i = —1, és igy valoban H |x;) = H |1) = %(|0> —|1)).



Erre épitve:

1= y: €40, 1}

1 myl
- L® Y -

i=1y;€{0,1}
Az egyiitthatot egyeldre figyelmen kiviil hagyva, a tenzorszorzat linearitasat kihasznalva:

® P C ) > <H(_1)”yi> ly1y2 - - yn)

i=1 y;€{0,1} Y1,.--,Yyn€{0,1}

Ha hasznaljuk az |y) = |y1y2...yn) jelolést, és a szokdsos modon definidljuk az x = zi29...2, és

Y = y1Y2 - . . Yn vektorok skalaris szorzatat, akkor

Mindezeket Gsszetéve megkapjuk, hogy

H®" |z) =

> (=)™ y) (2.1.2)

ye{0,1}"

\f

A |z) = |0™) behelyettesitéssel élve megkapjuk, hogy
\[ ye{0, 1}“ f y€{0, 1}"

vagyis az n qubitre hat6 Hadamard-transzformécié a |0™) allapotbél egy olyan Gsszefonodott allapotot
hozott 1étre, melyben egyenls valdszintiséggel van jelen minden lehetséges allapot.

Igy a Simon-algoritmus els6 lépése:

(H®"™ @ I,)(J0™) [0™)) = f > liylom)
1€{0,1}"

Ha most erre az allapotra hajtjuk végre a 2n vezetéket lefogd ) kaput, akkor egyidejtileg kérdeztiik

le f-et az Gsszes lehetséges x; értékre:

1 -n
QfWZMH fz

€{0,1}" i€{0,1}"
Az algoritmus kivetkezs 1épéseként mérjiik meg a masodik regisztert, ekkor a kvantumallapotunk

Ossze fog omlani a kévetkezd alakba:

1. _ .
ﬁm +li®s)[f(D) (2.1.4)

Erre az allapotra egy tijabb H®™ transzformacio a kovetkezé modon hat:



n+1
V2 je{0,1}n

mivel (i +)-j =1i-j+ s-j. Ebb8l kiovetkezGen |j) amplitudoja pontosan akkor nem 0, ha s-j = 0,
kiilénben a zardjelben levs tényezd 0 lenne. Vegyiik észre, hogy a mérés eredményeként kapott |j) allapot
ad nekiink egy s - j = 0 egyenletet, ahol j uniform véletlen.

Felmeriils kérdés az, hogy az aramkornek hany futtatésa sziikséges ahhoz, hogy kapjunk egy n — 1
db egyenletbdl allo, teljes rangi rendszert. Ha ezt az egyenletrendszert megkapjuk, akkor abbdél s méar
hatékonyan szdmolhato, legfeljebb O(n?) kapuval (klasszikus Gauss-eliminécié modulo 2).

Tegyiik fel, hogy méar megkaptuk mérés eredményeként a ji,..., j,. vektorokat, és ezek a vektorok egy
2% elemii, azaz k-dimenzios alteret feszitenek, és k < n — 1. Ekkor annak a valészintisége, hogy j,11 a

L i 1

feszitett altéren kiviilre esnek, 2 ST~ 2 Tgn=T = 3, azaz varhatéan O(n) futtatis elegendd.

2.2. Simon algoritmusa rejtett altérre

A Simon-algoritmus feladatdnak leirdsa dgy is tekinthetd, hogy f: Z5 — Z%, ahol Zy-re a Zs feletti
n-dimenzios vektortérként tekintiink. Ekkor S = {0, s} C ZJ egy altér, és az f(x) = f(z @ s) feltétel ugy
irhato le, hogy f(z) = f(y) < 2Oy € S, ahol &y =z, ha y ® z = x. Ez teret ad egy természetes
altalanositasnak, ahol S C Z3.

A feladat most a kovetkezs: adott egy f: Zy — Z3 fiiggvény és egy ismeretlen m-dimenziés S C Z3
altér, tovabba tudjuk, hogy f(z) = f(y) < =z oy € S. Ugyantgy adott az Oy orakulum, a célunk
pedig S meghatérozasa.

Az algoritmus és az aramkor ugyanaz, azonban a masodik regiszter mérése utani éllapot(4) :

\/%mZ|z'€Bs>

seS

Erre alkalmazva az n-qubites Hadamard kaput, a kovetkezd allapotot kapjuk:

g U (221)
JELY s€S

2.2.1. allitas. Legyen V C Z5 egy véges-dimenzids vektortér a Zy test felett, S C V egy altér. Ekkor

tetszdleges j € V vektor esetén

Z(—l)j's _)ISl, haje S+
s€S 0, haj ¢ SJ‘

Bizonyitds. Ha j € S+, akkor Vs € S: j -5 =0, azaz

Y=Y (-1)° =18

seS seS
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Ha j ¢ S*, akkor van olyan t € S, melyre j -t # 0, azaz j -t = 1. Mivel {s +t: s € S} = S, igy

Z(,l)js _ 1 Z(il)j.s +Z(71)j.(s+t) _
2

seS SES SES

(=17 + (—1)e+0)

DN | =
92}

ES

Ekkor j-(s+t)=j-s+j-t=7j-s5+1,ezért (—1)7C+t) = —(=1)7(+D)  agay

O

A (2.2.1) allapot amplitidojaban (—1)%7 egy nullétol kiilonbézs konstans, igy az el6zé allitas alapjan
csak azon allapotokat kaphatjuk a mérés eredményeként, melyekre j € S+,

Igy az eredeti algoritmushoz hasonléan annyiszor futtatjuk le az aramkort, amig nem kapunk n—m db
egymastol fiiggetlen j vektort. A fiiggetlenség ellenérzése O(n?) 1épésben biztosan megoldhaté a megfelels
egyenletrendszerrel, ami azt jelenti, hogy legrosszabb esetben O(n*) lépésben megkapjuk S+ egy bazisat,

melybdl S is kénnyen megalkothato.
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3. fejezet

Rejtett részcsoport probléma

Abel-csoportokban

3.1. A Rejtett részcsoport probléma (HSP)

Simon algoritmusanak egy masik — és sokkal hasznosabb — altalanositasa a Rejtett részcsoport probléma. A
probléma nemzetk6zi matematikaban Hidden Subgroup Problem néven terjedt el; a dolgozatom hatralevd

részében HSP-ként fogok ra hivatkozni.

3.1.1. definicié. Legyen G egy csoport, g € G, H < G egy részcsoport. Ekkor H g szerinti bal mellék-
osztalya:
gH ={g-hlh € H},

tovabba H g szerinti jobb mellékosztalya:
Hg={h-glh € H}.

A feladat hasonld, mint Simon algoritmusénél: adott egy G csoport és egy S halmaz, tovabba egy
f: G — S fiiggvény, melyrdl tudjuk, hogy f(z) = f(y) <= y € zH, és adott egy hatékony Oy

ordkulumunk. Célunk a rejtett H részcsoport megtalalasa.

3.2. Fourier transzformaci6é Abel-csoportokban

Eddig vektorterekben mozogtunk, ahol a mitvelet viszonylag konnyen értelmezhets volt, most azonban
barmilyen csoportmiivelettel dolgozhatunk. Ezt az akadalyt tigy kozelitjiik meg, hogy a csoportokat, és a

rajtuk levé miveleteket komplex matrixokkal reprezentaljuk.

3.2.1. Reprezentacidk, karakterek

3.2.1. definicié. Legyen G egy csoport. Ekkor a o: G — GL(C?) csoporthomomorfizmus a G csoport
egy reprezentacidja, ha
Vg, h € G:o(g-h)=o(g)-o(h),

ahol — enyhén pontatlan jel6léssel élve — a - jel mindig az adott csoporton beliili szorzast jelenti: g - h

esetén a G-beli szorzéas miiveletet, o(g) - o(h) esetén a GL(C?)-beli matrixszorzast.
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Mivel a matematikai modelliink csak unitér matrixokat tud megvalésitani, ezért sziikségiink van arra,

hogy a csoportunkat unitér médon reprezentaljuk.

3.2.2. definicié. Legyenek o,0': G — GL(C?) ugyanazon G csoport két reprezentacioja. Ekkor o, o’

(Cdxd

izomorfak, ha van olyan M € invertalhaté matrix, melyre

Vge G: Ma(g) =0o'(9)M
Jelolés: o ~ o’

Az alabbi allitas garantalja, hogy az dltaldnossag elvesztése nélkiil feltételezhessiik, hogy unitér mat-

rixokkal reprezentalunk(5):

3.2.3. allitas. Legyen G egy véges csoport, o: G — GL(C?) G egy reprezentdcidja. Ekkor létezik olyan
o' ~ o, melyre
VgeG:a'(g)"t =a'(g)".

3.2.4. definicié. Legyen G egy csoport, o: G — GL(C%),0’: G — GL(C%) G reprezentaciéi. Ekkor o

és o' direktosszege az a 0 @ o’ : GL(C%) @ GL(C?) reprezentacio, melyre
VgeG: (o 0o')(g)=0(g) ' (g),
ahol ismét enyhén pontatlanul jeloltiink: az @ jel mindig az adott struktiran beliili miiveletet jeloli.

3.2.5. definicié. Egy o: G — GL(C?) reprezentacié irreducibilis, ha nem irhato fel o; @ oo alakban,
ahol o1: G — GL(C™), oy3: G — GL(C%).

3.2.6. definici6. Egy 0: G — GL(C?) reprezentacio6 karaktere az a y,: G — C fiiggvény, melyre tetszo-
leges g € G esetén
Xo(9) = Tr(o(g)).

3.2.7. tétel. Ha G egy Abel-csoport, akkor az irreducibilis reprezentdcick egy dimenzidsak, azaz o: G —
GL((C); 19y 0 = Xo-

Ebben a fejezetben a fenti tétel miatt a reprezentaciokat karaktereknek is fogom nevezni.

3.2.2. Kvantum Fourier-transzformacié Abel-csoportokban

A tovabbiakban G egy tetsz6leges Abel-csoportot jeldl, és a fejezet allitasai csak Abel-csoportokra lesznek

igazak, tovabba a jelolések egyszertien tartasa végett a reprezentaciokra bevezetjiik a x4 = o(g) jelolést.

3.2.8. allitas. Az Abel-csoportok karakterei egy-dimenzidsak, azaz xq: G — GL(C) tetszdleges g € G

esetén.

3.2.9. definicié. A G csoport dualis csoportja a G= {o]o G egy karaktere}, az alabbi szorzasmiivelettel:

o(g)-a(h)=o0o(g-h).

3.2.10. definicié. A G csoport kvantum Fourier-transzformaltja:

QFT,; = ijI DO

9€G he&
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3.2.11. példa. 1. Ha G = Z%, akkor a karakterek y,(h) = (—=1)"9, és igy

FT 19" h) (
QGfZ k) (gl

g,h€Zy
ami pont a H®" unitér operétor.(6)

2. Ha G = Zgn, akkor
QFT. = \ﬁ Z Wi hY (gl

g,h€Zaon
2ir
ahol w,, = e m egy primitiv m. egységgyok.
Ha egy h € Zgn értéket h = h,,_1 ...h1ho alakban bitek sorozataként irjuk fel, akkor a transzfor-

mécio az alabbi alakban irhato fel:

ST w0 Jhoha . hyt) =
f h€Zan

> T et ) -

h€Zon k=0

n—1
OJERE
k=0
ahol
hi2F
|Zk \[ Z g" g =

hi€Z>

S0+ ) =

g'nilngHk
0) Fup " )| =

N | =

1 2im(go2" T4 g1 28T T 41 k27 )
0) +e 1)

V2

Ez lehetGséget ad a 3.1 abran lathaté kvantumaramkor felirasara®. Az aramkor egy vezetékén

O(n) kapu szerepel, igy dsszesen O(n?) egy- és kétqubites kapu sziikséges. Az egy-qubites Ry, kaput

1 0
0 Wok

A kapuk szamat csokkenthetjiik azzal, hogy az Ry kapukat elhagyjuk, ha k = Q(logn), hiszen

az alabbi unitér métrix definidlja:

azok elhanyagolhaté modon valtoztatjdk a vezetéken levs qubitet. Ekkor csak O(nlogn) kapura

van sziikség, azonban igy csak ﬁ(n) pontossaggal tudjuk kiszamitani a transzformalt vektort.
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lg0) @_ |2n_1)

l91) Ry |2n—2)

|gn73> |Z2>

|gn—2> e H RQ T Rn—2 Rn—l e |Z1>

|gn—1) Ry Ry — Rn—1 Rnl |20)

3.1. abra. QFTyz,, kvantumaramkaore

3. Ha N tetsz6leges egész szam, de nem 2-hatvany, akkor

1 .
QFTz, = —= D i’ 1) (gl

g,h€ZN

A 3.1 abran lathato dramkor csak akkor implementéalja ezt a transzformaciot, ha N = 2" valamilyen
n természetes szamra. Ha ez nem all fenn, akkor fazisbecsléssel kozelithets QFT , , igy tetszSleges

ciklikus csoportra meg tudjuk valésitani a kvantum Fourier-transzformaciot(6).

. Ha G Abel-csoport, akkor mindig elgall

alakban, ahol Zy_, az Ny elemd ciklikus csoport. Tovabba csoportok direkt szorzatdnak kvantum

Fourier-transzformaciéja a transzforméciok tenzorszorzata, azaz

l
QFTg: |g) = <® QFTM) l9) (3.2.1)

3.3. Rejtett részcsoport algoritmus Abel-csoportokban

Az Abeli HSP algoritmus a Simon algoritmus logikajat kéveti:

1.

Elskeészitjiik az —= 0) allapotot
] Mg;g l9) |0) allap

. Kiszamoljuk f értékeit, azaz az orakulum segitségével az allapotot az

J%' S o) 1£(9))
geG

allapotba transzformaljuk.

. Mérjiik a masodik regisztert, ahol egy f(g) allapotot kapunk. Ekkor az els§ regiszter az

1
——=> lg-n)
|H heH
allapotban van.

Alkalmazzuk a QFTg dramkort erre az allapotra, majd végrehajtunk egy mérést.
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Es ezt az algoritmust addig ismételgetjiik, amig a mérésekbd] kapott eredményekbdl hatékonyan el
tudjuk allitani H-t. Ehhez vizsgaljuk meg elGszor, hogy a QF T kapu végrehajtasa utan milyen allapotot
kapunk:

QFT ( Z\g h>
\/72,;{“9 h)ly) =
\/7?462(;’;{)@ h)ly) =

|H ZXy ZXy ) [y)

yeG heH

Ha tetszSleges h € H esetén x,(h) = 1, akkor Y, xy(h) = |H|. Jeldlje H* az ilyen x, karakterek
halmaza:

HY ={xe€G: x(h)=1Vhec H}
Ekkor |H*| = 1G] , igy

|H ZXy ZXy )y) =

yeG heH

|H
2 ol = ) )

ami egy kvantumallapot, hiszen az amplitadok négyzetdsszege pont 1.
Vagyis a mérés biztosan egy uniform véletlenszerd y € G csoportelemet fog visszaadni, melyrsl tudjuk,

hogy x, € H™.

3.3.1. allitas. Az algoritmus polinomidlisan sok lefuttatdsa utdn kapott mérési eredményekbsl H nagy

valdszinidséggel elddllithato.

Bizonyitds. Mivel minden mérés soran olyan g € G elemet kapunk, melyre x,(h) = 1 tetszbleges h € H
esetén, ami ad egy feltételt H elemeire.(1).

Tegyiik fel, hogy méar ismerjiik a H csoport hy,ha,..., hs elemeit, azaz Hy = (h1,ho,..., hg) C H.
Ha itt taldlunk egy olyan hj4i elemet, ami nincs még benne ebben a generélt részcsoportban, akkor
|Hi U {hri1}| > 2 |Hi|, vagyis O(log |G]) ilyen elem elegendé ahhoz, hogy H-t el6 tudjuk allitani.

Annak a valdszintsége, hogy ha Hy mar ismert, akkor a kovetkezs lefuttatas utan kapott hiiq1 ¢ Hy,
legalabb %, igy osszesen valoban O(log |G|) 1épés sziikséges(7), ami még akkor is polinomialis, ha G mérete

exponenciadlisan nagy. O

3.4. Abeli Rejtett részcsoport probléma alkalmazasai

A HSP azért kiemelten fontos a kvantum-szamitastudoméanyban, mert rengeteg probléma visszavezethetd

a HSP-re, ha megfelelGen véalasztjuk meg a G csoportot, és a H rejtett csoportot.
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Ko6vetkezzék néhany probléma, mely megoldhato HSP-vel. A felsorolasban el6szér megemlitem a prob-
lémat, majd ugy paraméterezem a HSP-t, hogy pont az adott probléma megoldéasat. Ahogy az elz6 alfe-
jezetekben is volt, G jeloli a csoportot, amin az f fiiggvény értelmezve van, S az f fliiggvény képhalmazat,
H pedig a rejtett részcsoportot, melyre igaz, hogy f(z) = f(y) < y € zH.

1. Simon (eredeti) algoritmusa:

Adott egy f: {0,1}" — {0,1}™ fliggvény, és egy rejtett s € {0,1}™, s # 0 vektor, melyre igaz, hogy
tetszoleges © € {0,1}" esetén f(x) = f(z @ s). A cél a rejtett vektor kiszamitasa.

e A G csoport a {0,1}" halmaz az & (bitenkénti kizar6 vagy) mtivelettel.

e S={0,1}".

o A rejtett részcsoport H = {0, s}, ahol s € G\ {0}.

2. Periéduskeresési problémas:

Adott egy f(z): Zn — C periodikus fiiggvény, melynek periodusa r, azaz f(x + 1) = f(z). A cél a
periédus megtaléalasa.

e A (G csoport Zy a szokisos Osszeadas miivelettel.

e S C C egy véges részhalmaz (nem biztos, hogy teljesen ismerjiik).

o A rejtett H részcsoport az Z r altal generalt részcsoportja:
H={0,r2r3r,...,}
Speciélis esete a rendkeresési probléma, amikor egy permutacio rendjét keressiik (ha X véges halmaz,
akkor az elemei megfeleltethetSek Zy elemeinek).

3. Diszkrét logaritmus probléma:

Adott egy Zn N-elemi ciklikus csoport, v, A € Zy. Keressiik azt a legkisebb a szdmot, melyre
igaz, hogy v* = A, azaz ,,A-nak a ~ alaptu logaritmusat” szeretnénk kiszamitani Zy-en belil. A

fiiggvényiink az f(z,y) = y***Y fliggvény.
e A G csoport a Zy X Zy csoport, a miivelet az elmenkénti modulo N 6sszeadés.

o Az S véges halmaz v hatvanyait tartalmazza:
S={y:j=0,1,2,...}.

Ez biztosan véges halmaz, hiszen 7 rendjének osztania kell N-et, ami véges szam.

e A rejtett H részcsoport az (I, —ls) elemekbdl all:
H={(,—al|l € Z,}.

4. Permutéaci6 rendje probléma (periéduskeresési probléma egy specialis esete):

Adott egy véges X halmaz egy m permutéacioja. Ekkor 7 rendje az a legkisebb r egész szam, melyre
igaz, hogy 7" = id, ahol id a minden elemet helybenhagy6 permutacio. Feladatunk r megtalalasa.

A fiiggvényiink, aminek segitségével ezt megkiséreljiik, az f(z,y) = 7% (y) fiiggvény.

o A G csoport a Zom X Zon csoport, a mivelet az elsé elemnben a modulo 2" Gsszeadas, a

masodik elemben a modulo 2" Gsszeadés.
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e Az S véges halmaz Zon, ahol n-et tgy vélasztjuk meg, hogy Sym(X) minden elemét el tudjuk
kodolni.

o A rejtett részcsoport:
H={0,r,2r,...},

ahol r € Zgm.
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4. fejezet

Rejtett részcsoport probléma nem

Abel-csoportokban

Bar kommutativ csoportokban megoldott a Rejtett részcsoport probléma, nemkommutativ csoportokra
a kérdés még nyitott. Egyes tipusi csoportokra megoldott a probléma, méas csoportoknal bar talaltak

algoritmust, az az algoritmus még kvantumszamitdégépeken sem polinomialis idejt.

4.1. Fourier transzformacié nem Abel-csoportokban

4.1.1. Kevert allapotok

Az elsé fejezetben szerepld tiszta allapotokon kiviil kevert allapotokat is le tudunk irni, mint a |¢1) , [¢2) , .. ., |¢n)

tiszta allapotok valoszintiségi keverékeként — ezt legjobban matrixokkal tudjuk leirni.

4.1.1. definicié. A |¢1),|¢2),...,|dn) tiszta allapotokban levs kevert allapotot leird (stirtiség)méatrix:
p=> pile:) (6,
i=1

ahol p; annak a valoszintségét jeloli, hogy a kevert allapot a |¢;) tiszta allapotban van.

A kevert allapotok segitségével le tudjuk irni a kevert részcsoport allapotat, azaz azt az allapotot,

melyben uniform eloszléssal szerepelnek a rejtett H részcsoport allapotai:

1
pH = @ZIQEU (9H|,
geG

_ 1
ahol [gH) = = >_ |gh).
heH
4.1.2. definicié. Az L: G — GL(CI!) reprezentacié bal reguléris reprezentacio, ha
Ve G: L(z) ly) = |zy) .
Hasonloéan, az R: G — GL(CI¢!) reprezentacioé jobb reguléris reprezentacio, ha

Vo € G: R(z)|y) = lyz™h)

Mind a bal, mind a jobb reguléris reprezentacié matrixa permutéciémétrix(5).
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4.1.3. definicié. A o: G — GL(C") reprezentécié dimenzidja d, = n.

4.1.4. allitas (Schur-lemma). Legyen o és o’ a G csoport két irreducibilis reprezentdcidja, dimenzidjuk
dy €5 dgr. Legyen tovdbbd M € Cl >’ egy olyan mdtriz, melyre minden x € G-re o(x)M = Mo'(x).
Ekkor ha o # o', akkor M = 0, ha pedig o ~ o', akkor M az identitds mdtriz egqy skaldrszorosa.

A Schur-lemma kovetkeztében az egymaéssal nem izomorf irreducibilis reprezentéciok ortogonélisak(5),

azaz

4.1.5. allitas. Legyen o és o’ két irreducibilis reprezentdcid. Ekkor
|G| Z Jir.j = 00,000,015
zeG

minden lehetséges ¢, j, 7', j' értékre, tovabba

1, hao~od,

0, hao o

50,0/ =

Ennek alapjan a reguléris reprezentéaciok felbonthatdak irreducibilis reprezentaciok direkt Gsszegére.

Jelolje GaG csoport irreducibilis reprezentaciéinak halmazat. Ekkor
L~ el,), R~L>~E (s,
G’Eé O’Eé

ahol a kovetkezSképp értelmezhets két reprezentacié tenzorszorzata:

4.1.6. definicié. Ha o0: G — V és ¢': G — V' reprezenticiok, akkor o ® ¢': G — V @ V', tovabba
dpoyr = dy X oy

Természetesen nem csak a regularis reprezentaciok bonthatéak fel irreducibilisek szorzatara, hanem a

G csoport tetszéleges reprezentacidja.

4.1.7. definici6. Legyen 7 a G csoport egy reprezentacioja, o € G egy irreducibilis reprezentacio. Jeldlje

ekkor pl o multiplicitasat 7 irreducibilisekre valé felbontésédban.

A definici6 alapjan tetszéleges T reprezentacio felirhatod

TI@(U@IM(:).

e

4.1.8. definici6é. A CG csoportalgebra a

D 9

geG
véges Osszegekbdl allo vektortér, ahol a, € C, az Osszeadas és szammal szorzds miiveletét elemenként
végezziik el, és
S orva) (S en) = S Gataon.
geG heG

ahol a - jel mindig az adott struktiran beliili szorzas mitiveletet jeloli.

Ezzel a definicioval a Fourier-transzformaci6 egy unitér transzformécio CG-bél a P 4 (Cd” ® (Cdff)

komplex vektortérbe. Ekkor az x € G csoportelemhez tartozik egy |x) € CG bazisvektor, melynek Fourier-

Z

UEG

transzformaltja:

IUU ),
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ahol o jeldli az irreducibilis reprezentaciot, tovabba

ik j 1.

B
&

I
]
Q

S

Ezen jelolésekkel a G csoport feletti kvantum Fourier-transzformécié a az alabbi unitér matrix:

QFTe =Y 18 al = 2 37\ [ 2o 0@)silon i k) ol (4.1.1)

geG 2€G 5

4.1.9. allitas. QFTg az L és R reprezentdciokat irreducibilis tényezdire bontja.
Bizonyitds. L(z) felirhato FgL(x)Fé alakban is, tovabba L(z) |y) = |zy), igy

L(z) = FeL(2)F}, = > |7y) (j| =
yeG

d, d_s
= - dody
£y

o (xy) ;60" ()5 s 0,5, k) (07,5 K| =
: G|
YEG 5.6/ cG k=175 k'=1
dy Aot o
> > |é|a o (2) 00 ()10’ W) |0, 4. k) (0, 5 K| =
YEG 5.5'eG J,k,1=1]",k'=1
do

CT(‘r)j,l |07j7 k> <07 l? k' ’
Geéj,k,l:l

kihasznalva o, ¢’ ortogonalitasat. Végil az utolso sor atirhatod
D (o) @ 14,)
oe@

alakba, ami pont L(z) irreducibilis felbontasa. Hasonloan,

R(z) = FeR(@)F = Y |yz=1) (5] =
yel

do o Jdd
> D

4 — . -
|G|U O'(y.f 1)j,k‘al(y);/7k’ |Uajak> <0-7.]ak| =
Y€G 557G I k=1]",k'=1

dedy _ ) .
Z Ig;|g U(y)j,la-(x 1)l,k0/(y);’,k’ |0'7.77k> <U7Jak| =
yeGG’,U’EG]vkvlzljla =1
dgr
o' (y)",
o'€g j,k,l=1

ahol ismét az ortogonalitast hasznaltuk ki. ¢/ ~» o atparaméterezéssel megkapjuk R(X) irreducibilis

@ (Ig, ® 0™).

UEG

felbontasat:
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Elméleti sikon tokéletesen sikeriilt megadnunk, hogyan szdmolhaté a Fourier-transzformécio, azonban
a kovetkezd lépés sokkal nehezebb. Nem minden nem Abel-csoportra ismert, hogy hogyan lehet az Fg
Fourier-transzformaciot hatékonyan megvalositani.

Példaul a GL,,(g) csoportokra, azaz a g-elemi véges test feletti invertalhaté n x n-es méatrixok, cso-
portjaira jelenleg nem ismert hatékony kvantum aramkor, csak szubexponencialisan gyors(g).
A fejezetben vizsgalni fogom ezt a probléméat diédercsoportokra, Heisenberg csoportokra, szimmetrikus

csoportokra, valamint a grafizomorfizmus és grafautomorfizmus problémaékra.

4.1.2. Fourier-mintavételezés

Ebben az alfejezetben két Fourier-mintavételezési modszert ismeriink meg: a gyenge és az erds mintavéte-
lezést. A gyenge mintavételezés az Abel-csoportokra kidolgozott algoritmust altalanositja ugy, hogy ele-
gendd informaciot biztosit tetszéleges normaloszté azonositésara — azaz a gyenge Fourier-mintavételezéssel

az olyan problémék is megoldhatoak, ahol a rejtett részcsoport normélosztoja a G csoportnak.

4.1.10. definici6. Legyen G egy csoport, H < G egy részcsoport. Ekkor H normalosztéja G-nek, ha
gHg ' = H, azaz tetszéleges h € H esetén ghg™! € H. Jelolés: H <1 G.

Gyenge mintavételezés

Induljunk ki a rejtett részcsoport allapotbol, mint kevert allapotbol:

pH = |G|Z|9H (gH],
geG

ahol
1
lgH) = T > R(h)lg),

heH
ahol R a G csoport jobb regularis reprezentacioja. Igy a rejtett részcsoport allapot felirhato az alabbi

alakban:

pH Z > R(h)|g) (gl R(h)T =

gEG h,h'eH

1
|ZR @;R(h).

heH

Mivel R reprezentacids matrixa blokk-diagonalis, ezért py is blokk-diagonélis, igy

= FopuFl, = |G|EB Iy, @ o(H)*),
oceG

ahol a szokésos jel6lésrendszerrel élve

o(H) =Y o(H).

heH
Igy az Abel-csoportok esetéhez hasonloan tudunk méréseket végezni, és a mérésekbdl fel tudjuk épiteni
a rejtett H részcsoportot. Annak a valoszintisége, hogy egy o € G reprezentaciot kapunk meérésilink
eredmeényiil, fiigg d,-t0l, H és G elemszamatol, tovabba attol, hogy a trivialis reprezentéacié (ami minden
elemhez 1-et rendel) hanyszor fordul el6 o H-ra valo megszoritéséban(lo). Ez nem biztos, hogy nagyobb,

mint %, igy még nem biztos, hogy ez a mddszer mindig miikodik.
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Tegyiik fel, hogy H normaloszt6. Ekkor a 4.1.4 allitas alapjan gy minden blokkja aranyos az identitésmétrixszal(lo),

igy a mintavételezés ugyanigy eredménnyel jar, mint az Abel-csoportok esetében. Tovabba ha kero =

{9 € G:o(g) =14}, akkor
d|H]|
telmt ha H < kero,
Pr(o) =
0, kiilonben.

Igy O(log|G|) db mintavételezéssel a kommutativ esethez hasonléan a ker(c) csoportok metszete nagy
valosziniiséggel kiadja a rejtett H normalosztot: tegyiik fel, hogy ez a kozds metszet K << G, K # H.
Ekkor annak a valdszintisége, hogy olyan o reprezentéciot kapunk mérésiikként, melyre K < kero,

- g dz = — < =
‘G‘ 7 |1II| 2’
o: K<kero

azaz minden iteracio legalabb % valoszintiséggel felezi a k6z0s metszet méretét.
Erdekes megjegyezni, hogy ez az eljaras tetszéleges G csoport esetén megtalalja G legnagyobb nor-

malosztojat.

Erd6s mintavételezés

A gyenge mintavételezés egyik probléméja az, hogy sem a szimmetrikus csoportok, sem a diédercsoportok
esetében nem oldja meg a HSP-t. Azonban egy tjabb mérést végrehajtva a gyenge mintavételezés o-t
eredményezd 1épésébdl eredd d2-dimenzios allapotot mérhetjiik — ez az erés Fourier-mintavételezés.

Az er6s Fourier-mintavételezés nem mindig miikédik, példaul a szimmetrikus csoportban sose szolgal
elegendd informécioval ahhoz, hogy hatékonyan meg lehessen talalni a rejtett részcsoportotll.

A probléma komplexitasat noveli az, hogy nem elég talali egy olyan Fourier-transzformaciot vagy
kvantum-aramkort, melyben a mérések elég informaciot adnak a rejtett részcsoportrol, azokat még haté-

konyan fel is kell dolgozni — ahogy kés6bb latni fogjuk, a diéder-csoportoknél pont ez az eset all fenn.
Grafizomorfizmus, grafautomorfizmus problémak

4.2. Példak nem Abel-csoportokra vonatkoz6 rejtett részcsoport

problémakra

Ebben az alfejezetben a teljesen altalanos, nem Abel-csoportokra vonatkozoé HSP par alkalmazasat dolgo-
zom fel. Ehhez el6szor megvizsgalom, hogy a dolgozatom soran mar t6bbszor latott standard modszerhez
az f fiiggvény értékét hanyszor kell lekérdezni. Ezutan feldolgozom a diédercsoportokra vonatkozd HSP-t,
végezetiil pedig a Heisenberg-csoportokra vonatkoz6 HSP-t, melyek példat mutatnak arra az esetre is,
amikor még nincs algoritmus a mért adatok elég gyors feldolgozasara, és arra az esetre is, amikor nem

Abel-csoportban is hatékonyan végre tudjuk hajtani a HSP-t.

4.2.1. A standard modszer, lekérdezés-komplexitas

A HSP megoldasanak standard modszere a kovetkezd:

1. El6készitjiik a csoport elemeinek uniform szuperpoziciéjat:

1
|G) = ﬁzm

geG
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2. Az f lekérdezésére kapott ordkulum segitségével egy ancilla regiszterben kiszamitjuk f(g) értékét
minden g csoportelemre:

¢|1?| S l9) 1£(9)
geG

3. Mérjiik az ancilla regisztert, és az eredményt elvetjiikk. A kapott s € S eredményt vetitjik azon g
elemek uniform szuperpozicidjara, melyekre f(g) = s. f definicidja alapjan ez igazabol H egy bal

mellékosztalya, igy megkapjuk a mellékosztaly éllapotot:

lgH) =

J%me,

heH
ahol g egyenletesen véletlenszert.

Természetesen a feladattol fiiggben ezt tekinthetjiik kevert allapotként is:

1
pH = @ZMH) (gH],
geG

ez a rejtett részcsoport allapot.

4. A rejtett részcsoport allapotbél mintat véve igyeksziink H-t meghatarozni, azaz p?}k—bél igyeksziink

H egy generatorhalmazat megtalalni.

A kérdés az, hogy k milyen nagysagrendi. Ha egy problémara k exponencialis nagysagrendid, akkor
az a probléma nem oldhatdé meg hatékonyan HSP-vel. Ettinger, Hgyer és Knill eredménye(12) alapjan

poly(log |G|) lekérdezés mindig elég.

4.2.1. definici6é. Legyen p és p’ két rejtett részcsoport allapot. Ekkor a kvantum fidelitasuk:

F(p,p) = Trly/p/p/l,
ahol |A] = VATA
Howard Barnum és Emanuel Knill eredménye az alabbi tétel:

4.2.2. tétel. Tegyiik fel, hogy p a {p1,p2,...,pN} halmazbdl szdrmazik, ahol p; egy fix p; valdsziniséggel
fordul elé. Ekkor létezik olyan kvantum mérés (,nagyon jo mérés”), mely megtaldlja p-t legaldbb 1 —

N m;xF(pi,pj) valdszinidséggel.
i#j

Ha p-nak k példanyat hasznaljuk fel, akkor annak a valoszintisége, hogy lesz egy olyan mérésiink,

mellyel meg tudjuk talélni p-t, legalabb

1= N, [max F(p?*, p5*) = 1= N [max F(p;, p;)*
i#] J i#]

Ha ezt a kifejezést egyenlévé tessziik 1 —e-nal, és megoldjuk k-ra, akkor megkapjuk, hogy tetszélegesen

kis £ hibavaloszintiséget el tudunk érni, ha p-nak

> 2(log N —loge)

N 1
log ( max F(pi,p; )

Ha G-nek nincsen tal sok részcsoportja, és a fidelitdsok nincsenek tul kézel 1-hez, akkor k lehet

(4.2.1)

masolatat hasznéljuk.(l?’)

polinomialisan sok is. Vizsgaljuk meg, hogy hany részcsoportja lehet egy tetsz6leges G csoportnak!
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Mint korabban azt lattuk, G legfeljebb log, |G| elemmel generalhat6. Tekintstink egy ilyen generald
halmazt: ezen generdld halmaz részhalmazai részcsoportokat generalnak, igy G részcsoportjainak halmaza

feliilrsl becsiilhets a
|G|los2 1G] = glog; |GI)?

szammal, azaz G-nek 20(10g” |G részcsoportja lehet legfeljebb. Igy a (4.2.1) becslésben élhetiink a N =
poly(log |G|) behelyettesitéssel, azaz k = poly(log |G|) példanya elég p-nak, ha a fidelitdsok maximuma
legalabb ——L——_vel eltér 1-t6l.

poly(log |G])

Az allapotok klasszikus fidelitésa feliilr6l becsli a kvantum fidelitést:

F(p,p') < /TrIl,pTxIL,p" + \/Tr(I —10,)pTr(I —11,)p = \/TrIl,p,

ahol II,,, a p tartojara valo ortogonalis vetités. Legyen H és H' két kiilonboz6 részesoportja G-nek, és

tegyiik fel az altalanossag megsértése nélkiil, hogy |H| > |H'|. Ekkor

1 H
pir = g S o) Hl = e 3 laft) aH].

geG 9g€TH
ahol Ty H egy bal transzverzélisa G-ben, azaz G egy olyan részcsoportja, amely H minden bal mel-
lékosztalyabol pontosan egy elemet tartalmaz. Ekkor a jobboldali kifejezés py egy spektralfelbontasa,
igy

1
O, = Y [gH)(gH| = @Z lgH) (gH] .
g€TH geG

Ez alapjan

F(pu, pr)? < Trll,, pp

1
m Z [(gH|g'H') | =

9.9'€G

1 Z |gng/Hl|2 .

. . /
H1G] 2=, [H]- |
1 H /H/2
GrEp ] 2 9N H T
g9,9'€G

A szumman beliil szerepl6 elemszam

lgHNg'H'| = [{(h,h') € H x H'|gh = g'h}|
=|{(h,h') € H x H'|hh = g~'¢'}|

|[HNH'|, hag~'¢g'e HH',
0, ha g~'g' ¢ HH'.
Vagyis
> lgHNgH'|?=|G|-|HH'|-|[HN H'|”
9,9'€G

= |G| |H]|-[H'| - |H O H'I.
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Ezt a kvantum fidelitasba visszahelyettesitve

|G- |H|- |H'| - |H N H'|
|G- |H* - |H|

Flpu,pu)? =

HNH| 1
:7<7’
H|  — 2

azaz F(pm,py) < Sq%, igy a kvantum fidelitas legnagyobb értéke is legalabb -vel tér el 1-t6l,

1
poly(log |G])
azaz a standard modszer esetén a HSP legkérdezés-komplexitasa poly(log |G|), igy a standard modszerrel
hatékonyan el tudunk allitani elég példanyt p-bol ahhoz, hogy abbol megallapithato legyen a H rejtett

részcsoport.

4.2.2. Diédercsoportok

A diédercsoportok olyan tekintetben speciélisak, hogy a jelenleg ismert leghatékonyabb algoritmus, Ku-

perberg algoritmusa szubexponencialis, de szuperpolinomialis.

HSP a diédercsoportban

4.2.3. definici6é. A diédercsoport, Dy egy 2N-elemi csoport, melynek elemei az N cstcsu szabalyos

sokszog szimmetriai. A diédercsoport a kovetkezképp irhato le generatorokal és relaciokkal:

N

Dy = <r,s\r2 =s" =1,rsr = s_1>

A general6 elemek koziil r egy rogzitett tengelyre valo tiikrozés, s pedig egy 2W’“—nel valo forgatés.
A definialo relaciok alapjan Dy minden eleme leirhatd s*r® alakban, ahol x € Zy és a € Zso, tovabba
(szr“)(syrl’) = §Tptg¥papath

_ S:vs(fl) yraer

_ S:v+(—1)ay7,a+b7
igy Dy-re tekinthetiink tgy, mint a Zy x Zy csoportra az
(z,a) - (y,0) = (x + (=1)"y,a + b)

mivelettel. Ez tulajdonképp nem mas, mint a Zy % ,Zy szemidirekt szorzat, ahol ¢: Zo — Aut(Zy), p(a)(y) =
(=1)%(y). Az (x,a) elem inverze a (—(—1)%z, a) elem.

Ekkor Dy részcsoportjai vagy ciklikus csoportok, vagy kisebb diédercsoportok. A ciklikus csoportok
((x,0)),x = 0 vagy x|N alakuak; a diédercsoportokat pedig vagy az (y,1) elem generalja, ahol y € Z,,
vagy az (z,0) és (y, 1) elemek, ahol © € Z,, osztja N-t, és y € Z,.

Kuperberg algoritmusa a problémat visszavezeti az (y, 1) tiikkrozés altal generalt rejtett részcsoport
megtalaldsanak probléméjéra(m).

Az Ettinger-Hgyer redukcio azon alapja az, hogy az f fliggvényt megszoritjuk a Zy x {0} < Dy
részcsoportra. A megszoritott fliggvény esetén a rejtett részcsoport ((z,0)) alaka. Mivel Zy x {0} egy
Abel-csoport, ezért itt x megtalalhato. Mivel ((z,0)) < Dy, ezért definidlhat6é a Dy /((4,0)) faktorcsoport,
ami egy % elemt diédercsoport, melyen definialhato egy f’ fiiggvény, mely az {((y,1)) csoportot rejti el
— igy az alfejezet tovabbi részében feltételezni fogjuk, hogy a rejtett részcsoport ((y,1)) alaka: ha ennek

megtalaljuk egy general6 elemét, akkor a teljes rejtett részcsoportot generalni tudjuk minden esetben.
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Fourier-mintavételezés diédercsoportokban
Mivel ((y, 1)) alaku rejtett részcsoportot keresiink, ezért H egy bal transzverzalisa felirhato
{(2,0)|z € Zn}

Ekkor a (z,0)H mellékosztalyhoz tartozo allapot:

1((2,0){(0,0), (5, )}) = %

y-t ezen allapot mintavételezésével szeretnénk meghatarozni.

(12,0) + ly + 2, 1)).

Az egyszertiség kedvéért most a gyenge Fourier-mintavételezés helyett egyszertien végrehajtunk egy
Fy,, Fourier-transzformaciot az els6 regiszteren, a méasodik figyelmen kiviil hagyjuk. Megmutathato, hogy
ez igazabol pont a gyenge Fourier-mintavételezés(14).

A Fourier-transzformécié eredménye

(Fzy)|(2,0)H) = S Wk 1k, 0) + Wi [k, 1)

k€Zn

3
2

1 1 X
5 2 el R © (0 +efY 1)
ke€ln

Az els6 regisztert mérve az allapot a kovetkezdbe omlik Gssze:

1
|pr) = NG

5

(10) + w¥ [1)).

Kuperberg szitija
Ha el§ tudnank &llitani tetszdleges k-ra a |¢x) allapotot, akkor informéciot kaphatnank y paritasarol.

Amig Kuperberg szitajat targyaljuk, addig a bazis, amiben mériink:

1 1
= ﬁ(l()) +11), =)= ﬁ(lm = 1)

Kuperberg otlete az, hogy kiilonbozs |¢y) alaku vektorokat kombinalunk egy kontrollalt tagadéassal. Cé-

+)

lunk az, hogy egy olyan k értéket kapjunk, ami informacioval szolgal y utolséd bitjérsl, azaz y paritasarol.
Felmeriil a kérdés, hogy miért elég csak ezt kideriteniink.

Ha y paritasat ismernénk, akkor abbdl a ténybdl kiindulva, hogy Dy-nek van két D y -vel izomorf
részcsoportja, ezek a {(2x,0), (2z,1)|z € Zn } és {(22,0), (2 + 1,1)|z € Z n } halmazok zﬁtal megadott
részcsoportok. Ha y paros, akkor az el6bbi, }21a paratlan, akkor az utébbi részQCsoportban kell, hogy legyen
a rejtett részcsoport. Igy egy véges leszéallassal, O(log N) 1épésben y sszes bitjét ki tudjuk deriteni, azaz
megkaptuk a keresett y értéket.

Vizsgaljuk meg, mit kapunk, ha két mérési eredményt kombinalunk:

1
(69 8a) =5(10,0) + i [1,0) +wi? 0. 1) +wi"* [1,1)

= =(10,0) + W [1,1) + w¥ 10, 1) + WP [1,0))

N |

1
=— ,0) + Wi | dp_g, 1)).
\/é(lqﬁp-i-q > N |¢)p q >)
A masodik qubitet mérve egyenls valoszintiséggel + vagy — elGjelet kapunk, mely segitségiinkre lesz y
paritasanak meghatarozasaban.

Kuperberg szitaja a kovetkezs:
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1. Keszitsiink els ©(16V") ¢, allapotot, melyeknél k € Zgn uniform véletlenszerten lett valasztva.
2. Legyen m = [y/n]. Minden j =0,1,...,m — 1 értékre hajtsuk végre a kovetkezst:

(a) Tegylik fel, hogy a ¢y, allapotok utolso legalabb m - j bitje mind 0.

(b) Rendezziik ezeket |¢,), |¢,) parokba ezek koziil azokat, amiknek a kovetkezd legalabb m leg-
kisebb bitje (azaz azok a bitek, amik jobbrol olvasva az mj db 0 bit utdn vannak) egyezik.

Amiket nem tudtunk péarositani, azokat dobjuk ki.

(c) Ezen parokbdl hozzunk létre |¢,1,) allapotokat, és ezek koziil azokat tartsuk meg, amelyek

mérésénél a — elGjelet kaptuk.

3. A megmaradt allapotok vagy |¢o) vagy |¢on—1) alaktak. Mérjiik ezeket a |+),|—) bazisban, hog y

utolsé bitjét meghatarozzuk.

Ennek az algoritmusnak 200V lekérdezésre van sziiksége, és m = O(y/n) fazisa van, mindegyik
fazisban O(2V") lépéssel, azaz a futasideje exponencialis.

Raadasul az algoritmus csak akkor miikodik, ha tudjuk igazolni, hogy a szitélas végére nem elhanya-
golhaté a valosziniisége annak, hogy legaldbb néhany qubit megmarad, és y paritasat ki tudjuk szamitani.

Tegyiik fel, hogy egy fazisban m bitet probélunk meg félredobni, azaz - fazisunk van, és 2! allapo-

tunk van az els6 fazis kezdete el6tt (ezen n,m,l értékek fiiggetlenek az algoritmus leirasaban szerepld

értékektsl). Minden &llapotkombinalas % valoszintiséggel sikeres, és két allapotbodl csindl 1 &llapotot,
1_

vagyis minden fazis végén a még meglévs allapotoknak kb. ;-ét tartjuk meg.

Amikor olyan allapotokat igyeksziink parositani és kombinélni, melyek m bit félredobaséaban segitenek,
legfeljebb 2™ parositatlan allapot lehet. Igy ha tudjuk biztositani, hogy fazisonként legalabb 2-2™ allapot
van, akkor varhatoan fazisonként az allapotok é—a megmarad. A j. fazis utan a kezdeti 2! allapotbol
legalabb 2/=3 allapotot szeretnénk még kezelni, azaz

3n 3
9l="m >2m+1:>l>m+£+1.

Ez minimalis, ha m ~ \/n, azaz | = 4,/n elég j6 valasztas. Ezen heurisztikus gondolatmenetet Kuperberg
cikke 3.1.-es fejezetében teljesen kidolgozta, s6t javitott is a sebességen.(16)

Vegyiik észre, hogy az elején a ©(16V™) allapot elokészitése miatt nem csak futasidében, hanem
tarhelyben is szubexponencialis, de szuperpolinomialis Kuperberg algoritmusa. Még ugyanabban az évben
Oded Regev javitott Kuperberg algoritmusan, igy az csak polinomialisan sok tarhelyet igényel, a futasidén
azonban nem tudott javitani.(17).

Par zarégondolat Kuperberg szitajara: felmeriil a kérdés, hogy hasznalhaté-e mashol, példaul a szim-
metrikus csoportokra is. Alagic, Moore és Russell eredménye alapjan tetszéleges fix G csoport esetén
G"™-ben miikodik egy, a szitdhoz hasonld megkozelités, mely idében szubexponencialis algoritmust ad(18).
Azonban késébb Moore, Russel és Sniady megmutattak, hogy S,-ben barmilyen, Kuperberg szitéjahoz
hasonl6 algoritmus, mely allapotokat kombinal és igy probalja megallapitani, hogy trivialis-e a rejtett

19)

részcsoport, legalabb 22V lekérdezést kell, hogy végrehajtson'”) — sajnos Kuperberg szitaja sem segit

abban, hogy a szimmetrikus csoportban meg tudjuk oldani a HSP-t.

4.2.3. Heisenberg csoportok

Ebben az alfejezetben egy olyan, hatékony kvantumalgoritmust vizsgalunk, ami a ,nagyon j6 mérést”

valdsitja meg, és igy hatékonyan megoldhaté rajta a HSP.
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HSP a Heinsenberg-csoportban

4.2.4. definici6. Legyen p egy primszam, X, Z unitér operatorok, melyek az {|z) |z € Z,} ortonormaélis

béazison hatnak az alabbi moédon:
X |z) = |x + 1lmodp)

Z|z) = w, |r)

Ezen operatorok kielégitik a ZX = w, X Z azonossagot, igy X és Z szorzatai felirhatéak wy X bZ¢ alakban,

ahol a,b,c € Z,. Ha ezeket (a,b,c) € Zg alakban irjuk fel, akkor a szorzas a kovetkezg:
(a,b,c) - (d,V,d)=(a+ad +bc,b+b,c+ )

A diédercsoportokhoz hasonloan itt is elegendd, ha a kovetkezd, p-rendi ciklikus részcsoportokat
keressiik:
Hup = {((a,b,1)) ={(a,b,1)"|z € Z}.

4.2.5. allitas. A H, részcsoport elemei (xa + (g)b, xb, x) alakiak, ahol x € Z,.

Bizonyitds. Indukcioval. Ha 2 = 1, akkor (a,b,1)! = (1 ca+ (;) b,1-b, 1)‘ Mivel (;) = 0, ezért az egyen-
16ség mindkét oldalan (a, b, 1) all, igy az = = 1 eset igaz.
Tegyiik most fel, hogy (a,b,1)* ' = ((z— 1) -a+ (*3') -b,(x — 1) - bx — 1).

A szorzas szabalyat felhasznalva

(a,b,1)" = (a,b,1) - (a,b,1)*7*
= (a,b,1) - ((x—l)-a+ (z;l) -b,(a:—l).b,x—1>

:(a—k(x—l)-a—i—(z;l)-b—|—((x—1)-b)-1, b+ (z—1)-b, 1—|—x—1>

A kapott vektor harmadik eleme 1+ (z — 1) = z, a méasodik eleme pedig b+ (x — 1) - b = xb. Az els6
elemet vizsgaljuk részekre bontva:

a+(z—-1)-a=z-aq,

a b egyiitthatoja pedig

ezzel az indukcios 1épést is belattuk. [
A csoport (I,m,0), I,m € Z2 alaka elmei H,; bal transzverzalis csoportjat alkotjék, tetszdleges

a,b € Z, esetén.

Fourier-mintavételezés

A standard moédszerrel a kovetkezG mellékosztaly allapotot kapjuk:

1 x
H,p) = —
[(1,m,0)Hgp) 7 Z |l+xa+<2)b,m+xb,x>,

TELp

ahol I,m € Z, uniform véletlen. Célunk hasonlé allapotokbdl a,b kiszamitésa.
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A diédercsoporthoz hasonldéan egy gyenge Fourier-mintavételt is végrehajthatnank, azonban az abeli
Fourier-transzformacié itt is 1ényegében egy gyenge Fourier-mintavételezéssel egyenértékid. Ha az elsé két
regisztert transzformaljuk Zf, felett, akkor a kovetkezd allapotot kapjuk:

1 s(l+za+(5)b)+t(m+zb)
(FZP ® FZp ® Ip) |(l7ma O)Ha,b> = =3 Z Wp( (2) ) ‘S7t7(E> .

VP
x,8,tEZLy

Ekkor az els6 két regiszterre, mint [, m értékek feletti kevert allapotra tekintve a méatrixa blokkdiagonélis,

igy ha az els6 két regisztert mérjiik, akkor a kovetkez6 kvantumaéllapotot kapjuk:

1 s(wa-}-(ﬁ)b)-{-t(mb)
= Z Wp )
\/]3 TELp

—

[Habis,t) =

_ L wa(sx)+b(s(;)+t9¢) ‘(L’>
VP 3

Ebben az allapotban s,t értékei uniform véletlenszertien &llnak els, de ismertek. Ezen mintakat fogjuk

ya

a,b értékeinek kideritésére hasznalni.

Algoritmus kielemzése

Holevo tétele alapjan egy p-qubites kvantumaéllapot méréseibdl legfeljebb p kiilonbozé kimenetet kapha-
tunk megbizhatéan, azonban p2-féle (a, b) értékparunk van. Ez azt jelenti, hogy az allapotnak legalabb két
példanyara van sziikségiink, és az is célunk, hogy hatékonyan tudjuk kinyerni a mérésekbdl a, b értékeit.

Ehhez egyszerre mérjiik az allapot mindkét példanyat:

— — 1 a(sz+uy)+b(s(5)+tz+u(y)+ve
o) © o) = = S wp orn i)

T,YyELp

— — 1
= [Ha,b,;s,t) © |Hapsu,w) = 1; Z wsaJrﬁb ENOR

I7y€Zp
ahol
As y,z,y — X = ST + uy
x Y (4.2.2)
ﬁs,t,u,v,z,y =f=s 9 +txr+u 9 + vy

Ha a |z, y) allapotot le tudnank cserélni |, ) allapotra, akkor a kapott allapot szimplan |a, b) Fourier-
transzforméltja lenne, amit egy inverz transzformacioval vissza lehetne kapni — taroljuk hat el « és 3
értékét ancilla regiszterekben, az igy kapott allapot

1
- Z w}()la-i—ﬁb ‘$»y7075> 9

p T,YyELyp

ahol az els6 két regisztert szeretnénk eltavolitani.

Legyen most «, 8, s,t,u, v € Zj, értéke fix. Ekkor (4.2.2) z-ben és y-ban masodfoku egyenletrendszer,
melynek 0, 1 vagy 2 db z,y € Z, megoldasparja lehet, igy a harmadik, negyedik regiszterbél kiindulva
nem tudjuk egyértelmiien kinyerni x, y értékét, igy azokat nem is tudjuk elhagyni. Azonban ha egy olyan
kvantum eljarast implementalunk, amely a teljes megoldashalmazt nézni, akkor ez sikeriilhet. Legyen a

teljes megoldashalmaz
Ss,t,u,v _ ZQ _ . T ¢ Yy _ 6
ap =1 y) €Zylsr tuy=aés s 5 +tr+u ) +oy=07¢.
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Ekkor az ancilla regiszterekkel kiegészitett allapot felirhatod

1
5 Z w;a-ﬁ-,@b /|SZ’,t;§u’v |SZ7,75L_}U7U’ a,ﬂ) ;

x,yEZp

ahol |S) = 3 |s) az S elemein uniform szuperpoziciot felvevs allapot. Igy a feladatunk szimplan
ses

egy olyan unitér transzformacié megalkotasa, mely |Sitﬁ"”| # 0 esetén

1
5]
|S25"") + lev, B) -

A (4.2.2) egyenletrendszer két megoldasa kiszdmithato:

as+ sv —tu+ VA au—&—tu—sv:F\/Z

s(s +u) ’ v U(s+u) ’

ahol A = (285 + as — a? — 2at)(s + u)u + (au + tu — sv)2.
Ha su(s+ u) # 0, akkor A egyértelmtien meghatarozza a megoldasok szamat: ha A # 0 négyzetszam
Fp-ben, akkor két kiilénb6z6 megoldas van, ha A = 0, akkor pontosan egy, kiilonben pedig nincs megoldas.
Mivel minden érték uniform véletlenszerd, ezért A is uniform véletlenszert, ami azt jelenti, hogy
A=0 % valoszintiséggel. Ha p értéke nagy, akkor mondhatjuk azt, hogy az allapotok nagyjabol felében két
megoldas van, nagyjabol felében pedig 0 megoldas van. Igy a Z, x Z,, feletti inverz Fourier-transzforméacioé
a kovetkez6 allapotot adja:

1
= Z wg(a—k)-i-,@(b—l) ‘SZ:%U,U| Ik, 1) .

a,B,k, €Ly,

Ezt mérve, annak a valdszintisége, hogy k = a, [ = b értékeket kapunk a mérés eredményeként

2
APRCEEE

a,BELy,

T~

Mivel minden érték uniform véletlenszerten fordul el§, ezért a siker valoszintisége

2 2
=20 SN I SIVIEREH) IETLY B SIS SIV(EREE

s,t,u,0ELy, \ o,BELy $,t,u, VELy o,BELy

2

4
>l Y s

oen, 2+ o(1)

hS]

= 50 —o(1))

Igy annak a valészintsége, hogy sikerrel jarunk, kozel van %—hez, azaz polinomialisan sok futatéssal is

nagy valészintiséggel megkapjuk a, b értékét.
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5. fejezet

Kitekintés

A szakdolgozatom soran lathaté volt, hogy ahogy egyre lazabb struktiarakban, egyre nehezebb feladatok-
kal néztiik Simon algoritmusanak altalanositasait, tgy valt egyre nehezebbé a megoldas is.

Amig kommutativ csoportokban vizsgaltuk a problémat, addig volt altalanos megoldas polinomiélis
idében, azonban amint nemkommutativ csoportokat is elkezdtiink vizsgélni, az altalanos megoldas (ami
lényegében a standard modszer) nem biztos, hogy mikodik.

Vannak példak olyan nemkommutativ csoportokra, amikben a probléma hatékonyan megoldhato, de
olyan csoportokra is, amelyekre mér talaltunk hatékonyabb algoritmust, de a polinomialis hatékonysagot
még nem értiik el.

Ezen vizsgélodasaink koézben dton-utfélen beleilitkoztiink a szimmetrikus csoportba. A szimmetrikus
csoportok nem kommutativak, viszont rengeteg probléma visszavezethetd szimmetrikus csoportokra. Igy
az egyik iranya a Rejtett részcsoport probléma tovabbi vizsgalatanak az, hogy hogyan lehetne a szim-
metrikus csoportot ,megszeliditeni”.

Miutan a 2000-es évek elején tobb eredmény azt mutatta, hogy a szimmetrikus csoportban a legtébb,
,,j0l bevalt” modszer kudarcot vall, egy 1j irany elkezdte kategorizélni azokat a csoportokat, melyekben a
HSP megoldhat6 hatékonyan.

Dutto, Mercuri, Murru és Romano 2025-6s szemléje alapjé11(20) a fekete-doboz csoportok modszerével
is igyekeztek megkozeliteni a HSP-t. A fekete-doboz csoportok olyan csoportok, melyeknek generatorait
hatakonyan el6 lehet allitani, a mtveleteik hatékonyan végrehajthatoak egy orakulumon keresztiil, és
minden eleme O(log|G|) bittel reprezentalhato egyértelmten, vagy legalabb van hatékony orakulum két
elem egyenlGségének lekérdezésére.

Ez a megkozelités lehet6vé teszi, hogy a nem Abel-csoportunkat normélosztok sorozatéan keresztiil
Abel-csoportokra bontsuk valamilyen értelemben, azonban ez a megkozelités se alkalmazhat6 szimmetri-
kus csoportokban.

A szemle alapjan vizsgaljak a HSP-hez hasonlo problémékat végtelen csoportokban, halokban, algeb-
rakban, folytonos vektorterekben, vagy particiok szimmetriaiban is, reménykedve, hogy egy megengedsbb
probléman keresztiil a szimmetrikus csoportok rejtett részcsoport problémajara is talalhatnak hatékony

megoldast — ez azonban még nyitott teriilet.
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