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Bevezetés

A kvantumállapotok összefonódása egyfajta lehetőséget ad párhuzamos számításra, ami nagyban le tudja

csökkenteni a kvantumszámítógépen futtatható algoritmusok futásidejét a hagyományos algoritmusok

futásidejéhez képest.

Mesterszakos tanulmányaim során egyre inkább nőtt érdeklődésem a sztochasztika, a statisztika, ope-

rációkutatás és számítástudomány felé. Ezeknek határterületeként megismertem a kvantum-számítástudományt.

Dolgozatomban egy kvantumszámítógépekre kifejlesztett algoritmust dolgozok fel, és annak kiterjeszté-

seit, általánosításait vizsgálom.

Az első fejezetben felépítem a kvantumalgoritmusok matematikai és áramköri modelljét Ronald de

Wolf előadásjegyzete(1) alapján. A második fejezetben megvizsgálom Simon algoritmusát, a harma-

dik, negyedik fejezetben pedig annak általánosításait tárgyalom a Rejtett részcsoport problémán ke-

resztül – ennek alapját Andrew Childs 2013.-as, Waterlooi Egyetemen tartott előadásának jegyzete

képezte.(5),(6),(7),(10),(13),(14),(15)

Köszönetet mondok továbbá témavezetőmnek, Gilyén Andrásnak, kinek szakmai tudása, segítsége,

tanácsai és türelme nagyban hozzájárultak ezen szakdolgozat létrejöttéhez.
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1. fejezet

A kvantumszámítás matematikai és

áramköri modellje

1.1. Matematikai modell

1.1.1. Algebrai definíciók

Ahhoz, hogy matematikailag is meg tudjuk közelíteni a kvantumszámítógépekre kidolgozott algoritmu-

sok (továbbiakban: kvantumos algoritmusok) témakörét, valamilyen módon ábrázolnunk kell a (kvan-

tum)biteket, amiken az algoritmus különböző műveleteket fog végrehajtani. A biteket, bitsorozatokat,

melyeken műveleteket hajtunk végre, komplex vektorokként kezeljük, a rajtuk végrehajtott műveleteket

pedig mátrixokkal írjuk le.

A szakdolgozatom során használni fogom a bra-ket jelölést: |v〉 a v ∈ Cn vektort oszlopvektortként

ábrázolja, amire úgy is tekinthetünk mint egy n× 1-es méretű mátrixra.

1.1.1. definíció. Az A ∈ Cn×m mátrix adjungáltja az A† = (A)T mátrix, azaz az A mátrix komplex

konjugáltjának transzponáltja.

1.1.2. definíció. Ha v ∈ Cn egy komplex vektor, akkor 〈v| = |v〉†

1.1.3. definíció. Tegyük fel, hogy v, w ∈ Cn, v = (v1, . . . , vn), w = (w1, . . . , wn). Ekkor v, w belső

szorzata a bra-ket jelöléssel:

v · w =

n∑

i=1

vi · wi.

Tetszőleges v ∈ Cn vektor normája:

‖v‖ =
√
〈v|v〉

1.1.4. állítás. A bra-ket jelöléssel a belső szorzat 〈v|w〉, továbbá Cn, mint C feletti vektortér, ezzel a 〈.|..〉
belső szorzattal Hilbert-teret alkot.

1.1.5. definíció. In ∈ Cn×n az n× n-es komplex egységmátrix.

1.1.6. definíció. Az A ∈ Cn×n mátrix unitér mátrix (röviden unitér), ha AA† = A†A = In.

1.1.7. állítás. Ekvivalens definíciók az unitér mátrixra:

I. A belső szorzattartó: tetszőleges v, w ∈ Cn esetén 〈Av|Aw〉 = 〈v|w〉 .
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II. A normatartó: ‖Av‖ = ‖v‖.

III. Ha ‖v‖ = 1, akkor ‖Av‖ = 1.

1.1.8. definíció. Tegyük fel, hogy A ∈ Cm×n, B ∈ Cr×s, A = (Aij). Ekkor az A,B mátrixok tenzor-

szorzata az az (m · r)× (n · s) mátrix, mely az alábbi alakban írható fel:

A⊗B =




A11B A12B . . . A1nB

A21B A22B . . . A2nB
...

...
. . .

...

Am1B Am2B . . . AmnB




Amennyiben A egy négyzetes mátrix, akkor önmagával vett tenzorhatványa:

A⊗n =
n⊗

i=1

A = A⊗ . . .⊗A︸ ︷︷ ︸
n-szer

1.1.9. állítás. Tegyük fel, hogy A ∈ Cm×n, B ∈ Cr×s. Ekkor:

I. (A⊗B)T = AT ⊗BT .

II. (A⊗B)† = A† ⊗B†.

III. (A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1.

IV. Tetszőleges c ∈ C esetén c(A⊗B) = (cA)⊗B = A⊗ (cB).

V. Tetszőleges C ∈ Cr×s mátrix esetén

A⊗ (B + C) = (A⊗B) + (A⊗ C).

1.1.2. Kvantumbitek, rendszer evolúciója

Az előző fejezetben megadott matematikai eszközökkel le tudjuk írni a kvantumbitekből (qubitekből)

álló rendszer állapotát, állapotának változását, mérését. A továbbiakban legyen n ∈ N, és N = 2n. A

kvantum-számítástudomány matematikai modellje a következő:

I. Az n qubitből álló kvantumállapotokat a 〈.|.〉 belső szorzattal ellátott CN Hilbert-tér egységvekto-

raival írjuk le:

|φ〉 =
N−1∑

i=0

αi |i〉 ,
N−1∑

i=0

|αi|2 = 1.

ahol αi ∈ C, i = 0, 1, . . . , N − 1 az |i〉 állapot amplitúdói. Az egységhosszú |i〉 állapotokat klasszikus

állapotoknak nevezzük, a triviális bázist pedig számítási bázisnak is hívjuk.

Egy egy qubites rendszerben |0〉 jelöli azt, hogy a qubit értéke 0, |1〉 pedig azt, hogy a qubit értéke 1.

Tegyük fel, hogy k0, k1, . . . , kn−1 ∈ {0, 1} a qubitek értékei. Ekkor az adott kvantumállapot bra-ket

jelöléssel

|φ〉 = |k0〉 ⊗ |k1〉 ⊗ . . .⊗ |kn−1〉

A szakdolgozatom során használni fogom a |k0〉 |k1〉 . . . |kn−1〉 és |k0k1 . . . kn−1〉 rövidített jelöléseket.

A csupa nullákból álló n qubites kvantumállapotot |0n〉-nek fogom jelölni, a csupa egyesekből álló

n qubites kvantumállapotot pedig |1n〉-nel.
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Egy qubites rendszer esetén a |0〉, |1〉 állapotoknak megfelelő komplex bázisvektorok:

|0〉 =
(
1

0

)
, |1〉 =

(
0

1

)

Ennek megfelelően ha k0k1 . . . kn−1 az i szám kettes számrendszerben felírt alakja, akkor |i〉 meg-

feleltethető C2n (i+ 1). triviális bázisvektorának:

|i〉 =




0
...

0

1

0
...

0




← (i+ 1). elem

Továbbá |i〉 = |k0k1 . . . kn−1〉 megfelelthető a (k0, k1, . . . , kn−1) ∈ {0, 1}n elemnek, azaz egy N = 2n

qubites rendszer egy bázisállapotának.

II. A kvantumállapotokon végzett műveleteket egy U ∈ CN×N unitér mátrixszal írjuk le: ha az U

unitér mátrix írja le az n qubiten végrehajtott műveletet, akkor a qubitek új állapotát az |Uφ〉
egységvektor írja le. Mivel U normatartó, ezért biztos, hogy minden műveletet egységvektort fog

eredményezni.

III. A Born-szabály értelmében a |φ〉 állapot mérésekor |ai|2 valószínűséggel kapjuk a |i〉 klasszikus

állapotot a mérés eredményeként tetszőleges i = 0, 1, . . . , N − 1 esetén, és |φ〉 összeomlik a mérés

után: csak a mérés eredményeként kapott |i〉 komponens marad meg, minden más elveszik.

Általános vetítő méréseket is végre lehet hajtani: ha CN előáll a V1, . . . , Vm páronként ortogonális altere-

inek direkt összegeként, és Pj a Vj-re való vetítés mátrixa:

Pj =
∑

|k〉∈Vj

|k〉 〈k| ,

akkor a Pj projektorral való mérés a |φ〉 állapot azon komponenseit őrzi meg, amelyek a Vj altérben

vannak. Ekkor az amplitúdókat arányosan növelni kell, hogy egységvektort kapjunk, azaz normáljuk a

Pj |φ〉 vektort.

A Pj vektorok külön-külön nem unitér mátrixok. Azonban
∑m

j=1 Pj = I, így az összes vetítést alkal-

mazhatjuk egyszerre – emiatt azonban a vetítés eredménye véletlenszerű. Ha |φj〉 = Pj |φ〉 egy fix |φ〉
állapotra, akkor

|φ〉 =




m∑

j=1

Pj


 |φ〉

=

m∑

j=1

Pj |φ〉 =
n∑

j=1

|φj〉

Így annak a valószínűsége, hogy a mérés eredményeként j-t kapunk, ‖ |φj〉 ‖2, és a mérés utáni állapot
|φj〉

‖|φj〉‖ .

Szerepeljék most itt néhány alapvető unitér mátrix, melyek egy, vagy két qubiten ható műveleteket

írnak le.
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1.1.10. definíció. Az identitás-mátrixot (I) és az alábbi három komplex számok feletti mátrixot Pauli-

mátrixoknak nevezzük:

X =

(
0 1

1 0

)
Y =

(
0 −i
i 0

)
Z =

(
1 0

0 −1

)

Az X mátrix a klasszikus NOT kapu kvantumos megfelelője, a Z mátrix pedig ellentettjére változtatja

az |1〉 állapot fázisat: Z |1〉 = − |1〉 .

1.1.11. definíció. A Hadamard-mátrix:

H =
1√
2

(
1 1

1 −1

)

A Hadamard mátrix nagy előnye (és szépsége) az, hogy mind a két bázisállapothoz a bázisállapotok

egy uniform lineáris kombinációját rendeli:

H |0〉 = 1√
2
|0〉+ 1√

2
|1〉 , H |1〉 = 1√

2
|0〉 − 1√

2
|1〉

Vegyük észre, hogy az amplitúdók négyzetösszege 1. Továbbá H2 = 1; a Hadamard-mátrix ezen tulaj-

donságát sokszor ki fogjuk használni a szakdolgozatomban szereplő algoritmusok tárgyalásakor: unitér

mátrixokat, vagy unitér mátrixok tenzorszorzatát használva a Hadamard-mátrix lehetővé teszi, hogy mind

a 2n kvantumállapoton egyszerre hajtsunk végre egy műveletet – ez nagymértékű gyorsulást jelenthet a

klasszikus algoritmusokkal szemben.

1.1.12. definíció. A két bitből álló rendszerben a kontrollált NOT (CNOT) kapu:

CNOT =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0




A CNOT kapu negálja a második bitet, ha az első bit értéke 1, különben nem csinál semmit.

1.2. Kvantum áramkörök

Algoritmusaimat a kvantumáramkörök segítségével fogom leírni. Az alábbi ábrák pár példát mutatnak

arra, hogyan néznek ki a kvantumáramkörök. Egy vízszintes vonal egy vezetéket fog jelölni, amin egy

qubit feldolgozása történik. A kapukat téglalapok jelölik.

|0〉 X Y Z

1.1. ábra. Bemeneti |0〉 qubitre hatunk az X, az Y , majd a Z

kapukkal, végül mérünk

Amennyiben kontrollált műveleteket szeretnénk végrehajtani, egy pont jelzi a kontrolláló bitet. Ha a

CNOT műveletet hajtjuk végre, akkor a vezetéket, amin a tagadást végrehajtuk, egy ⊕ jellel jelöljük. Ha

egy másik kaput kontrollálunk, akkor a kaput ugyanúgy téglalap jelöli:
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|i〉

|0〉 Y

1.2. ábra. A felső, ismeretlen kontroll quibittel egy CNOT és

egy kontrollált Y kapu hajtunk végre

Ha egy kapuval több qubitre hatunk, akkor az adott qubitek vezetékei mind ugyanabba a kaput jelölő,

nagyobb téglalapba mennek be, s jönnek ki:

|i〉

H⊗3|j〉

|k〉

1.3. ábra. Hadamard operátor három qubiten (H⊗3)

Ha U egy k-qubites kapu, és egy n-qubites rendszeren szeretnénk hatni, akkor azt úgy tehetjük meg,

hogy előállítjuk az U ′ kaput, mely az U kapu és az (áramkörön nem jelölt) identitás kapuk párhuzamosan

– a matematikai modellben ez tenzorszorzatként áll elő:

U ′ = Ir1 ⊗ U ⊗ Ir2 ,

ahol r1, r2 ≥ 0, n − k = r1 + r2, I0 pedig azt jelöli, hogy azzal a mátrix nincs jelen, és a tenzorszorzat

csak két tagú. Pl. ha r1 = 0, r2 = 2, k = 3, n = 5, akkor U ′ = U ⊗ I2.

|i1〉 |i1〉
|i2〉 |i2〉

|i3〉

U

U |i3〉

|i4〉 U|i4〉

|i5〉 U|i5〉

|i6〉 |i6〉

1.4. ábra. Kevesebb qubiten ható U kapu áramköre, ha r1 = 2,

r2 = 1, k = 3, n = 6.
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2. fejezet

Simon algoritmusa

Ebben a fejezetben Simon eredeti algoritmusát, valamint annak egy egyszerű kiterjesztését vizsgálom.

Minden esetben – a további fejezetekben is – a következő módon ismertetem az algoritmust:

1. A megoldandó feladat ismertetése

2. Lehetséges algoritmus futásideje, ha klasszikus számítógépen futtatnánk

3. Kvantumos algoritmus áramköri modellje

4. Kvantumos algoritmus matematikai modellje, futásidő vizsgálata

5. Annak igazolása, hogy az algoritmus valóban megoldja a problémát

2.1. Eredeti algoritmus

2.1.1. A megoldandó feladat

Adott egy f : {0, 1}n → {0, 1}n függvény, melyhez létezik egy (általunk ismeretlen) s ∈ {0, 1}n vektor,

melyről tudjuk, hogy tetszőleges i, j ∈ {0, 1}n-re f(i) = f(j) pontosan akkor áll fenn, ha j = i⊕ s, ahol

⊕ a bitenkénti kizáró vagy műveletet jelzi. A feladatunk s kiszámítása.

Ehhez adott egy Of orákulum, mely egy n-qubites |i〉 és egy |0〉 bemenet esetén megadja xi értékét:

Of : |i, 0〉 7→ |i, xi〉

Feltételezzük, hogy a Of orákulum hatékonyan implementálható.

2.1.2. Klasszikus megközelítés

Az alábbi klasszikus algoritmussal megmutatható, hogy O(
√
N) = O(

√
2n) lépésben megtalálható s

értéke. Az alapötlet az, hogy ha találunk egy xi, xj ∈ {0, 1}n, xi 6= xj párt, melyre f(xi) = f(xj), akkor

biztos, hogy xj = xi ⊕ s. ebben az esetben egyrészt

xj ⊕ s = xi ⊕ s⊕ s = xi ⊕ 0 = xi,

ahol 0 a csupa nulla vektor. Továbbá

xj ⊕ xi = xi ⊕ s⊕ xi = (xi ⊕ xi)⊕ s = s, (2.1.1)

azaz a két talált vektorból elő tudjuk állítani az s vektort, mivel az ⊕ művelet kommutatív.
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Ennek alapján válasszunk uniform eloszlás szerint véletlenszerűen T db értéket a {0, 1, . . . , N − 1}
halmazból, legyenek ezek i1, i2, . . . , iT . Mindegyik értékre lekérdezzük az orákulumot. Ha találunk egye-

zést (azaz vannak olyan 1 ≤ k, l ≤ T, k 6= l értékek, melyre f(xik) = f(xil)), akkor (2.1.1) alapján S

kiszámolható. Ahhoz, hogy ez a véletlenszerű algoritmus használható legyen, szükség van arra, hogy az

egyezés valószínűsége legalább 1
2 legyen. Egy felső korlát erre a valószínűségre a következő(2):

Pr(egyezés) = Pr


 ⋃

1≤k<l≤T

(
f(xik) = f(xil)

)

 ≤

∑

1≤k<l≤T

Pr
(
f(xik) = f(xil)

)
=

(
T

2

)
· 1

N − 1
,

hiszen ha xik fix, akkor a maradék N − 1 érték között pontosan egy olyan xj érték van, amire igaz az,

hogy xj = xik ⊕ s. Az xik értékeket uniform eloszlás szerint választjuk, így az egyezés valószínűsége 1
N−1 .

Vagyis a klasszikus algoritmus egy futtatása esetén a kapott egyezések várható értéke
(T2)
N−1 ≈ T 2

N
. Mivel

N = 2n, így T ≈ 2
n
2 alkalommal kéne az algoritmust lefuttatni, hogy a kapott egyezések várható értéke

1 körüli értéket vegyen fel – ebben az esetben nagy a valószínűsége annak, hogy legalább egy egyezést

találunk T futtatás alatt. Ez azonban azt jelenti, hogy a klasszikus algoritmus futásideje legalább O
(
2
n
2

)
,

ami legalább exponenciális futásidőt jelent.

Az algoritmus megalkotója, Simon megmutatta, hogy bármilyen véletlen algoritmust is alkotunk, az

algoritmusnak legalább Ω
(
2
n
2

)
lekérdezést kell végrehajtania, ha azt szeretnénk, hogy nagy valószínű-

séggel kiszámítsa s értékét.(1).

Természetesen felmerülhet egy determinisztikus algoritmus ötlete is, azonban ott legrosszabb esetben
N
2 lekérdezésre szükség lehet (akármilyen módon vesszük az értékeket, előfordulhat, hogy csak akkor

találunk egyezést, amikor már f teljes értékkészletét előállítottuk a lekérdezésekkel).

A fenti gondolatmenetek következtében klasszikus algoritmussal nem oldható meg exponenciális se-

bességnél gyorsabban ez a probléma.

2.1.3. Kvantum algoritmus

Simon algoritmusának legfontosabb tényezője a következő áramkör, mely két |0n〉 állapotot kap bemenet-

ként. Az első kvantumállapot a bemeneti regiszter, a második a kimeneti regiszter.

|0n〉 H⊗n

Qf

H⊗n

|0n〉

2.1. ábra. Simon algoritmusának fő lépése

Ahhoz, hogy lássuk, ez az algoritmus miért működik, először nézzük meg, hogyan hat H⊗n a |0n〉
állapotra. A tenzorszorzat kevert szorzat tulajdonsága alapján(3), ha |x〉 egy n-qubites állapot:

H⊗n |x〉 =
n⊗

i=1

H |xi〉 =
n⊗

i=1

1√
2

∑

yi∈{0,1}
(−1)xi·yi |yi〉 .

Ha xi = 0, akkor (−1)xi·yi = 1, és így H |xi〉 = H |0〉 = 1√
2
· (|0〉 + |1〉); ha pedig xi = 1, akkor yi = 0

esetén (−1)xi·yi = 1, yi = 1 esetén (−1)xi·yi = −1, és így valóban H |xi〉 = H |1〉 = 1√
2
(|0〉 − |1〉).
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Erre építve:

H⊗n |x〉 =
n⊗

i=1

1√
2

∑

yi∈{0,1}
(−1)xi·yi |yi〉

=
1√
2
n

n⊗

i=1

∑

yi∈{0,1}
(−1)x·yi |yi〉

Az együtthatót egyelőre figyelmen kívül hagyva, a tenzorszorzat linearitását kihasználva:

n⊗

i=1

∑

yi∈{0,1}
(−1)x·yi |yi〉 =

∑

y1,...,yn∈{0,1}

(
n∏

i=1

(−1)xi·yi

)
|y1y2 . . . yn〉

Ha használjuk az |y〉 = |y1y2 . . . yn〉 jelölést, és a szokásos módon definiáljuk az x = x1x2 . . . xn és

y = y1y2 . . . yn vektorok skaláris szorzatát, akkor

n∏

i=1

(−1)xi·yi = (−1)
n∑

i=1

xi·yi

= (−1)x·y

Mindezeket összetéve megkapjuk, hogy

H⊗n |x〉 = 1√
2
n

∑

y∈{0,1}n

(−1)x·y |y〉 (2.1.2)

A |x〉 = |0n〉 behelyettesítéssel élve megkapjuk, hogy

H⊗n |0n〉 = 1√
2
n

∑

y∈{0,1}n

(−1)0n·y |y〉 = 1√
2
n

∑

y∈{0,1}n

|y〉 , (2.1.3)

vagyis az n qubitre ható Hadamard-transzformáció a |0n〉 állapotból egy olyan összefonódott állapotot

hozott létre, melyben egyenlő valószínűséggel van jelen minden lehetséges állapot.

Így a Simon-algoritmus első lépése:

(H⊗n ⊗ In)(|0n〉 |0n〉) =
1√
2
n

∑

i∈{0,1}n

|i〉 |0n〉

Ha most erre az állapotra hajtjuk végre a 2n vezetéket lefogó Qf kaput, akkor egyidejűleg kérdeztük

le f -et az összes lehetséges xi értékre:

Qf


 1√

2
n

∑

i∈{0,1}n

|i〉 |0n〉


 =

1√
2
n

∑

i∈{0,1}n

|i〉 |f(i)〉

Az algoritmus következő lépéseként mérjük meg a második regisztert, ekkor a kvantumállapotunk

össze fog omlani a következő alakba:

1√
2
(|i〉+ |i⊕ s〉) |f(i)〉 (2.1.4)

Erre az állapotra egy újabb H⊗n transzformáció a következő módon hat:
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H⊗n

(
1√
2
(|i〉+ |i⊕ s〉)

)
=

1√
2


 1√

2
n

∑

j∈{0,1}n

(−1)i·j |j〉+ 1√
2
n

∑

j∈{0,1}n

(−1)(i+s)·j |j〉


 =

1
√
2
n+1

∑

j∈{0,1}n

(−1)i·j(1 + (−1)s·j) |j〉 ,

mivel (i + s) · j = i · j + s · j. Ebből következően |j〉 amplitúdója pontosan akkor nem 0, ha s · j = 0,

különben a zárójelben levő tényező 0 lenne. Vegyük észre, hogy a mérés eredményeként kapott |j〉 állapot

ad nekünk egy s · j = 0 egyenletet, ahol j uniform véletlen.

Felmerülő kérdés az, hogy az áramkörnek hány futtatása szükséges ahhoz, hogy kapjunk egy n − 1

db egyenletből álló, teljes rangú rendszert. Ha ezt az egyenletrendszert megkapjuk, akkor abból s már

hatékonyan számolható, legfeljebb O(n3) kapuval (klasszikus Gauss-elimináció modulo 2).

Tegyük fel, hogy már megkaptuk mérés eredményeként a j1, . . . , jr vektorokat, és ezek a vektorok egy

2k elemű, azaz k-dimenziós alteret feszítenek, és k < n − 1. Ekkor annak a valószínűsége, hogy jr+1 a

feszített altéren kívülre esnek, 2n−1−2k

2n−1 ≥ 2n−1−2n−2

2n−1 = 1
2 , azaz várhatóan O(n) futtatás elegendő.

2.2. Simon algoritmusa rejtett altérre

A Simon-algoritmus feladatának leírása úgy is tekinthető, hogy f : Zn
2 → Zn

2 , ahol Zn
2 -re a Z2 feletti

n-dimenziós vektortérként tekintünk. Ekkor S = {0, s} ⊂ Zn
2 egy altér, és az f(x) = f(x⊕ s) feltétel úgy

írható le, hogy f(x) = f(y) ⇐⇒ x ⊖ y ∈ S, ahol x ⊖ y = z, ha y ⊕ z = x. Ez teret ad egy természetes

általánosításnak, ahol S ( Zn
2 .

A feladat most a következő: adott egy f : Zn
2 → Zn

2 függvény és egy ismeretlen m-dimenziós S ( Zn
2

altér, továbbá tudjuk, hogy f(x) = f(y) ⇐⇒ x ⊖ y ∈ S. Ugyanúgy adott az Of orákulum, a célunk

pedig S meghatározása.

Az algoritmus és az áramkör ugyanaz, azonban a második regiszter mérése utáni állapot(4) :

1√
2
m

∑

s∈S

|i⊕ s〉

Erre alkalmazva az n-qubites Hadamard kaput, a következő állapotot kapjuk:

1
√
2
n+m

∑

j∈Z
n
2

(−1)i·j
∑

s∈S

(−1)s·j |j〉 (2.2.1)

2.2.1. állítás. Legyen V ⊂ Zn
2 egy véges-dimenziós vektortér a Zn

2 test felett, S ( V egy altér. Ekkor

tetszőleges j ∈ V vektor esetén

∑

s∈S

(−1)j·s =




|S|, ha j ∈ S⊥

0, ha j /∈ S⊥

Bizonyítás. Ha j ∈ S⊥, akkor ∀s ∈ S : j · s = 0, azaz

∑

s∈S

(−1)j·s =
∑

s∈S

(−1)0 = |S|
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Ha j /∈ S⊥, akkor van olyan t ∈ S, melyre j · t 6= 0, azaz j · t = 1. Mivel {s+ t : s ∈ S} = S, így

∑

s∈S

(−1)j·s = 1

2
·
(∑

s∈S

(−1)j·s +
∑

s∈S

(−1)j·(s+t)

)
=

1

2

∑

s∈S

(
(−1)j·s + (−1)j·(s+t)

)

Ekkor j · (s+ t) = j · s+ j · t = j · s+ 1, ezért (−1)j·(s+t) = −(−1)j·(s+t), azaz

∑

s∈S

(−1)j·s = 1

2

∑

s∈S

(
(−1)j·s − (−1)j·s

)
= 0

A (2.2.1) állapot amplitúdójában (−1)i·j egy nullától különböző konstans, így az előző állítás alapján

csak azon állapotokat kaphatjuk a mérés eredményeként, melyekre j ∈ S⊥.

Így az eredeti algoritmushoz hasonlóan annyiszor futtatjuk le az áramkört, amíg nem kapunk n−m db

egymástól független j vektort. A függetlenség ellenőrzése O(n3) lépésben biztosan megoldható a megfelelő

egyenletrendszerrel, ami azt jelenti, hogy legrosszabb esetben O(n4) lépésben megkapjuk S⊥ egy bázisát,

melyből S is könnyen megalkotható.
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3. fejezet

Rejtett részcsoport probléma

Abel-csoportokban

3.1. A Rejtett részcsoport probléma (HSP)

Simon algoritmusának egy másik – és sokkal hasznosabb – általánosítása a Rejtett részcsoport probléma. A

probléma nemzetközi matematikában Hidden Subgroup Problem néven terjedt el; a dolgozatom hátralevő

részében HSP-ként fogok rá hivatkozni.

3.1.1. definíció. Legyen G egy csoport, g ∈ G, H ≤ G egy részcsoport. Ekkor H g szerinti bal mellék-

osztálya:

gH = {g · h|h ∈ H},

továbbá H g szerinti jobb mellékosztálya:

Hg = {h · g|h ∈ H}.

A feladat hasonló, mint Simon algoritmusánál: adott egy G csoport és egy S halmaz, továbbá egy

f : G → S függvény, melyről tudjuk, hogy f(x) = f(y) ⇐⇒ y ∈ xH, és adott egy hatékony Of

orákulumunk. Célunk a rejtett H részcsoport megtalálása.

3.2. Fourier transzformáció Abel-csoportokban

Eddig vektorterekben mozogtunk, ahol a művelet viszonylag könnyen értelmezhető volt, most azonban

bármilyen csoportművelettel dolgozhatunk. Ezt az akadályt úgy közelítjük meg, hogy a csoportokat, és a

rajtuk levő műveleteket komplex mátrixokkal reprezentáljuk.

3.2.1. Reprezentációk, karakterek

3.2.1. definíció. Legyen G egy csoport. Ekkor a σ : G → GL(Cd) csoporthomomorfizmus a G csoport

egy reprezentációja, ha

∀g, h ∈ G : σ(g · h) = σ(g) · σ(h),

ahol – enyhén pontatlan jelöléssel élve – a · jel mindig az adott csoporton belüli szorzást jelenti: g · h
esetén a G-beli szorzás műveletet, σ(g) · σ(h) esetén a GL(Cd)-beli mátrixszorzást.
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Mivel a matematikai modellünk csak unitér mátrixokat tud megvalósítani, ezért szükségünk van arra,

hogy a csoportunkat unitér módon reprezentáljuk.

3.2.2. definíció. Legyenek σ, σ′ : G → GL(Cd) ugyanazon G csoport két reprezentációja. Ekkor σ, σ′

izomorfak, ha van olyan M ∈ Cd×d invertálható mátrix, melyre

∀g ∈ G : Mσ(g) = σ′(g)M

Jelölés: σ ∼ σ′

Az alábbi állítás garantálja, hogy az általánosság elvesztése nélkül feltételezhessük, hogy unitér mát-

rixokkal reprezentálunk(5):

3.2.3. állítás. Legyen G egy véges csoport, σ : G → GL(Cd) G egy reprezentációja. Ekkor létezik olyan

σ′ ∼ σ, melyre

∀g ∈ G : σ′(g)−1 = σ′(g)†.

3.2.4. definíció. Legyen G egy csoport, σ : G→ GL(Cd1), σ′ : G→ GL(Cd2) G reprezentációi. Ekkor σ

és σ′ direktösszege az a σ ⊕ σ′ : GL(Cd1)⊕GL(Cd2) reprezentáció, melyre

∀g ∈ G : (σ ⊕ σ′)(g) = σ(g)⊕ σ′(g),

ahol ismét enyhén pontatlanul jelöltünk: az ⊕ jel mindig az adott struktúrán belüli műveletet jelöli.

3.2.5. definíció. Egy σ : G → GL(Cd) reprezentáció irreducibilis, ha nem írható fel σ1 ⊕ σ2 alakban,

ahol σ1 : G→ GL(Cd1), σ2 : G→ GL(Cd2).

3.2.6. definíció. Egy σ : G→ GL(Cd) reprezentáció karaktere az a χσ : G→ C függvény, melyre tetsző-

leges g ∈ G esetén

χσ(g) = Tr(σ(g)).

3.2.7. tétel. Ha G egy Abel-csoport, akkor az irreducibilis reprezentációk egy dimenziósak, azaz σ : G→
GL(C), így σ = χσ.

Ebben a fejezetben a fenti tétel miatt a reprezentációkat karaktereknek is fogom nevezni.

3.2.2. Kvantum Fourier-transzformáció Abel-csoportokban

A továbbiakban G egy tetszőleges Abel-csoportot jelöl, és a fejezet állításai csak Abel-csoportokra lesznek

igazak, továbbá a jelölések egyszerűen tartása végett a reprezentációkra bevezetjük a χg = σ(g) jelölést.

3.2.8. állítás. Az Abel-csoportok karakterei egy-dimenziósak, azaz χg : G → GL(C) tetszőleges g ∈ G

esetén.

3.2.9. definíció. A G csoport duális csoportja a Ĝ = {σ|σ G egy karaktere}, az alábbi szorzásművelettel:

σ(g) · σ(h) = σ(g · h).

3.2.10. definíció. A G csoport kvantum Fourier-transzformáltja:

QFTG =
1√
|G|

∑

g∈G

∑

h∈Ĝ

χh(g) |h〉 〈g|
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3.2.11. példa. 1. Ha G = Zn
2 , akkor a karakterek χg(h) = (−1)h·g, és így

QFTG =
1√
2
n

∑

g,h∈Zn
2

(−1)g·h |h〉 〈g| ,

ami pont a H⊗n unitér operátor.(6)

2. Ha G = Z2n , akkor

QFTG =
1√
2n

∑

g,h∈Z2n

ωg·h
2n |h〉 〈g| ,

ahol ωm = e
2iπ
m egy primitív m. egységgyök.

Ha egy h ∈ Z2n értéket h = hn−1 . . . h1h0 alakban bitek sorozataként írjuk fel, akkor a transzfor-

máció az alábbi alakban írható fel:

|g〉 7→ 1√
2
n

∑

h∈Z2n

ωg·h
2n |h〉 =

1√
2
n

∑

h∈Z2n

ω
g·

n−1∑

k=0

hk2
k

2n |h0h1 . . . hn−1〉 =

1√
2
n

∑

h∈Z2n

n−1∏

k=0

ωg·hk2
k

2n |hk〉 =

n−1⊗

k=0

|zk〉 ,

ahol

|zk〉 =
1√
2

∑

hk∈Z2

ωg·hk2
k

2n |hk〉 =

1

2

(
|0〉+ ωg2k

2n |1〉
)
=

1

2


|0〉+ ω

g·
n−1∑

j=0

gj2
j+k

2n |1〉


 =

1√
2

(
|0〉+ e2iπ(g02

k−n+g12
k+1−n+...+xn−1−k2

−1) |1〉
)

Ez lehetőséget ad a 3.1 ábrán látható kvantumáramkör felírására(6). Az áramkör egy vezetékén

O(n) kapu szerepel, így összesen O(n2) egy- és kétqubites kapu szükséges. Az egy-qubites Rk kaput

az alábbi unitér mátrix definiálja:

Rk =

(
1 0

0 ω2k

)

A kapuk számát csökkenthetjük azzal, hogy az Rk kapukat elhagyjuk, ha k = Ω(log n), hiszen

azok elhanyagolható módon változtatják a vezetéken levő qubitet. Ekkor csak O(n log n) kapura

van szükség, azonban így csak 1
poly(n) pontossággal tudjuk kiszámítani a transzformált vektort.
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. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

... . .
.

. .
. ...

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

|g0〉 H |zn−1〉

|g1〉 H R2 |zn−2〉

...
...

|gn−3〉 |z2〉

|gn−2〉 H R2 Rn−2 Rn−1 |z1〉

|gn−1〉 H R2 R3 Rn−1 Rn |z0〉

3.1. ábra. QFTZ2n
kvantumáramköre

3. Ha N tetszőleges egész szám, de nem 2-hatvány, akkor

QFT
ZN

=
1√
N

∑

g,h∈ZN

ωg·h
N |h〉 〈g|

A 3.1 ábrán látható áramkör csak akkor implementálja ezt a transzformációt, ha N = 2n valamilyen

n természetes számra. Ha ez nem áll fenn, akkor fázisbecsléssel közelíthető QFTZN
, így tetszőleges

ciklikus csoportra meg tudjuk valósítani a kvantum Fourier-transzformációt(6).

4. Ha G Abel-csoport, akkor mindig előáll

G =
l×

s=1

ZNs

alakban, ahol ZNs
az Ns elemű ciklikus csoport. Továbbá csoportok direkt szorzatának kvantum

Fourier-transzformációja a transzformációk tenzorszorzata, azaz

QFTG : |g〉 7→
(

l⊗

s=1

QFTNs

)
|g〉 (3.2.1)

3.3. Rejtett részcsoport algoritmus Abel-csoportokban

Az Abeli HSP algoritmus a Simon algoritmus logikáját követi:

1. Előkészítjük az 1√
|G|

∑
g∈G

|g〉 |0〉 állapotot

2. Kiszámoljuk f értékeit, azaz az orákulum segítségével az állapotot az

1√
|G|

∑

g∈G

|g〉 |f(g)〉

állapotba transzformáljuk.

3. Mérjük a második regisztert, ahol egy f(g) állapotot kapunk. Ekkor az első regiszter az

1√
|H|

∑

h∈H

|g · h〉

állapotban van.

4. Alkalmazzuk a QFTG áramkört erre az állapotra, majd végrehajtunk egy mérést.
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És ezt az algoritmust addig ismételgetjük, amíg a mérésekből kapott eredményekből hatékonyan elő

tudjuk állítani H-t. Ehhez vizsgáljuk meg először, hogy a QFTG kapu végrehajtása után milyen állapotot

kapunk:

QFTG

(
1√
|H|

∑

h∈H

|g · h〉
)

=

1√
|G| · |H|

∑

y∈Ĝ

∑

h∈H

χy(g · h) |y〉 =

1√
|G| · |H|

∑

y∈Ĝ

∑

h∈H

χy(g) · χy(h) |y〉 =

√
1

|G| · |H|
∑

y∈Ĝ

χy(g)
∑

h∈H

χy(h) |y〉

Ha tetszőleges h ∈ H esetén χy(h) = 1, akkor
∑

h∈H χy(h) = |H|. Jelölje H⊥ az ilyen χy karakterek

halmaza:

H⊥ = {χ ∈ Ĝ : χ(h) = 1 ∀h ∈ H}

Ekkor |H⊥| = |G|
|H| , így

√
1

|G| · |H|
∑

y∈Ĝ

χy(g)
∑

h∈H

χy(h) |y〉 =

√
|H|
|G|

∑

y∈H⊥

χy(g) |y〉 =
√

1

|H⊥|χy(g) |y〉 ,

ami egy kvantumállapot, hiszen az amplitúdók négyzetösszege pont 1.

Vagyis a mérés biztosan egy uniform véletlenszerű y ∈ G csoportelemet fog visszaadni, melyről tudjuk,

hogy χy ∈ H⊥.

3.3.1. állítás. Az algoritmus polinomiálisan sok lefuttatása után kapott mérési eredményekből H nagy

valószínűséggel előállítható.

Bizonyítás. Mivel minden mérés során olyan g ∈ G elemet kapunk, melyre χg(h) = 1 tetszőleges h ∈ H

esetén, ami ad egy feltételt H elemeire.(1).

Tegyük fel, hogy már ismerjük a H csoport h1, h2, . . . , hs elemeit, azaz Hk = 〈h1, h2, . . . , hk〉 ⊆ H.

Ha itt találunk egy olyan hk+1 elemet, ami nincs még benne ebben a generált részcsoportban, akkor

|Hk ∪ {hk+1}| ≥ 2 · |Hk|, vagyis O(log |G|) ilyen elem elegendő ahhoz, hogy H-t elő tudjuk állítani.

Annak a valószínűsége, hogy ha Hk már ismert, akkor a következő lefuttatás után kapott hk+1 /∈ Hk,

legalább 1
2 , így összesen valóban O(log |G|) lépés szükséges(7), ami még akkor is polinomiális, ha G mérete

exponenciálisan nagy.

3.4. Abeli Rejtett részcsoport probléma alkalmazásai

A HSP azért kiemelten fontos a kvantum-számítástudományban, mert rengeteg probléma visszavezethető

a HSP-re, ha megfelelően választjuk meg a G csoportot, és a H rejtett csoportot.
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Következzék néhány probléma, mely megoldható HSP-vel. A felsorolásban először megemlítem a prob-

lémát, majd úgy paraméterezem a HSP-t, hogy pont az adott probléma megoldását. Ahogy az előző alfe-

jezetekben is volt, G jelöli a csoportot, amin az f függvény értelmezve van, S az f függvény képhalmazát,

H pedig a rejtett részcsoportot, melyre igaz, hogy f(x) = f(y) ⇐⇒ y ∈ xH.

1. Simon (eredeti) algoritmusa:

Adott egy f : {0, 1}n → {0, 1}n függvény, és egy rejtett s ∈ {0, 1}n, s 6= 0 vektor, melyre igaz, hogy

tetszőleges x ∈ {0, 1}n esetén f(x) = f(x⊕ s). A cél a rejtett vektor kiszámítása.

• A G csoport a {0, 1}n halmaz az ⊕ (bitenkénti kizáró vagy) művelettel.

• S = {0, 1}n.

• A rejtett részcsoport H = {0, s}, ahol s ∈ G \ {0}.

2. Perióduskeresési probléma:

Adott egy f(x) : ZN → C periodikus függvény, melynek periódusa r, azaz f(x+ r) = f(x). A cél a

periódus megtalálása.

• A G csoport ZN a szokásos összeadás művelettel.

• S ⊂ C egy véges részhalmaz (nem biztos, hogy teljesen ismerjük).

• A rejtett H részcsoport az Z r által generált részcsoportja:

H = {0, r, 2r, 3r, . . . , }.

Speciális esete a rendkeresési probléma, amikor egy permutáció rendjét keressük (ha X véges halmaz,

akkor az elemei megfeleltethetőek ZN elemeinek).

3. Diszkrét logaritmus probléma:

Adott egy ZN N -elemű ciklikus csoport, γ,A ∈ ZN . Keressük azt a legkisebb a számot, melyre

igaz, hogy γa = A, azaz „A-nak a γ alapú logaritmusát” szeretnénk kiszámítani ZN -en belül. A

függvényünk az f(x, y) = γa·x+y függvény.

• A G csoport a ZN × ZN csoport, a művelet az elmenkénti modulo N összeadás.

• Az S véges halmaz γ hatványait tartalmazza:

S = {γj : j = 0, 1, 2, . . .}.

Ez biztosan véges halmaz, hiszen γ rendjének osztania kell N -et, ami véges szám.

• A rejtett H részcsoport az (l,−ls) elemekből áll:

H = {(l,−al)|l ∈ Zn}.

4. Permutáció rendje probléma (perióduskeresési probléma egy speciális esete):

Adott egy véges X halmaz egy π permutációja. Ekkor π rendje az a legkisebb r egész szám, melyre

igaz, hogy πr = id, ahol id a minden elemet helybenhagyó permutáció. Feladatunk r megtalálása.

A függvényünk, aminek segítségével ezt megkíséreljük, az f(x, y) = πx(y) függvény.

• A G csoport a Z2m × Z2n csoport, a művelet az első elemnben a modulo 2m összeadás, a

második elemben a modulo 2n összeadás.
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• Az S véges halmaz Z2n , ahol n-et úgy választjuk meg, hogy Sym(X) minden elemét el tudjuk

kódolni.

• A rejtett részcsoport:

H = {0, r, 2r, . . .},

ahol r ∈ Z2m .
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4. fejezet

Rejtett részcsoport probléma nem

Abel-csoportokban

Bár kommutatív csoportokban megoldott a Rejtett részcsoport probléma, nemkommutatív csoportokra

a kérdés még nyitott. Egyes típusú csoportokra megoldott a probléma, más csoportoknál bár találtak

algoritmust, az az algoritmus még kvantumszámítógépeken sem polinomiális idejű.

4.1. Fourier transzformáció nem Abel-csoportokban

4.1.1. Kevert állapotok

Az első fejezetben szereplő tiszta állapotokon kívül kevert állapotokat is le tudunk írni, mint a |φ1〉 , |φ2〉 , . . . , |φn〉
tiszta állapotok valószínűségi keverékeként – ezt legjobban mátrixokkal tudjuk leírni.

4.1.1. definíció. A |φ1〉 , |φ2〉 , . . . , |φn〉 tiszta állapotokban levő kevert állapotot leíró (sűrűség)mátrix:

ρ =

n∑

i=1

pi |φi〉 〈φi| ,

ahol pi annak a valószínűségét jelöli, hogy a kevert állapot a |φi〉 tiszta állapotban van.

A kevert állapotok segítségével le tudjuk írni a kevert részcsoport állapotát, azaz azt az állapotot,

melyben uniform eloszlással szerepelnek a rejtett H részcsoport állapotai:

ρH =
1

|G|
∑

g∈G

|gH〉 〈gH| ,

ahol |gH〉 = 1√
H

∑
h∈H

|gh〉 .

4.1.2. definíció. Az L : G→ GL(C|G|) reprezentáció bal reguláris reprezentáció, ha

∀x ∈ G : L(x) |y〉 = |xy〉 .

Hasonlóan, az R : G→ GL(C|G|) reprezentáció jobb reguláris reprezentáció, ha

∀x ∈ G : R(x) |y〉 = |yx−1〉

Mind a bal, mind a jobb reguláris reprezentáció mátrixa permutációmátrix(5).
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4.1.3. definíció. A σ : G→ GL(Cn) reprezentáció dimenziója dσ = n.

4.1.4. állítás (Schur-lemma). Legyen σ és σ′ a G csoport két irreducibilis reprezentációja, dimenziójuk

dσ és dσ′ . Legyen továbbá M ∈ Cdσ×dσ′ egy olyan mátrix, melyre minden x ∈ G-re σ(x)M = Mσ′(x).

Ekkor ha σ 6∼ σ′, akkor M = 0, ha pedig σ ∼ σ′, akkor M az identitás mátrix egy skalárszorosa.

A Schur-lemma következtében az egymással nem izomorf irreducibilis reprezentációk ortogonálisak(5),

azaz

4.1.5. állítás. Legyen σ és σ′ két irreducibilis reprezentáció. Ekkor

dσ
|G|

∑

x∈G

σ(x)∗i,jσ
′(x)i′,j′ = δσ,σ′δi,jδi′,j′ ,

minden lehetséges i, j, i′, j′ értékre, továbbá

δσ,σ′ =




1, ha σ ∼ σ′,

0, ha σ 6∼ σ′.

Ennek alapján a reguláris reprezentációk felbonthatóak irreducibilis reprezentációk direkt összegére.

Jelölje Ĝ a G csoport irreducibilis reprezentációinak halmazát. Ekkor

L ≃
⊕

σ∈Ĝ

(σ ⊗ Idσ
) , R ≃ L ≃

⊕

σ∈Ĝ

(Idσ⊗σ∗) ,

ahol a következőképp értelmezhető két reprezentáció tenzorszorzata:

4.1.6. definíció. Ha σ : G → V és σ′ : G → V ′ reprezentációk, akkor σ ⊗ σ′ : G → V ⊗ V ′, továbbá

dσ⊗σ′ = dσ × dσ′ .

Természetesen nem csak a reguláris reprezentációk bonthatóak fel irreducibilisek szorzatára, hanem a

G csoport tetszőleges reprezentációja.

4.1.7. definíció. Legyen τ a G csoport egy reprezentációja, σ ∈ Ĝ egy irreducibilis reprezentáció. Jelölje

ekkor µτ
σ σ multiplicitását τ irreducibilisekre való felbontásában.

A definíció alapján tetszőleges τ reprezentáció felírható

τ =
⊕

σ∈Ĝ

(
σ ⊗ Iµτ

σ

)
.

4.1.8. definíció. A CG csoportalgebra a ∑

g∈G

ag · g

véges összegekből álló vektortér, ahol ag ∈ C, az összeadás és számmal szorzás műveletét elemenként

végezzük el, és 
∑

g∈G

ag · g


 ·

(∑

h∈G

bh · h
)

=
∑

g, h ∈ Gagbh(g · h),

ahol a · jel mindig az adott struktúrán belüli szorzás műveletet jelöli.

Ezzel a definícióval a Fourier-transzformáció egy unitér transzformáció CG-ből a
⊕

σ∈Ĝ

(
Cdσ ⊗ Cdσ

)

komplex vektortérbe. Ekkor az x ∈ G csoportelemhez tartozik egy |x〉 ∈ CG bázisvektor, melynek Fourier-

transzformáltja:

|x̂〉 =
∑

σ∈Ĝ

dσ√
|G|
|σ, σ(x)〉 ,
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ahol σ jelöli az irreducibilis reprezentációt, továbbá

|σ(x)〉 =
dσ∑

j,k=1

σ(x)j,k√
dσ
|j, k〉 .

Ezen jelölésekkel a G csoport feletti kvantum Fourier-transzformáció a az alábbi unitér mátrix:

QFTG =
∑

g∈G

|x̂〉 〈x| =
∑

x∈G

∑

σ∈Ĝ

√
dσ
|G|σ(x)j,k |σ, j, k〉 〈x| . (4.1.1)

4.1.9. állítás. QFTG az L és R reprezentációkat irreducibilis tényezőire bontja.

Bizonyítás. L̂(x) felírható FGL(x)F
†
G alakban is, továbbá L(x) |y〉 = |xy〉, így

L̂(x) = FGL(x)F
†
G =

∑

y∈G

|x̂y〉 〈ŷ| =

∑

y∈G

∑

σ,σ′∈Ĝ

dσ∑

j,k=1

dσ′∑

j′,k′=1

√
dσdσ′

|G| σ(xy)j,kσ
′(y)∗j′,k′ |σ, j, k〉 〈σ′, j′, k′| =

∑

y∈G

∑

σ,σ′∈Ĝ

dσ∑

j,k,l=1

dσ′∑

j′,k′=1

√
dσdσ′

|G| σ(x)j,lσ(y)l,kσ
′(y)∗j′,k′ |σ, j, k〉 〈σ′, j′, k′| =

∑

σ∈Ĝ

dσ∑

j,k,l=1

σ(x)j,l |σ, j, k〉 〈σ, l, k| ,

kihasználva σ, σ′ ortogonalitását. Végül az utolsó sor átírható

⊕

σ∈Ĝ

(σ(x)⊗ Idσ
)

alakba, ami pont L(x) irreducibilis felbontása. Hasonlóan,

R̂(x) = FGR(x)F †
G =

∑

y∈G

|ŷx−1〉 〈ŷ| =

∑

y∈G

∑

σ,σ′∈Ĝ

dσ∑

j,k=1

dσ′∑

j′,k′=1

√
dσdσ′

|G| σ(yx−1)j,kσ
′(y)∗j′,k′ |σ, j, k〉 〈σ, j, k| =

∑

y∈G

∑

σ,σ′∈Ĝ

dσ∑

j,k,l=1

dσ′∑

j′,k′=1

√
dσdσ′

|G| σ(y)j,lσ(x
−1)l,kσ

′(y)∗j′,k′ |σ, j, k〉 〈σ, j, k| =

∑

σ′∈ĝ

dσ′∑

j,k,l=1

σ′(y)∗,

ahol ismét az ortogonalitást használtuk ki. σ′
 σ átparaméterezéssel megkapjuk R(X) irreducibilis

felbontását: ⊕

σ∈Ĝ

(Idσ
⊗ σ∗) .
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Elméleti síkon tökéletesen sikerült megadnunk, hogyan számolható a Fourier-transzformáció, azonban

a következő lépés sokkal nehezebb. Nem minden nem Abel-csoportra ismert, hogy hogyan lehet az FG

Fourier-transzformációt hatékonyan megvalósítani.

Például a GLn(q) csoportokra, azaz a q-elemű véges test feletti invertálható n × n-es mátrixok, cso-

portjaira jelenleg nem ismert hatékony kvantum áramkör, csak szubexponenciálisan gyors(9).

A fejezetben vizsgálni fogom ezt a problémát diédercsoportokra, Heisenberg csoportokra, szimmetrikus

csoportokra, valamint a gráfizomorfizmus és gráfautomorfizmus problémákra.

4.1.2. Fourier-mintavételezés

Ebben az alfejezetben két Fourier-mintavételezési módszert ismerünk meg: a gyenge és az erős mintavéte-

lezést. A gyenge mintavételezés az Abel-csoportokra kidolgozott algoritmust általánosítja úgy, hogy ele-

gendő információt biztosít tetszőleges normálosztó azonosítására – azaz a gyenge Fourier-mintavételezéssel

az olyan problémák is megoldhatóak, ahol a rejtett részcsoport normálosztója a G csoportnak.

4.1.10. definíció. Legyen G egy csoport, H ≤ G egy részcsoport. Ekkor H normálosztója G-nek, ha

gHg−1 = H, azaz tetszőleges h ∈ H esetén ghg−1 ∈ H. Jelölés: H ⊳G.

Gyenge mintavételezés

Induljunk ki a rejtett részcsoport állapotból, mint kevert állapotból:

ρH =
1

|G|
∑

g∈G

|gH〉 〈gH| ,

ahol

|gH〉 = 1√
|H|

∑

h∈H

R(h) |g〉 ,

ahol R a G csoport jobb reguláris reprezentációja. Így a rejtett részcsoport állapot felírható az alábbi

alakban:

ρH =
1

|G| · |H|
∑

g∈G

∑

h,h′∈H

R(h) |g〉 〈g|R(h)† =

1

|G| · |H|
∑

h∈H

R(h · (h′)−1) =
1

|G|
∑

h∈H

R(h).

Mivel R reprezentációs mátrixa blokk-diagonális, ezért ρH is blokk-diagonális, így

ρ̂H = FGρHF †
G =

1

|G|
⊕

σ∈Ĝ

(Idσ
⊗ σ(H)∗) ,

ahol a szokásos jelölésrendszerrel élve

σ(H) =
∑

h∈H

σ(H).

Így az Abel-csoportok esetéhez hasonlóan tudunk méréseket végezni, és a mérésekből fel tudjuk építeni

a rejtett H részcsoportot. Annak a valószínűsége, hogy egy σ ∈ Ĝ reprezentációt kapunk mérésünk

eredményül, függ dσ-tól, H és G elemszámától, továbbá attól, hogy a triviális reprezentáció (ami minden

elemhez 1-et rendel) hányszor fordul elő σ H-ra való megszorításában(10). Ez nem biztos, hogy nagyobb,

mint 1
2 , így még nem biztos, hogy ez a módszer mindig működik.
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Tegyük fel, hogy H normálosztó. Ekkor a 4.1.4 állítás alapján ρ̂H minden blokkja arányos az identitásmátrixszal(10),

így a mintavételezés ugyanúgy eredménnyel jár, mint az Abel-csoportok esetében. Továbbá ha kerσ =

{g ∈ G : σ(g) = Idσ
}, akkor

Pr(σ) =





d2
σ|H|
|G| , ha H ≤ kerσ,

0, különben.

Így O(log |G|) db mintavételezéssel a kommutatív esethez hasonlóan a ker(σ) csoportok metszete nagy

valószínűséggel kiadja a rejtett H normálosztót: tegyük fel, hogy ez a közös metszet K ⊳ G, K 6= H.

Ekkor annak a valószínűsége, hogy olyan σ reprezentációt kapunk mérésükként, melyre K ≤ kerσ,

|H|
|G|

∑

σ : K≤kerσ

d2σ =
|K|
|H| ≤

1

2
,

azaz minden iteráció legalább 1
2 valószínűséggel felezi a közös metszet méretét.

Érdekes megjegyezni, hogy ez az eljárás tetszőleges G csoport esetén megtalálja G legnagyobb nor-

málosztóját.

Erős mintavételezés

A gyenge mintavételezés egyik problémája az, hogy sem a szimmetrikus csoportok, sem a diédercsoportok

esetében nem oldja meg a HSP-t. Azonban egy újabb mérést végrehajtva a gyenge mintavételezés σ-t

eredményező lépéséből eredő d2σ-dimenziós állapotot mérhetjük – ez az erős Fourier-mintavételezés.

Az erős Fourier-mintavételezés nem mindig működik, például a szimmetrikus csoportban sose szolgál

elegendő információval ahhoz, hogy hatékonyan meg lehessen találni a rejtett részcsoportot11.

A probléma komplexitását növeli az, hogy nem elég találi egy olyan Fourier-transzformációt vagy

kvantum-áramkört, melyben a mérések elég információt adnak a rejtett részcsoportról, azokat még haté-

konyan fel is kell dolgozni – ahogy később látni fogjuk, a diéder-csoportoknál pont ez az eset áll fenn.

Gráfizomorfizmus, gráfautomorfizmus problémák

4.2. Példák nem Abel-csoportokra vonatkozó rejtett részcsoport

problémákra

Ebben az alfejezetben a teljesen általános, nem Abel-csoportokra vonatkozó HSP pár alkalmazását dolgo-

zom fel. Ehhez először megvizsgálom, hogy a dolgozatom során már többször látott standard módszerhez

az f függvény értékét hányszor kell lekérdezni. Ezután feldolgozom a diédercsoportokra vonatkozó HSP-t,

végezetül pedig a Heisenberg-csoportokra vonatkozó HSP-t, melyek példát mutatnak arra az esetre is,

amikor még nincs algoritmus a mért adatok elég gyors feldolgozására, és arra az esetre is, amikor nem

Abel-csoportban is hatékonyan végre tudjuk hajtani a HSP-t.

4.2.1. A standard módszer, lekérdezés-komplexitás

A HSP megoldásának standard módszere a következő:

1. Előkészítjük a csoport elemeinek uniform szuperpozícióját:

|G〉 = 1√
|G|

∑

g∈G

|g〉
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2. Az f lekérdezésére kapott orákulum segítségével egy ancilla regiszterben kiszámítjuk f(g) értékét

minden g csoportelemre:
1√
|G|

∑

g∈G

|g〉 |f(g)〉

3. Mérjük az ancilla regisztert, és az eredményt elvetjük. A kapott s ∈ S eredményt vetítjük azon g

elemek uniform szuperpozíciójára, melyekre f(g) = s. f definíciója alapján ez igazából H egy bal

mellékosztálya, így megkapjuk a mellékosztály állapotot:

|gH〉 = 1√
|H|

∑

h∈H

|gh〉 ,

ahol g egyenletesen véletlenszerű.

Természetesen a feladattól függően ezt tekinthetjük kevert állapotként is:

ρH =
1

|G|
∑

g∈G

|gH〉 〈gH| ,

ez a rejtett részcsoport állapot.

4. A rejtett részcsoport állapotból mintát véve igyekszünk H-t meghatározni, azaz ρ⊗k
H -ból igyekszünk

H egy generátorhalmazát megtalálni.

A kérdés az, hogy k milyen nagyságrendű. Ha egy problémára k exponenciális nagyságrendű, akkor

az a probléma nem oldható meg hatékonyan HSP-vel. Ettinger, Høyer és Knill eredménye(12) alapján

poly(log |G|) lekérdezés mindig elég.

4.2.1. definíció. Legyen ρ és ρ′ két rejtett részcsoport állapot. Ekkor a kvantum fidelitásuk:

F (ρ, ρ′) = Tr|√ρ
√
ρ′|,

ahol |A| =
√
A†A

Howard Barnum és Emanuel Knill eredménye az alábbi tétel:

4.2.2. tétel. Tegyük fel, hogy ρ a {ρ1, ρ2, . . . , ρN} halmazból származik, ahol ρi egy fix pi valószínűséggel

fordul elő. Ekkor létezik olyan kvantum mérés („nagyon jó mérés”), mely megtalálja ρ-t legalább 1 −
N
√
max
i6=j

F (ρi, ρj) valószínűséggel.

Ha ρ-nak k példányát használjuk fel, akkor annak a valószínűsége, hogy lesz egy olyan mérésünk,

mellyel meg tudjuk találni ρ-t, legalább

1−N

√
max
i6=j

F (ρ⊗k
i , ρ⊗k

j ) = 1−N
√
max
i6=j

F (ρi, ρj)k

Ha ezt a kifejezést egyenlővé tesszük 1−ε-nal, és megoldjuk k-ra, akkor megkapjuk, hogy tetszőlegesen

kis ε hibavalószínűséget el tudunk érni, ha ρ-nak

k ≥




2(logN − log ε)

log

(
1

max
i 6=j

F (ρi,ρj

)




(4.2.1)

másolatát használjuk.(13)

Ha G-nek nincsen túl sok részcsoportja, és a fidelitások nincsenek túl közel 1-hez, akkor k lehet

polinomiálisan sok is. Vizsgáljuk meg, hogy hány részcsoportja lehet egy tetszőleges G csoportnak!
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Mint korábban azt láttuk, G legfeljebb log2 |G| elemmel generálható. Tekintsünk egy ilyen generáló

halmazt: ezen generáló halmaz részhalmazai részcsoportokat generálnak, így G részcsoportjainak halmaza

felülről becsülhető a

|G|log2 |G| = 2(log2 |G|)2

számmal, azaz G-nek 2O(log2 |G| részcsoportja lehet legfeljebb. Így a (4.2.1) becslésben élhetünk a N =

poly(log |G|) behelyettesítéssel, azaz k = poly(log |G|) példánya elég ρ-nak, ha a fidelitások maximuma

legalább 1
poly(log |G|) -vel eltér 1-től.

Az állapotok klasszikus fidelitása felülről becsli a kvantum fidelitást:

F (ρ, ρ′) ≤
√
TrΠρρTrΠρρ′ +

√
Tr(I −Πρ)ρTr(I −Πρ)ρ′ =

√
TrΠρρ′,

ahol Πrho a ρ tartójára való ortogonális vetítés. Legyen H és H ′ két különböző részcsoportja G-nek, és

tegyük fel az általánosság megsértése nélkül, hogy |H| ≥ |H ′|. Ekkor

ρH =
1

|G|
∑

g∈G

|gH〉 〈gH| = |H||G|
∑

g∈TH

|gH〉 〈gH| ,

ahol TH H egy bal transzverzálisa G-ben, azaz G egy olyan részcsoportja, amely H minden bal mel-

lékosztályából pontosan egy elemet tartalmaz. Ekkor a jobboldali kifejezés ρH egy spektrálfelbontása,

így

ΠρH
=
∑

g∈TH

|gH〉 〈gH| = 1

|H|
∑

g∈G

|gH〉 〈gH| .

Ez alapján

F (ρH , ρH′)2 ≤ TrΠρh
ρH′

1

|H| · |G|
∑

g,g′∈G

| 〈gH|g′H ′〉 |2 =

1

|H| · |G|
∑

g,g′∈G

|gH ∩ g′H ′|2
|H| · |H ′| =

1

|G| · |H|2 · |H ′|
∑

g,g′∈G

|gH ∩ g′H ′|2.

A szummán belül szereplő elemszám

|gH ∩ g′H ′| = |{(h, h′) ∈ H ×H ′|gh = g′h′}|

= |{(h, h′) ∈ H ×H ′|hh′ = g−1g′}|




|H ∩H ′|, ha g−1g′ ∈ HH ′,

0, ha g−1g′ /∈ HH ′.

Vagyis
∑

g,g′∈G

|gH ∩ g′H ′|2 = |G| · |HH ′| · |H ∩H ′|2

= |G| · |H| · |H ′| · |H ∩H ′|.
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Ezt a kvantum fidelitásba visszahelyettesítve

F (ρH , ρH′)2 =
|G| · |H| · |H ′| · |H ∩H ′|

|G| · |H|2 · |H ′|

=
|H ∩H ′|
|H| ≤ 1

2
,

azaz F (ρH , ρH′) ≤ 1
sqrt2 , így a kvantum fidelitás legnagyobb értéke is legalább 1

poly(log |G|) -vel tér el 1-től,

azaz a standard módszer esetén a HSP legkérdezés-komplexitása poly(log |G|), így a standard módszerrel

hatékonyan elő tudunk állítani elég példányt ρ-ból ahhoz, hogy abból megállapítható legyen a H rejtett

részcsoport.

4.2.2. Diédercsoportok

A diédercsoportok olyan tekintetben speciálisak, hogy a jelenleg ismert leghatékonyabb algoritmus, Ku-

perberg algoritmusa szubexponenciális, de szuperpolinomiális.

HSP a diédercsoportban

4.2.3. definíció. A diédercsoport, DN egy 2N -elemű csoport, melynek elemei az N csúcsú szabályos

sokszög szimmetriái. A diédercsoport a következőképp írható le generátorokal és relációkkal:

DN =
〈
r, s|r2 = sN = 1, rsr = s−1

〉

A generáló elemek közül r egy rögzített tengelyre való tükrözés, s pedig egy 2π
N

-nel való forgatás.

A definiáló relációk alapján DN minden eleme leírható sxra alakban, ahol x ∈ ZN és a ∈ Z2, továbbá

(sxra)(syrb) = sxrasyrara+b

= sxs(−1)ayra+b

= sx+(−1)ayra+b,

így DN -re tekinthetünk úgy, mint a ZN × Z2 csoportra az

(x, a) · (y, b) = (x+ (−1)ay, a+ b)

művelettel. Ez tulajdonképp nem más, mint a ZN⋊ϕZ2 szemidirekt szorzat, ahol ϕ : Z2 → Aut(ZN ), ϕ(a)(y) =

(−1)a(y). Az (x, a) elem inverze a (−(−1)ax, a) elem.

Ekkor DN részcsoportjai vagy ciklikus csoportok, vagy kisebb diédercsoportok. A ciklikus csoportok

〈(x, 0)〉, x = 0 vagy x|N alakúak; a diédercsoportokat pedig vagy az (y, 1) elem generálja, ahol y ∈ Zn,

vagy az (x, 0) és (y, 1) elemek, ahol x ∈ Zn osztja N -t, és y ∈ Zx.

Kuperberg algoritmusa a problémát visszavezeti az (y, 1) tükrözés által generált rejtett részcsoport

megtalálásának problémájára(16).

Az Ettinger-Høyer redukció azon alapja az, hogy az f függvényt megszorítjuk a ZN × {0} ≤ DN

részcsoportra. A megszorított függvény esetén a rejtett részcsoport 〈(x, 0)〉 alakú. Mivel ZN × {0} egy

Abel-csoport, ezért itt x megtalálható. Mivel 〈(x, 0)〉⊳DN , ezért definiálható a DN/〈(x,0)〉 faktorcsoport,

ami egy N
x

elemű diédercsoport, melyen definiálható egy f ′ függvény, mely az 〈(y, 1)〉 csoportot rejti el

– így az alfejezet további részében feltételezni fogjuk, hogy a rejtett részcsoport 〈(y, 1)〉 alakú: ha ennek

megtaláljuk egy generáló elemét, akkor a teljes rejtett részcsoportot generálni tudjuk minden esetben.
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Fourier-mintavételezés diédercsoportokban

Mivel 〈(y, 1)〉 alakú rejtett részcsoportot keresünk, ezért H egy bal transzverzálisa felírható

{(z, 0)|z ∈ ZN}

Ekkor a (z, 0)H mellékosztályhoz tartozó állapot:

|((z, 0){(0, 0), (y, 1)}〉 = 1√
2
(|z, 0〉+ |y + z, 1〉).

y-t ezen állapot mintavételezésével szeretnénk meghatározni.

Az egyszerűség kedvéért most a gyenge Fourier-mintavételezés helyett egyszerűen végrehajtunk egy

FZN
Fourier-transzformációt az első regiszteren, a második figyelmen kívül hagyjuk. Megmutatható, hogy

ez igazából pont a gyenge Fourier-mintavételezés(14).

A Fourier-transzformáció eredménye

(FZN
) |(z, 0)H〉 = 1√

2N

∑

k∈ZN

ωkz
N |k, 0〉+ ω

k(y+z)
N |k, 1〉

=
1√
N

∑

k∈ZN

ωkz
N |k〉 ⊗

1√
2
(|0〉+ ωky

N |1〉)

Az első regisztert mérve az állapot a következőbe omlik össze:

|φk〉 =
1√
2
(|0〉+ ωyk

N |1〉).

Kuperberg szitája

Ha elő tudnánk állítani tetszőleges k-ra a |φk〉 állapotot, akkor információt kaphatnánk y paritásáról.

Amíg Kuperberg szitáját tárgyaljuk, addig a bázis, amiben mérünk:

|+〉 = 1√
2
(|0〉+ |1〉), |−〉 = 1√

2
(|0〉 − |1〉).

Kuperberg ötlete az, hogy különböző |φk〉 alakú vektorokat kombinálunk egy kontrollált tagadással. Cé-

lunk az, hogy egy olyan k értéket kapjunk, ami információval szolgál y utolsó bitjéről, azaz y paritásáról.

Felmerül a kérdés, hogy miért elég csak ezt kiderítenünk.

Ha y paritását ismernénk, akkor abból a tényből kiindulva, hogy DN -nek van két DN
2

-vel izomorf

részcsoportja, ezek a {(2x, 0), (2x, 1)|x ∈ ZN
2
} és {(2x, 0), (2x + 1, 1)|x ∈ ZN

2
} halmazok által megadott

részcsoportok. Ha y páros, akkor az előbbi, ha páratlan, akkor az utóbbi részcsoportban kell, hogy legyen

a rejtett részcsoport. Így egy véges leszállással, O(logN) lépésben y összes bitjét ki tudjuk deríteni, azaz

megkaptuk a keresett y értéket.

Vizsgáljuk meg, mit kapunk, ha két mérési eredményt kombinálunk:

|φp, φq〉 =
1

2
(|0, 0〉+ ωyp

N |1, 0〉+ ωyq
N |0, 1〉+ ω

y(p+q)
N |1, 1〉

7→ 1

2
(|0, 0〉+ ωyp

N |1, 1〉+ ωyq
N |0, 1〉+ ω

y(p+q)
N |1, 0〉)

=
1√
2
(|φp+q, 0〉+ ωyq

N |φp−q, 1〉).

A második qubitet mérve egyenlő valószínűséggel + vagy − előjelet kapunk, mely segítségünkre lesz y

paritásának meghatározásában.

Kuperberg szitája a következő:
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1. Készítsünk elő Θ(16
√
n) φk állapotot, melyeknél k ∈ Z2n uniform véletlenszerűen lett választva.

2. Legyen m = ⌈√n⌉. Minden j = 0, 1, . . . ,m− 1 értékre hajtsuk végre a következőt:

(a) Tegyük fel, hogy a φk állapotok utolsó legalább m · j bitje mind 0.

(b) Rendezzük ezeket |φp〉 , |φq〉 párokba ezek közül azokat, amiknek a következő legalább m leg-

kisebb bitje (azaz azok a bitek, amik jobbról olvasva az mj db 0 bit után vannak) egyezik.

Amiket nem tudtunk párosítani, azokat dobjuk ki.

(c) Ezen párokból hozzunk létre |φp±q〉 állapotokat, és ezek közül azokat tartsuk meg, amelyek

mérésénél a − előjelet kaptuk.

3. A megmaradt állapotok vagy |φ0〉 vagy |φ2n−1〉 alakúak. Mérjük ezeket a |+〉 , |−〉 bázisban, hog y

utolsó bitjét meghatározzuk.

Ennek az algoritmusnak 2O(
√
n) lekérdezésre van szüksége, és m = O(

√
n) fázisa van, mindegyik

fázisban O(2
√
n) lépéssel, azaz a futásideje exponenciális.

Ráadásul az algoritmus csak akkor működik, ha tudjuk igazolni, hogy a szitálás végére nem elhanya-

golható a valószínűsége annak, hogy legalább néhány qubit megmarad, és y paritását ki tudjuk számítani.

Tegyük fel, hogy egy fázisban m bitet próbálunk meg félredobni, azaz n
m

fázisunk van, és 2l állapo-

tunk van az első fázis kezdete előtt (ezen n,m, l értékek függetlenek az algoritmus leírásában szereplő

értékektől). Minden állapotkombinálás 1
2 valószínűséggel sikeres, és két állapotból csinál 1 állapotot,

vagyis minden fázis végén a még meglévő állapotoknak kb. 1
4 -ét tartjuk meg.

Amikor olyan állapotokat igyekszünk párosítani és kombinálni, melyek m bit félredobásában segítenek,

legfeljebb 2m párosítatlan állapot lehet. Így ha tudjuk biztosítani, hogy fázisonként legalább 2 ·2m állapot

van, akkor várhatóan fázisonként az állapotok 1
8 -a megmarad. A j. fázis után a kezdeti 2l állapotból

legalább 2l−3j állapotot szeretnénk még kezelni, azaz

2l−
3n
m > 2m+1 ⇒ l > m+

3n

m
+ 1.

Ez minimális, ha m ≈ √n, azaz l ≈ 4
√
n elég jó választás. Ezen heurisztikus gondolatmenetet Kuperberg

cikke 3.1.-es fejezetében teljesen kidolgozta, sőt javított is a sebességen.(16)

Vegyük észre, hogy az elején a Θ(16
√
n) állapot előkészítése miatt nem csak futásidőben, hanem

tárhelyben is szubexponenciális, de szuperpolinomiális Kuperberg algoritmusa. Még ugyanabban az évben

Oded Regev javított Kuperberg algoritmusán, így az csak polinomiálisan sok tárhelyet igényel, a futásidőn

azonban nem tudott javítani.(17).

Pár zárógondolat Kuperberg szitájára: felmerül a kérdés, hogy használható-e máshol, például a szim-

metrikus csoportokra is. Alagic, Moore és Russell eredménye alapján tetszőleges fix G csoport esetén

Gn-ben működik egy, a szitához hasonló megközelítés, mely időben szubexponenciális algoritmust ad(18).

Azonban később Moore, Russel és Śniady megmutatták, hogy Sn-ben bármilyen, Kuperberg szitájához

hasonló algoritmus, mely állapotokat kombinál és így próbálja megállapítani, hogy triviális-e a rejtett

részcsoport, legalább 2Ω
√
n lekérdezést kell, hogy végrehajtson(19) – sajnos Kuperberg szitája sem segít

abban, hogy a szimmetrikus csoportban meg tudjuk oldani a HSP-t.

4.2.3. Heisenberg csoportok

Ebben az alfejezetben egy olyan, hatékony kvantumalgoritmust vizsgálunk, ami a „nagyon jó mérést”

valósítja meg, és így hatékonyan megoldható rajta a HSP.
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HSP a Heinsenberg-csoportban

4.2.4. definíció. Legyen p egy prímszám, X,Z unitér operátorok, melyek az {|x〉 |x ∈ Zp} ortonormális

bázison hatnak az alábbi módon:

X |x〉 = |x+ 1modp〉
Z |x〉 = ωx

p |x〉

Ezen operátorok kielégítik a ZX = ωpXZ azonosságot, így X és Z szorzatai felírhatóak ωa
pX

bZc alakban,

ahol a, b, c ∈ Zp. Ha ezeket (a, b, c) ∈ Z3
p alakban írjuk fel, akkor a szorzás a következő:

(a, b, c) · (a′, b′, c′) = (a+ a′ + b′c, b+ b′, c+ c′)

A diédercsoportokhoz hasonlóan itt is elegendő, ha a következő, p-rendű ciklikus részcsoportokat

keressük:

Ha,b = 〈(a, b, 1)〉 = {(a, b, 1)x|x ∈ Zp}.

4.2.5. állítás. A Ha,b részcsoport elemei
(
xa+

(
x
2

)
b, xb, x

)
alakúak, ahol x ∈ Zp.

Bizonyítás. Indukcióval. Ha x = 1, akkor (a, b, 1)1 =
(
1 · a+

(
1
2

)
b, 1 · b, 1

)
. Mivel

(
1
2

)
= 0, ezért az egyen-

lőség mindkét oldalán (a, b, 1) áll, így az x = 1 eset igaz.

Tegyük most fel, hogy (a, b, 1)x−1 =
(
(x− 1) · a+

(
x−1
2

)
· b, (x− 1) · b, x− 1

)
.

A szorzás szabályát felhasználva

(a, b, 1)x = (a, b, 1) · (a, b, 1)x−1

= (a, b, 1) ·
(
(x− 1) · a+

(
x− 1

2

)
· b, (x− 1) · b, x− 1

)

=

(
a+ (x− 1) · a+

(
x− 1

2

)
· b+ ((x− 1) · b) · 1, b+ (x− 1) · b, 1 + x− 1

)

A kapott vektor harmadik eleme 1 + (x − 1) = x, a második eleme pedig b + (x − 1) · b = xb. Az első

elemet vizsgáljuk részekre bontva:

a+ (x− 1) · a = x · a,

a b együtthatója pedig
(
x− 1

2

)
+ x− 1 =

(x− 1) · (x− 2)

2
+

2(x− 1)

2
=

(x− 1) · x
2

=

(
x

2

)
,

ezzel az indukciós lépést is beláttuk.

A csoport (l,m, 0), l,m ∈ Z2
p alakú elmei Ha,b bal transzverzális csoportját alkotják, tetszőleges

a, b ∈ Zp esetén.

Fourier-mintavételezés

A standard módszerrel a következő mellékosztály állapotot kapjuk:

|(l,m, 0)Ha,b〉 =
1√
p

∑

x∈Zp

|l + xa+

(
x

2

)
b,m+ xb, x〉 ,

ahol l,m ∈ Zp uniform véletlen. Célunk hasonló állapotokból a, b kiszámítása.
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A diédercsoporthoz hasonlóan egy gyenge Fourier-mintavételt is végrehajthatnánk, azonban az abeli

Fourier-transzformáció itt is lényegében egy gyenge Fourier-mintavételezéssel egyenértékű. Ha az első két

regisztert transzformáljuk Z2
p felett, akkor a következő állapotot kapjuk:

(FZp
⊗ FZp

⊗ Ip) |(l,m, 0)Ha,b〉 =
1

√
p3

∑

x,s,t∈Zp

ω
s(l+xa+(x2)b)+t(m+xb)
p |s, t, x〉 .

Ekkor az első két regiszterre, mint l,m értékek feletti kevert állapotra tekintve a mátrixa blokkdiagonális,

így ha az első két regisztert mérjük, akkor a következő kvantumállapotot kapjuk:

|Ĥa,b;s,t〉 =
1√
p

∑

x∈Zp

ω
s(xa+(x2)b)+t(xb)
p |x〉

=
1√
p

∑

Zp

ω
a(sx)+b(s(x2)+tx)
p |x〉 .

Ebben az állapotban s, t értékei uniform véletlenszerűen állnak elő, de ismertek. Ezen mintákat fogjuk

a, b értékeinek kiderítésére használni.

Algoritmus kielemzése

Holevo tétele alapján egy p-qubites kvantumállapot méréseiből legfeljebb p különböző kimenetet kapha-

tunk megbízhatóan, azonban p2-féle (a, b) értékpárunk van. Ez azt jelenti, hogy az állapotnak legalább két

példányára van szükségünk, és az is célunk, hogy hatékonyan tudjuk kinyerni a mérésekből a, b értékeit.

Ehhez egyszerre mérjük az állapot mindkét példányát:

|Ĥa,b,;s,t〉 ⊗ |Ĥa,b;u,v〉 =
1

p

∑

x,y∈Zp

ω
a(sx+uy)+b(s(x2)+tx+u(y2)+vy)
p

= |Ĥa,b,;s,t〉 ⊗ |Ĥa,b;u,v〉 =
1

p

∑

x,y∈Zp

ωαa+βb
p |x, y〉 ,

ahol

αs,u,x,y = α = sx+ uy

βs,t,u,v,x,y = β = s

(
x

2

)
+ tx+ u

(
y

2

)
+ vy

(4.2.2)

Ha a |x, y〉 állapotot le tudnánk cserélni |α, β〉 állapotra, akkor a kapott állapot szimplán |a, b〉 Fourier-

transzformáltja lenne, amit egy inverz transzformációval vissza lehetne kapni – tároljuk hát el α és β

értékét ancilla regiszterekben, az így kapott állapot

1

p

∑

x,y∈Zp

ωαa+βb
p |x, y, α, β〉 ,

ahol az első két regisztert szeretnénk eltávolítani.

Legyen most α, β, s, t, u, v ∈ Zp értéke fix. Ekkor (4.2.2) x-ben és y-ban másodfokú egyenletrendszer,

melynek 0, 1 vagy 2 db x, y ∈ Zp megoldáspárja lehet, így a harmadik, negyedik regiszterből kiindulva

nem tudjuk egyértelműen kinyerni x, y értékét, így azokat nem is tudjuk elhagyni. Azonban ha egy olyan

kvantum eljárást implementálunk, amely a teljes megoldáshalmazt nézni, akkor ez sikerülhet. Legyen a

teljes megoldáshalmaz

Ss,t,u,v
α,β =

{
(x, y) ∈ Z2

p|sx+ uy = α és s

(
x

2

)
+ tx+ u

(
y

2

)
+ vy = β

}
.
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Ekkor az ancilla regiszterekkel kiegészített állapot felírható

1

p

∑

x,y∈Zp

ωαa+βb
p

√
|Ss,t,u,v

α,β | |Ss,t,u,v
α,β , α, β〉 ,

ahol |S〉 = 1√
|S|

∑
s∈S

|s〉 az S elemein uniform szuperpozíciót felvevő állapot. Így a feladatunk szimplán

egy olyan unitér transzformáció megalkotása, mely |Ss,t,u,v
α,β | 6= 0 esetén

|Ss,t,u,v
α,β 〉 7→ |α, β〉 .

A (4.2.2) egyenletrendszer két megoldása kiszámítható:

x =
αs+ sv − tu±

√
∆

s(s+ u)
, y =

αu+ tu− sv ∓
√
∆

U(s+ u)
,

ahol ∆ = (2βs+ αs− α2 − 2αt)(s+ u)u+ (αu+ tu− sv)2.

Ha su(s+ u) 6= 0, akkor ∆ egyértelműen meghatározza a megoldások számát: ha ∆ 6= 0 négyzetszám

Fp-ben, akkor két különböző megoldás van, ha ∆ = 0, akkor pontosan egy, különben pedig nincs megoldás.

Mivel minden érték uniform véletlenszerű, ezért ∆ is uniform véletlenszerű, ami azt jelenti, hogy

∆ = 0 1
p

valószínűséggel. Ha p értéke nagy, akkor mondhatjuk azt, hogy az állapotok nagyjából felében két

megoldás van, nagyjából felében pedig 0 megoldás van. Így a Zp×Zp feletti inverz Fourier-transzformáció

a következő állapotot adja:

1

p2

∑

α,β,k,l∈Zp

ωα(a−k)+β(b−l)
p

√
|Ss,t,u,v

α,β | |k, l〉 .

Ezt mérve, annak a valószínűsége, hogy k = a, l = b értékeket kapunk a mérés eredményeként

1

p4


 ∑

α,β∈Zp

√
|Ss,t,u,v

α,β |




2

.

Mivel minden érték uniform véletlenszerűen fordul elő, ezért a siker valószínűsége

1

p8

∑

s,t,u,v∈Zp


 ∑

α,β∈Zp

√
|Ss,t,u,v

α,β |




2

≥ 1

p12


 ∑

s,t,u,v∈Zp

∑

α,β∈Zp

√
|Ss,t,u,v

α,β |




2

≥ 1

p12


 ∑

α,β∈Zp

p4

2 + o(1)

√
2




2

=
1

2
(1− o(1)).

Így annak a valószínűsége, hogy sikerrel járunk, közel van 1
2 -hez, azaz polinomiálisan sok futatással is

nagy valószínűséggel megkapjuk a, b értékét.
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5. fejezet

Kitekintés

A szakdolgozatom során látható volt, hogy ahogy egyre lazább struktúrákban, egyre nehezebb feladatok-

kal néztük Simon algoritmusának általánosításait, úgy vált egyre nehezebbé a megoldás is.

Amíg kommutatív csoportokban vizsgáltuk a problémát, addig volt általános megoldás polinomiális

időben, azonban amint nemkommutatív csoportokat is elkezdtünk vizsgálni, az általános megoldás (ami

lényegében a standard módszer) nem biztos, hogy működik.

Vannak példák olyan nemkommutatív csoportokra, amikben a probléma hatékonyan megoldható, de

olyan csoportokra is, amelyekre már találtunk hatékonyabb algoritmust, de a polinomiális hatékonyságot

még nem értük el.

Ezen vizsgálódásaink közben úton-útfélen beleütköztünk a szimmetrikus csoportba. A szimmetrikus

csoportok nem kommutatívak, viszont rengeteg probléma visszavezethető szimmetrikus csoportokra. Így

az egyik iránya a Rejtett részcsoport probléma további vizsgálatának az, hogy hogyan lehetne a szim-

metrikus csoportot „megszelidíteni”.

Miután a 2000-es évek elején több eredmény azt mutatta, hogy a szimmetrikus csoportban a legtöbb,

„ jól bevált” módszer kudarcot vall, egy új irány elkezdte kategorizálni azokat a csoportokat, melyekben a

HSP megoldható hatékonyan.

Dutto, Mercuri, Murru és Romano 2025-ös szemléje alapján(20) a fekete-doboz csoportok módszerével

is igyekeztek megközelíteni a HSP-t. A fekete-doboz csoportok olyan csoportok, melyeknek generátorait

hatákonyan elő lehet állítani, a műveleteik hatékonyan végrehajthatóak egy orákulumon keresztül, és

minden eleme O(log |G|) bittel reprezentálható egyértelműen, vagy legalább van hatékony orákulum két

elem egyenlőségének lekérdezésére.

Ez a megközelítés lehetővé teszi, hogy a nem Abel-csoportunkat normálosztók sorozatán keresztül

Abel-csoportokra bontsuk valamilyen értelemben, azonban ez a megközelítés se alkalmazható szimmetri-

kus csoportokban.

A szemle alapján vizsgálják a HSP-hez hasonló problémákat végtelen csoportokban, hálókban, algeb-

rákban, folytonos vektorterekben, vagy partíciók szimmetriáiban is, reménykedve, hogy egy megengedőbb

problémán keresztül a szimmetrikus csoportok rejtett részcsoport problémájára is találhatnak hatékony

megoldást – ez azonban még nyitott terület.
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