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Bevezetés

Egy k-reguláris, g bőségű gráfot (k, g)-gráfnak nevezünk. A szakdolgozat célja, hogy
bemutassunk friss, véges geometriára hagyatkozó eredményeket a (k, g)-gráfok terü-
letén, illetve ezek mintájára további új konstrukciókat.

Az első fejezet célja a később használt véges geometriai és gráfelméleti állítások
megalapozása. Így az általánosított sokszögek definíciójával, és tulajdonságaik is-
mertetésével kezdődik. Ezután a cage probléma felvetése következik, illetve ennek
kapcsolata az általánosított sokszögekkel, majd ismertebb eredmények bemutatása
a témakörben.

A második fejezet a 2025-ben megjelent [8] cikk eredményeinek ismertetése. Eb-
ben technikákat látunk arra, hogy általánosított négyszögek Levi gráfjaiból hogyan
lehet ügyesen, megfelelő részstruktúrák törlésével illetve új élek hozzáadásával vég-
telen (k, 7)-gráfcsaládokat konstruálni.

A harmadik fejezetben a szakdolgozat új eredményeit mutatjuk be. Itt először
néhány általánosított hatszögek szerkezetére vonatkozó állítás szerepel. Erre támasz-
kodva utána be tudjuk mutatni az általánosított hatszögek Levi gráfjaiból kapott új
konstrukcióinkat. Ezek végtelen 9, 10 és 11 bőségű (k, g)-gráfcsaládok. A szakdolgo-
zat végén összegezzük a bemutatott konstrukciók által implikált becsléseket, illetve
megosztunk felmerülő kérdéseket.

A szakdolgozat során előfordulnak olyan szakszavak, amelyeknek nincsen álta-
lánosan elfogadott magyar elnevezése, mint például a fent említett cage. Ezeket
angolul hagytuk, amilyen nyelven létezik fellelhető irodalom róluk.



1. fejezet

Szükséges matematikai ismeretek

1.1. Általánosított sokszögek

Ez a fejezet Hendrik Van Maldeghem Generalized Polygons [11] című könyvének
bevezetéséből dolgoz fel információkat.

1.1.1. Definíciók

Illeszkedési geometriák

Azt mondjuk, hogy Γ = (P , L, I) egy illeszkedési geometria, ha P és L diszjunkt,
nemüres halmazok, valamint I ⊂ (P × L) ∪ (L × P) egy szimmetrikus reláció. P ele-
meit pontoknak, L elemeit egyeneseknek nevezzük, I az illeszkedés. Általában,
ha x ∈ P ∪ L, akkor azt mondjuk, hogy x a Γ-nak egy eleme.
Legyen Γ = (P , L, I) egy illeszkedési geometria a továbbiakban.
Egy {P, l} halmazt, ahol P ∈ P , l ∈ L és P I l, zászlónak nevezünk, a zászlók
halmazát jelölje F . Ha egy {P, l} halmazban P és l nem illeszkednek, akkor anti-
zászlónak nevezzük. Ekkor a Γ geometria duplája 2Γ = (P ∪ L, F , ∈), ahol ∈ a
halmazelméleti tartalmazás.
A Γ = (P , L, I) illeszkedési geometria duálisa a ΓD = (L, P , I) geometria. Tehát
a duálist a pont- és egyeneshalmaz felcserélésével kapjuk. Mivel az illeszkedés egy
szimmetrikus reláció, minden geometriának van duálisa.
Egy P ∈ P ponthoz tartozó sugársor az összes ráilleszkedő egyenes halmaza, azaz
Γ(P ) = {l ∈ L : P I l}. A duális fogalmat, azaz egy egyenes összes ponját pont-
sornak nevezzük.
Két pontot kollineárisnak hívunk (jelölése ⊥), ha van egyenes, amelyre mindkettő
illeszkedik, azaz P ⊥ Q ⇐⇒ ∃l ∈ L, P I l I Q. Ekkor ha a két pont legfeljebb egy
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közös egyenesen van, akkor ezt az egyenest PQ-val jelöljük. A P ponttal kollineáris
pontok halmazát P ⊥ jelöli (ennek P is eleme). Hasonlóan, ha e, f egyenesek egy
közös pontra illeszkednek, azt mondjuk, hogy ezek metsző egyenesek, és a pont egy
metszéspontjuk. Ha ez a metszéspont egyértelmű, akkor e ∩ f -fel jelöljük. Adott
egyenest metsző egyenesek halmazát hasonlóan jelöljük a kollineáris pontokéhoz.
Γ′ = (P ′, L′, I′) egy részgeometriája Γ-nak, ha P ′ ⊆ P , L′ ⊆ L és I′ =
I ∩ ((P ′ × L′) ∪ (L′ × P ′)). Általában, ha Γ egy valamilyen axiómákat teljesítő
geometria, azokra a részgeometriákra vagyunk kíváncsiak, amelyek teljesítik ugyan-
azokat az axiómákat.
Azt mondjuk, hogy a Γ geometria vastag, ha minden sugársor és pontsor mérete
legalább 3. Ha minden pontsor azonos, (s + 1) méretű, illetve minden sugársor azo-
nos, (t + 1) méretű, azt mondjuk, hogy Γ (s, t) rendű, illetve ha s = t, akkor azt
mondjuk, hogy Γ szimmetrikus s rendű, vagy, hogy a rendje s.
Ha P és L véges halmazok, Γ-t is végesnek hívjuk.

Bevezetés gráfokról

A szakdolgozat során minden gráf egyszerű és véges lesz. G = (V, E)-vel jelöljük
a gráfot, V = V (G) a csúcsok, E = E(G) az élek halmaza, v(G) = |V (G)| illetve
e(G) = |E(G)|.
Tetszőleges u, v ∈ V csúcsok esetén d(u, v) a két csúcs távolsága, azaz az őket
összekötő legrövidebb út hossza. A gráf átmérője a gráfban előforduló távolságok
maximuma, míg a gráf g-vel jelölt bősége a legrövidebb kör hossza. Egy csúcs
fokának a szomszédos csúcsok számát nevezzük. Egy v ∈ V csúccsal szomszédos
csúcsok halmazát N(v)-vel jelöljük. Egy gráf páros, ha nem tartalmaz páratlan
kört, illetve reguláris, ha minden csúcsának a foka megegyezik.

Illeszkedési geometriák incidenciagráfja

Legyen Γ = (P , L, I) egy illeszkedési geometria. Ekkor a G = ((P ∪ L), F) gráfot Γ
incidenciagráfjának vagy Levi gráfjának nevezzük, G(Γ)-val jelöljük.
Mivel a geometriában pont csak egyenesre illeszkedik és egyenes csak pontra, így G

mindg páros gráf. A továbbiakban egy incidenciagráf csúcsait gyakran pontoknak
illetve egyeneseknek fogjuk nevezni attól függően, hogy a pont őse melyik halmazból
származik. Hasonlóan, egy pont vagy egyenes elnevezése megmarad az incidencia-
gráfban, illetve egy incidenciagráfbeli csúcs neve vonatkozhat az illeszkedési geomet-
riában lévő ősére.
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A Γ geometria elemei közti távolságot az incidencia gráfbeli távolsággal definiáljuk,
azaz például ha P, Q kollineáris pontok, d(P, Q) = 2. Ebből nyilván következik, hogy
egy illeszkedési geometriában két pont illetve két egyenes távolsága mindig páros,
míg egy pont és egy egyenes távolsága mindig páratlan.
Hasonlóan, a gráfokra vonatkozó kör illetve út fogalmakat használjuk geometriák-
ban. Egy illeszkedései geometriában lévő út másik neve a lánc.
Jelölje Γm(x) az x ∈ (P ∪ L) elemtől m távolságra lévő elemek halmazát, azaz
Γm(x) = {y ∈ (P ∪ L) : d(x, y) = m}. Jelölésben Γ(x) = Γ1(x)-et használjuk, illetve
a korábbi definíció szerint x⊥ = Γ2(x) ∪ {x}.

Közönséges sokszögek

Legyen 3 ≤ n ∈ N. Egy euklideszi síkon fekvő szabályos n-szögből a természetes
módon vett illeszkedési geometriát hívjuk közönséges n-szögnek. Alternatívan
definiálhatnánk úgy, mint az egyértelmű 1 rendű összefűggő geometria amely n pon-
tot és n egyenest tartalmaz. Ez a definíció kiterjeszthető n = 1-re illetve 2-re a
következő módon. Egy közönséges 2-szög két pont, és két, mindkettő pontot tartal-
mazó egyenes, az incidenciagráfja egy 4-hosszú kör. A közönséges 1-szög egy zászló,
amely incidenciagráfja egy két csúcs között futó él, a továbbiakban csak n ≥ 2-re
fognak minket érdekelni a közönséges sokszögek.

Általánosított sokszögek

1.1.1. Definíció. Legyen 3 ≤ n ∈ N. Egy gyenge általánosított n-szög egy
Γ = (P , L, I) véges illeszkedési geometria, amely teljesíti a következő két axiómát:

(i) Γ nem tartalmaz részgeometriaként közönséges k-szöget semmilyen 2 ≤ k < n-
re.

(ii) Γ bármely két u, v ∈ (P ∪ L) eleméhez rendelhetünk egy közönséges n-szöget,
mint részgeometriát, amely mindkettőt tartalmazza.

Γ-t általánosított n-szögnek nevezzük, ha a harmadik axiómát is teljesíti:

(iii) Γ tartalmaz közönséges (n + 1)-szöget, mint részgeometriát.

A továbbiakban, amennyiben nem jelezzük külön, Γ = (P , L, I) mindig egy gyenge
általánosított sokszöget jelöl. Mivel egy (gyenge) általánosított n-szög duálisa egy
(gyenge) általánosított n-szög, az ezekre vonatkozó állítások duálisaira jól átvihető
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a bizonyítás. Természetesen egy geometria legfeljebb egy n-re lehet (gyenge) általá-
nosított n-szög.
(ii)-t használva könnyen látjuk, hogy Γ bármely két elemére d(u, v) ≤ n. Azt mond-
juk, hogy u és v szemközti elemek, ha d(u, v) = n. Ha A, B ∈ P pontokra igaz,
hogy egyértelműen létezik egy harmadik, mindkettővel kollineáris C pont, akkor ezt
A ⋊⋉ B-vel jelöljük. Azonos a jelölés a duális műveletre.
Az 1.1 (Wikipédián megtalálható) ábrán az úgynevezett Fano-síkot láthatjuk, a leg-
kisebb általánosított sokszöget. Ennek a jól ismert általánosított háromszögnek 7
pontja és 7 egyenese van.

1.1. ábra. A Fano-sík

1.1.2. Általánosított sokszögek egyszerű tulajdonságai

1.1.2. Lemma. Γ gyenge általánosított n-szög pontosan akkor vastag, ha általáno-
sított n-szög.

Bizonyítás. Először tegyük fel, hogy Γ vastag. Tudjuk, hogy tartalmaz közönséges
n-szöget. Legyenek (x0, x1, ..., x2n = x0) egy ilyen közönséges n-szög elemei sorba-
rendezve. Ekkor d(x0, xn) = n és d(x1, xn) = n − 1 = d(x2n−1, xn). A vastagság
miatt tujuk, hogy létezik y ∈ Γ(x1) \ {x0, x2}, illetve z ∈ Γ(xn) \ {xn−1, xn+1}. Mivel
d(y, z) ≡ d(y, x1) + d(x1, xn) + d(xn, z) ≡ n + 1 mod 2, ezért d(y, z) ̸= n, azaz y

és z nem szemközti elemek. Megint kihasználva (ii)-t, vehetünk egy közönséges n-
szöget, amely tartalmazza y-t és z-t, ezen belül kaphatunk egy (y, y′, ..., z′, z) utat,
melynek hossza k < n. Ezt ragasszuk hozzá (y, x1, x2, ..., xn, z)-hez, és kapunk egy
n + 1 + k ≤ 2n-hosszú kört. Ebből k = n − 1, és következik, hogy y′ ̸= x1, z′ ̸= xn.
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1.2. ábra. n = 6 eset az 1.1.2 lemma bizonyításában

Így megkapjuk, hogy (x1, y, y′, ..., z′, z, xn, xn+1, ..., x2n, x1) egy 2(n + 1)-hosszú kör.
Az elemei mind egyszer fordulnak benne elő, ellenkező esetben kapnánk egy túl kicsi
közönséges sokszöget. Így találtunk egy közönséges (n + 1)-szöget Γ-ban ( látsd: 1.2
ábra n = 6-ra).
A másik irányhoz tudjuk, hogy Γ általánosított n-szög, azaz tartalmaz közönséges
(n + 1)-szöget, legyen (x0, x1, ..., x2n+2 = x0) egy ilyen (n + 1)-szög elemeinek sorba-
rendezése. Nyilvánvalóan d(x0, xn+1) ≡ n+1 mod 2, amiből d(x0, xn+1) < n követke-
zik. Legyen a köztük futó legrövidebb út (x0, x′, ..., xn+1). Ekkor ha x′ ∈ {x1, x2n+1},
akkor kaptunk egy közönséges k-szöget k < n-re, ami nem lehet. Ez azt jelenti, hogy
Γ(x0) ⊇ {x1, x2n+1, x′}. Ez a bizonyítás természetesen minden 0 ≤ i ≤ 2n + 1-re
megmutatja, hogy |Γ(xi)| ≥ 3.
Legyen x egy tetszőleges pontja vagy egyenese Γ-nak. Ekkor létezik egy i ∈
{0, 1, ..., 2n + 1}, amire d(x, xi) = n. Ha nem lenne ilyen, valamilyen i-re d(x, xi) =
d(x, xi+2) ≤ n − 2 igaz volna, de ez egy túl kicsi közönséges k-szög létezését jelente-
né, ami ellentmond (i)-nek. Legyen ϕ : Γ(x) → Γ(xi) az a leképzés, amely minden
w ∈ Γ(x) elemet abba az egy Γ(xi)-beli elembe képez, amely nincs szemközt w-től.
Ez nyilvánvalóan egy bijekció, így |Γ(x)| = |Γ(xi)| ≥ 3.

Ezzel a következő két állítást is beláttuk a bizonyítás első, illetve utolsó bekezdésé-
ben.
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1.1.3. Lemma. Legyen Γ egy általánosított n-szög. Ekkor minden Γ-beli (n + 1)-
hosszú utat tartalmaz egy közönséges (n + 1)-szög.

1.1.4. Lemma. Egy Γ általánosított sokszögben minden pontsor mérete illetve min-
den sugársor mérete megyegyezik, azaz mondhatjuk, hogy Γ rendje valamilyen (s, t)
számpár.

A következő alternatív definíció segíthet az általánosított sokszögek belső struktú-
rájának megértésében:

1.1.5. Állítás. A Γ = (P , L, I) illeszkedési geometria akkor és csak akkor gyenge
általánosított n-szög, ha igaz benne a következő két axióma.

(I) Minden x, y ∈ P ∪ L esetén, ha d(x, y) = l < n, akkor a legrövidebb út köztük
egyértelmű.

(II) ∀x ∈ P ∪ L elemre n = max{d(x, y) : y ∈ P ∪ L}

Bizonyítás. Először tegyük fel, hogy Γ egy gyenge általánosított n-szög az 1.1.1-beli
axiómák szerint, belátjuk, hogy a fenti axiómák igazak. (I)-hez tegyük fel, hogy
x és y között van két különböző l-hosszú út. Ez azt jelenti, hogy a két út uniója
tartalmaz egy kört, hiszen valahol elválnak. Ez egy közönséges legfeljebb l-szöget
alkot részgeometriaként, ami ellentmond (i)-nek.
(II)-höz elég kihasználni, hogy P ≠ ∅ ≠ L, azaz Γ-nak van x-en kívül eleme, legyen
most y egy ilyen. Ekkor (ii) segítségével tudunk mutatni egy közönséges n-szöget a
két elemhez, amely tartalmaz egy x-szel szemközti elemet. n-nél nagyobb távolságra
pedig nyilván nem lehet két elem egymástól, hiszen szerepelnek egy közös közönséges
n-szögben, azaz a távolságuk legfeljebb n.
A másik irányhoz először elég látni, hogy (I)-ből is következik (i), nem csak a másik
irányba. Ha lenne egy közönséges k-szög Γ-ban valamilyen k < n-re, vehetjük a leg-
kisebb ilyet. Ekkor ennek két szemközti elemét két diszjunkt k-hosszú út köti össze.
(ii) belátásához - mivel bármely két elem távolsága legfeljebb n, van köztük egy
legfeljebb n-hosszú út - elég megmutatnunk, hogy bármely n ≥ k-hosszú út benne
van egy közönséges n-szögben.
(II)-ből következik, hogy G(Γ)-nak nincsen 1 fokú csúcsa. Tegyük fel indirekt, hogy
x1 csak egy elemmel szomszédos, x2-vel. Ekkor max{d(x1, y) : y ∈ P ∪ L} =
max{d(x2, y) : y ∈ P ∪ L} + 1, ami ellentmondás. Ebből következik, hogy bár-
mely n > k-hosszú utat tartalmaz egy (k + 1)-hosszú út. Ezt folytatva elég egy
(x0, x1, ..., xn) n-hosszú láncot vizsgálnunk. Létezik egy x′

1 ∈ Γ(x0)\{x1}. A d(x′
1, xn)
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távolság 1-gyel különbözik a d(x0, xn) távolságtól, azaz d(x′
1, xn) = n − 1. Ez azt je-

lenti, hogy van x′
1 és xn között egy legrövidebb (n − 1)-hosszú út, amelynek az

odaragasztásával (x0, x1, ..., xn)-hez megkapunk egy közönséges n-szöget.

Mivel az n-nél rövidebb távolságok esetén a legrövidebb út egyértelmű, definiálhatjuk
a vetítést. Legyen x, y ∈ (P ∪ L), d(x, y) < n, és az őket összekötő legrövidebb út
(x, ..., x′, y). Ekkor x′ az x elem vetülete y-ra, amit projyx-szel jelölünk. Ekkor a
projy függvény Γ<n(y)-ból Γ(y)-ba képez.
Ennek az új fogalomnak a segítségével be tudjuk látni a következő, hasznos állítá-
sokat.

1.1.6. Lemma. Legyen Γ = (P , L, I) egy gyenge általánosított n-szög, x, y, z ∈
P ∪ L. Ha d(x, y) + d(y, z) ≤ n és projyx ̸= projyz, akkor d(x, z) = d(x, y) + d(y, z).

Bizonyítás. Az állítás közvetlenül következik az 1.1.1-ban kimondott (i) axiómából,
miszerint Γ nem tartalmazhat k-szöget k < n esetén.

1.1.7. Lemma. Legyen Γ = (P , L, I) egy általánosított n-szög, és legyen P, Q ∈ P.
Ekkor létezik x ∈ P ∪ L elem, amely P -vel és Q-val is szemközt helyezkedik el.

Bizonyítás. Legyen u a középső eleme bármely γ = (P, ....Q) legrövidebb útnak. (Ez
nem feltétlen egyértelmű, ha a két pont szemközti.) Legyen d(P, u) = d(u, Q) = k,
ekkor k ≤ n

2 . Vastagság miatt vehetünk egy u′ ∈ Γ(u) \ γ elemet. Az előző lemma
miatt d(P, u′) = d(u′, Q) = k +1. Most tekintsünk egy tetszőleges x ∈ P ∪L elemet,
amelyre d(x, u) = (n − k) és projux = u′. Ilyen elem létezését az 1.1.1 definíció (ii)
axiómája biztosítja, mert tetszőleges, u, u′ álatal meghatározott közönséges n-szög
tartalmaz ilyet. Az előző lemma ismételt alkalmazásából az jön, hogy d(P, x) =
d(P, u) + d(u, x) = k + (n − k) = n, azaz P és x szemköztiek, illetve hasonlóan Q és
x is szemköztiek (látsd: az 1.3 ábra az n = 6, k = 3 esetben).

1.1.8. Állítás. Legyen n páratlan, Γ egy (s, t) rendű általánosított n-szög. Ekkor
s = t.

Bizonyítás. Az 1.1.2 lemma bizonyításában megjelenő ϕ leképezés két szemközti
elem szomszédsága közti bijekció. Ha n páratlan, a szemközti elemek közül az egyik
egy egyenes, a másik egy pont. Ez az előző lemmával, illetve annak duálisával együtt
kiadja a kívánt állítást.
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1.3. ábra. n = 6, k = 3 eset az 1.1.7 lemma bizonyításában

A következő ekvivalens definíció az incidenciagráf irányából fogja meg az általáno-
sított sokszögeket.

1.1.9. Állítás. A Γ = (P , L, I) illeszkedési geometria pontosan akkor (gyenge) ál-
talánosított n-szög, ha G(Γ) egy összefüggő, n átmérőjű és 2n bőségű gráf, amelyben
minden csúcs foka legalább 3 (legalább 2).

Bizonyítás. Az 1.1.2 lemma miatt elég gyenge általánosított sokszögekre belátni az
állítást. Jól látszik, hogy egy gyenge általánosított n-szög incidenciagráfja rendel-
kezik a fenti tulajdonságokkal. 1.1.5 (II) miatt az átmérő n, 1.1.1 (i) és (ii) miatt
pedig a bőség nyilván 2n. A bizonyítás hátralevő részében jelölje G = G(Γ).
A másik irányhoz tegyük fel, hogy G rendelkezik a fenti tulajdonságokkal, megmu-
tatjuk, hogy 1.1.5 két axiómája teljesül. (I) nyilván igaz, ellenkező esetben kisebb
volna G bősége, illetve d(u, v) ≤ n minden u, v ∈ V (G)-re. Elég megmutatni, hogy
(II) is teljesül.
Indirekt tegyük fel, hogy létezik u ∈ V (G), hogy max{d(u, v) : v ∈ V (G)} ≤ n − 1.
Rögzítsünk egy v csúcsot, amelyre d(u, v) = m maximális. Tekintsük v1, v2 ∈ N(v)
csúcsokat. A feltétel miatt létezik legalább kettő ilyen. Mivel m maximális és G

páros, d(u, v1) = d(u, v2) = m − 1. Ha vesszük az ezeket a távolságokat meghatáro-
zó (m − 1)-hosszú utakat, kapunk egy legfeljebb 2m-hosszú kört, ami ellentmond a
bőségre vonatkozó feltételnek.

A következő, ismert tételt nem bizonyítjuk:
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1.1.10. Tétel. [7] (Feit-Higman) Általánosított n-szögek pontosan akkor léteznek,
ha n ∈ {3, 4, 6, 8}.

1.1.3. További definíciók

Általánosított részsokszögek

Γ′ egy (gyenge) általánosított rész-n-szöge a Γ geometriának, ha részgeometria
benne, és (gyenge) általánosított n-szög. Ha Γ (gyenge) általánosított m-szög, akkor
n ≥ m, hiszen ellenkező esetben túl kicsi közönséges sokszög lenne Γ-ban.
Egy Γ′ gyenge részsoksöget akkor nevezünk ideálisnak, ha minden Γ′-beli sugársor
mérete megegyezik a neki megfelelő Γ-beli sugársor méretével. A duális fogalom sze-
rint Γ′ teli részsokszög, ha minden pontsora megegyezik a neki megfelelő pontsorral
Γ-ban.
Ha Γ′ általánosított rész-n-szöge egy Γ általánosított n-szögnek, a két elem közt mért
távolság megmarad. Ha x, y ∈ P ′ ∪L′, van egy közönséges n-szög, amely mindkettőt
tartalmazza, és megad köztük egy legrövidebb utat. Ez az n-szög Γ-ban is benne
van, tehát ott nem lehet más d(x, y) értéke.

Projektív síkok

1.1.11. Definíció. [9] Legyen Γ = (P , L, I) egy illeszkedési geometria. Γ-t projekt-
ív síknak nevezzük, ha a következő axiómák teljesülnek.

(P1) ∀P, Q ∈ P , ∃!e ∈ L, hogy {P, Q} ⊆ Γ(e).

(P2) ∀e, f ∈ L, ∃!P ∈ P, hogy {e, f} ⊆ Γ(P ).

(P3) Γ vastag.

A projektív síkok ezen axiomatikus definíciója segíteni fog abban, hogy megmutassuk
a jól ismert állítást, miszerint megegyeznek az általánosított háromszögekkel. A
teljesség kedvéért felidézzük a rövid bizonyítást is.

1.1.12. Állítás. Γ = (P , L, I) illeszkedési geometria pontosan akkor projektív sík,
ha általánosított háromszög.

Bizonyítás. Az 1.1.2 lemma miatt elég megmutatni, hogy {(P1), (P2)} ekvivalens
az 1.1.5 szerinti {(I), (II)}-vel. Legyen először Γ projektív sík. (I) nyilvánvalóan
következik a két axiómából. (II) belátásához vegyünk két tetszőleges x, y ∈ P ∪ L
elemet, hogy x ⊥ y, és legyen a köztük lévő egyértelmű elem a. A vastagság miatt
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létezik b ∈ Γ(y) \ {a}, ekkor nyilván d(x, b) = 3. Most tegyük fel, hogy van két
elem, amelyek távolsága 4. Ezek ugyanabban a P vagy L halmazban vannak, tehát
a távolságuk 2, ami ellentmondás.
Most legyen Γ egy általánosított háromszög, amelyre teljesül (I) és (II). Vegyünk
két teszőleges P, Q ∈ P pontot. Mivel a maximális távolság 3, ezért a d(P, Q) =
2, vagyis egyértelmű út van köztük, azaz egyértelműen van egy egyenes, amelyik
mindkét ponton átmegy. (P2) pont (P1) duális állítása, ezért teljesül ugyanazon
gondolatmenet miatt.

1.2. A cage probléma

Ebben az alfejezetben a [6] survey cikkben található eredményekből ismertetünk
párat.
Azt mondjuk, hogy a G = (V, E) reguláris gráf (k, g)-gráf, ha k a csúcsok fokszáma
és g a gráf bősége. Egy (k, g)-gráfot cage-nek nevezünk, amennyiben az adott (k, g)
számpárra nézve minimális a csúcsszáma. A számpárhoz tartozó cage csúcsszámát
n(k, g)-vel jelöljük.
Erdős és Sachs [5, 13] belátták, hogy minden k ≥ 2 és g ≥ 3 esetén létezik (k, g)-
cage. Nyilvánvalóan minden cage összefüggő, hiszen minden (k, g)-gráfnak van kom-
ponense, ami önmagában is (k, g)-gráf (nyilván az összes olyan, amelyik tartalmaz
g-hosszú kört). A k = 2 eset ennélfogva elég egyszerű, n(2, g) = g, ahol a (2, g)-cage
Cg, a g-hosszú körgráf. Innentől általában feltesszük, hogy k ≥ 3. Egy alapvető alsó
korlátot ad a (k, g)-gráfok méretére a következő állítás.

1.2.1. Állítás. Minden k ≥ 2, g ≥ 3 esetén n(k, g) ≥ M(k, g), ahol M(k, g) az
úgynevezett Moore-korlát a következő:

M(k, g) =

1 + ∑(g−3)/2
i=0 k(k − 1)i = k(k−1)(g−1)/2−2

k−2 , ha g páratlan,

2 ∑(g−2)/2
i=0 (k − 1)i = 2(k−1)g/2−2

k−2 , ha g páros.
(1.2.1)

Bizonyítás. Legyen G egy (k, g)-gráf, g páratlan. Vegyük G tetszőleges csúcsát. Fi-
gyeljük meg, hogy ennek egy kis g−1

2 ≤ méretű környezete lokálisan mindenképp fa
kell, hogy legyen. Ha ezen belül futnának keresztbe élek, lenne egy g-nél kisebb kör.
Ha összeszámoljuk a csúcsokat, pont a fenti képletet kapjuk, a kiinduló csúcsnak k

szomszédja van, utána minden csúcsnak (k − 1) új szomszédja.
Ha g páros, hasonlóan gondolkozhatunk, de egy élből hasznosabb kiindulni. Ekkor
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mindkét végpontjának (k − 1) további szomszédja van, amelyeknek megint ugyan-
annyi. Ezt egészen addig folytathatjuk, amíg mindkét ágon (g

2 − 1) távolságnyira el
nem távolodtunk.

1.2.1. Moore-gráfok

Azokat a cage-eket, amelyekre éles a Moore-korlát, Moore-gráfoknak hívjuk. Ezek
csak specifikus (k, g) párokra léteznek.

1.2.2. Tétel. [2, 4] k ≥ 2, g ≥ 3 esetén n(k, g) = M(k, g) akkor és csak akkor, ha

(i) k = 2 és g tetszőleges, körgráfok (Cg);

(ii) g = 3 és k tetszőleges, teljes gráfok (Kk+1);

(iii) g = 4 és k tetszőleges, teljes páros gráfok (Kk,k);

(iv) g = 5 és

- k = 2, az 5-hosszú kör,

- k = 3, a Petersen-gráf,

- k = 7, a Hoffman-Singleton gráf,

- és talán k = 57;

(v) g = 6, 8 vagy 12, és létezik (k − 1)-rendű általánosított g
2-szög, ekkor a Moore-

gráf az általánosított g
2-szög incidenciagráfja.

Az 1.4 ábrán a (3, 5) Moore-gráfot, az úgynevezett Petersen gráfot láthatjuk, a (7, 5)
Moore-gráfot, a Hoffmann-Singleton gráfot pedig az 1.5 ábrán. Az (57, 5) Moore-gráf
létezése nyitott probléma.
A tételt most nem bizonyítjuk, csak az (v)-ös pont lesz a szakdolgozat szempontjából
fontos. Az, hogy egy Γ szimmetrikus rendű általánosított sokszög incidenciagráfja
Moore-gráf, gyakorlatilag következik a Moore-korlát bizonyításából. Mivel a bőség
2n, ezért az ott vizsgált gráfrész lokálisan G(Γ)-ban is fa kell, hogy legyen, tehát
legalább annyi csúcsa van. Több viszont nem lehet, hiszen az átmérője n, és bármely
csúcs, ami az összeszámoltakon felül létezne, legalább (n + 1) távolságra lenne a
kiinduló csúcstól. Hasonló gondolatmenettel a következő általánosabb állítások is
leírhatóak.
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1.4. ábra. A 10 csúcsú Petersen gráf [3]

1.2.3. Lemma. [11] Legyen Γ = (P , L, I) egy (s, t) rendű általánosított n-szög, ahol
n ≥ 3 és x ∈ P. Ekkor |Γi(x)| = (t + 1)s⌊ i

2 ⌋t⌊ i−1
2 ⌋ minden 1 ≤ i ≤ (n − 1)-re, amiből

• ha n páros,

|P| = (s + 1)(st)n
2 − 1

st − 1 , |L| = (t + 1)(st)n
2 − 1

st − 1 ,

• ha n páratlan (és ezért s = t),

|P| = |L| = sn − 1
s − 1 .

1.2.4. Következmény. [11] Legyen Γ = (P , L, I) egy (s, t) rendű (gyenge) általá-
nosított n-szög, ahol n ∈ {3, 4, 6, 8}. Ekkor

|P| =



s2 + s + 1, ha n = 3,

(1 + s)(1 + st), ha n = 4,

(1 + s)(1 + st + s2t2), ha n = 6,

(1 + s)(1 + st)(1 + s2t2), ha n = 8.

Duálisan

|L| =



s2 + s + 1, ha n = 3,

(1 + t)(1 + st), ha n = 4,

(1 + t)(1 + st + s2t2), ha n = 6,

(1 + t)(1 + st)(1 + s2t2), ha n = 8.
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1.5. ábra. A 50 csúcsú Hoffmann-Singleton gráf [12]

1.2.2. Ismert eredmények az n(k, g) függvényről

Általában azon (k, g) párokra, amelyekre nincsen Moore-gráf, nehéz feladat
n(k, g) meghatározása. Kevés, a Moore-korlátnál jobb alsó becslés ismert, felső
becslések pedig konkrét (k, g) gráfok létezéséből kaphatóak. Általában véve az
ϵ(k, g) = n(k, g) − M(k, g) úgynevezett excess nagyságrendje is nyitott kérdés.

Az itt következő, nem bizonyított tételek abba az irányba mutatnak, hogy n(k, g)
nagyjából monoton növekszik. Az állítások hiányosságaiból meglátszik, hogy ezt
kimondani biztosan nem tudjuk, pedig intuitív módon monotonnak kéne lennie.

1.2.5. Tétel. [5] Legyen G olyan k-reguláris, legalább g bőségű gráf, hogy az ilyen
tulajdonságú gráfok között minimális a csúcsszáma. Ekkor G bősége pontosan g.

A következő tétel azt mutatja, hogy az egymás után következő cage-ek méretkülönb-
sége nem lehet több, mint kétszeres. Ennek létezik erősítése, de hasonló nagyságrend-
ben, ezért itt nem térünk ki rá, mert nem lesz rá szükség. A harmadik tétel pedig az
első paraméterről ad hasonló információt, illetve megerősíti a második paraméterről
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alkotott 1.2.5 tételt.

1.2.6. Tétel. [5] Legyen k ≥ 3 és g ≥ 3 páratlan, ekkor n(k, g + 1) ≤ 2n(k, g).

1.2.7. Tétel. [14] Minden k ≥ 2-re és tetszőleges g ≥ 3-ra

n(k, g) < n(k, g + 1),

és ha k páros, akkor
n(k, g) ≤ n(k + 2, g).

Egy általános felső becslést ad n(k, g)-re az utolsó tétel, hasznos viszonyítási alap
lehet később szereplő, konkrét (k, g) párokra adott felső becslésekhez.

1.2.8. Tétel. [14] Minden k ≥ 2-re és g ≥ 3-ra

n(k, g) ≤

2(k − 2)g−2, ha g páratlan,

4(k − 1)g−3, ha g páros.



2. fejezet

(k, 7)-gráfok általánosított
négyszögek Levi-gráfjaiból

Ebben a fejezetben Kiss György 7-bőségű gráfokkal kapcsolatos [8]-beli eredmé-
nyeiről lesz szó. Azért fontosak ezek nekünk, mert az itt használtakhoz hasonló
módszereket fogunk a harmadik fejezetben alkalmazni 9, 10 és 11 bőségű (k, g)-
gráfok konstrukcióihoz. Először röviden foglalkozunk általánosított négyszögekkel.
Egy (s, t) rendű általánosított négyszöget GQ(s, t)-vel jelölhetünk.

2.1. Általánosított négyszögek

Konkrét esetekben hasznos lesz egy alternatív definíció általánosított négyszögekre.

2.1.1. Lemma. [11] A Γ = (P , L, I) geometria akkor és csak akkor gyenge általá-
nosított négyszög, ha a következő axiómák teljesülnek rá.

(a) Legyen {P, e} egy antizászló. Ekkor egyértelműen létezik a {Q, f} zászló,
amelyre P IfIQIe.

(b) Bármely pont legalább kettő, de nem az összes egyenessel szomszédos, illetve
duálisan bármely egyenesen legalább kettő, de nem az összes pont helyezkedik
el.

Bizonyítás. Ezek az axiómák nyilván teljesülnek, ha Γ egy általánosított négyszög.
Legyen Γ olyan geometria, hogy teljesíti (a)-t és (b)-t, és vegyünk két P, P ′ ∈ P
pontot. Ha egy P -n átmenő egyenes nem szomszédos P ′-vel, (a)-ból következik, hogy
legfeljebb egy egyenes szomszédos mindkét ponttal (azaz nem részei közönséges 2-
szögnek). Ha Γ(P ) ⊆ Γ(P ′), akkor (b) miatt létezik egy e egyenes, amely elkerüli P ′-t,
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azaz P -t is. Ekkor (a) szerint kaphatunk egy f egyenest, amelyre f ∈ Γ(P ) ⊆ Γ(P ′).
Indirekt tegyük fel, hogy létezik egy f ′ ̸= f egyenes, amelyre {P, P ′} ⊆ Γ(f ′), így
adna egy közönséges 2-szöget. Alkalmazzuk az (a) axiómát e ∩ f -re és f ′-re, ha ezek
nem szomszédosak. Ez ellentmondás, mert {P, f} és {P ′, f} is megfelelő zászlók. Ha
szomszédos lenne e ∩ f és f ′, akkor a {P ′, e} antizászlóra nem alkalmazható az (a)
axióma. Ezzel megmutattuk, hogy Γ nem tartalmaz közönséges 2-szöget. Közönséges
háromszöget sem tartalmaz (a) miatt, azaz (i)-t beláttuk 1.1.1-ből.
Most (i), (a) és (b) együtteséből kijön (ii), hiszen vegyünk egy (a) szerint kapott 3-
hosszú láncot. Ezt meg tudjuk hosszabbítani kettővel, mivel minden elem legalább
két elemmel szomszédos, és az így kapott 5-hosszú lánc két végpontja (az egyik
egyenes) egy antizászlót határoz meg, azaz (a) szerint egyértelműen befejezhető a
8-hosszú kör, azaz közönséges négyszög.

2.1.2. Példa. [9] A PG(3, q) tér pontjai és a tér egy nullpolaritásának autokonjugált
egyenesei a PG(3, q)-beli illeszkedéssel q rendű általánosított négyszöget alkotnak,
amelyet W(q) jelöl.
Ezek közül a legkisebb, W(2) a 2.1 ábrán látható. Ennek 15 pontja és ugyanennyi
egyenese van.

2.1. ábra. W(2) [9]
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A fent szereplő példa itt ki nem fejtett fogalmairól pédául [9]-ben lehet információt
találni.
A cél, hogy egy G(GQ(s, s))-ként előálló, (s+1, 8) Moore-gráfból valamilyen szerke-
zeti módosításokkal (s+1, 7) gráfot csináljunk. Ez azért hasznos megközelítés, mert
ugyan n(k, g) szigorúan monoton nvekszik g szerint, mivel Moore-gráfból indulunk
ki, a végeredmények általában nem lesznek túl nagyok a saját paramétereikhez ké-
pest sem. Egy másik haszna az ilyen módú konstrukcióknak, hogy az általunk ismert
általánosított sokszögek egy-egy végtelen családba oszthatóak, amelyben egyre nö-
vekvő rendű tagok vannak. Ez azt jelenti, hogy ennélfogva végtelen gráfcsaládokat
fogunk konstrukcióként kapni.

2.2. (k, 7) gráfok előállítása

2.2.1. Törölhető csúcshalmazok

2.2.1. Definíció. Legyen G = (V, E) egy r-reguláris részgráfja valamilyen
G(GQ(s, s))-nek. Egy W ⊂ V csúcshalmazt törölhetőnek mondunk, ha megfelel
a következő feltételeknek.

• Ha W tartalmaz két metsző egyenest, akkor a metszéspontjukat is, valamint az
összes, a metszésponton átmenő (összesen r darab) egyenest.

• Ha W tartalmaz két kollineáris pontot, akkor az őket összekötő egyenest is,
továbbá a maradék r − 2 (összesen r darab) pontot, amelyek az egyenesen
helyezkednek el.

• Minden v ∈ W csúcs V \ W -beli szomszédjainak száma páros.

Az első két pont átfogalmazható a gráfelmélet nyelvére úgy, hogy minden csúcs-
ra, amelynek legalább két szomszédja W -beli, önmaga és a teljes szomszédsága is
W -beli. Most néhány általánosabb eredmény jön, ami a törölhető halmazról meg-
mutatja, miért lehet hasznos fogalom.

2.2.2. Állítás. Legyen Γ egy GQ(s, s), és G = (V, E) egy r-reguláris részgráfja
G(Γ)-nak, és W ⊂ V a csúcsok egy törölhető részhalmaza. Legyen G′ ⊆ G a V \ W

csúcsok által indukált részgráf. Ekkor G′-ben kétféle csúcs szerepel. Amely csúcsok
szomszédosak voltak W -vel, (r − 1) fokúak G′-ben, többi foka G′-ben r marad.
Létezik olyan teljes párosítás G′ (r − 1) fokú csúcsain, hogy a párosítás minden uv
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élére u ⊥ v, azaz minden él egy törölt ponton átmenő két egyenest vagy egy törölt
egyenes két pontját köti össze.

Bizonyítás. Tekintsük a G gráf egy tetszőleges u ∈ V pontját. Két halmazra bont-
hatóak a szomszédai:

N(u) = {v ∈ (V \ W ) : uv ∈ E} ∪ {v ∈ W : uv ∈ E} = N ′(u) ∪ D(u)

Ekkor G regularitása miatt |N ′(u)| + |D(u)| = r. Mivel W törölhető halmaz, a
következő tulajdonságokkal rendelkezik:

(i) ha |D(u)| > 1, akkor |D(u)| = r;

(ii) ha w1 ̸= w2 ∈ W , akkor N ′(w1) ∩ N ′(w2) = ∅.

Tehát ha u ∈ V \ W , akkor |D(u)| ≤ 1, azaz |N ′(u)| = r vagy r − 1. Az állítás
első felét ezzel beláttuk. Egy G′-beli u csúcs foka pont akkor r − 1, ha |D(u)| = 1.
Legyen w ez az egy W -beli szomszédja u-nak. Ekkor |D(w)| < 2 és |N ′(w)| páros
W törölhetősége miatt. Ez azt jelenti, hogy r paritásától függően |N ′(w)| = r vagy
r−1. Ekkor tudunk venni egy Mw teljes párosítást az N ′(w) csúcshalmazon. (ii)-ből
következik, hogy az {Mw : w ∈ W, |D(w)| < 2} élhalmaz egy teljes párosítás G′-ben
a (r − 1) fokú csúcsokon, és az új élek megfelelnek a feltételnek, hogy törölt ponton
átmenő két egyenest vagy törölt egyenes két pontját kötik össze.

2.2.3. Lemma. Legen Γ egy GQ(s, s), és G = (V, E) egy r-reguláris részgráfja G(Γ)-
nak úgy, hogy s + 1 ≥ r és r páratlan. Legyen W ⊂ V egy törölhető csúcshalmaz
G-ben, illetve G′ = (V \ W, E ′) a W által indukált részgráf. Adjunk hozzá egy teljes
párosítást a (r − 1) fokú csúcsokhoz az előző állításnak megfelelő módon. Ekkor az
új, G′′ = (V \ W, E ′′) gráf r-reguláris és legalább 6 a bősége.
Sőt, ha C egy 6-hosszú kör G′′-ben, akkor pontosan két új élet tartalmaz és megfelel
az (u1, v2, v3, u4, v5, v6) vagy az (u1, v2, v3, u4, u5, v6) ciklikus sorrendnek, ahol ui a
pontoknak és vj az egyeneseknek felelnek meg, vagy fordítva.

Bizonyítás. A szükséges párosítás létezése és G′′ regularitása a 2.2.2 állításból kö-
vetkezik.
Legyen C egy G′′-beli, l ≤ 6-hosszú kör. G bősége 8, tehát C biztosan tartalmaz
új éleket. Mivel minden csúcsból legfeljebb egy új él indul, a körben nem lehet 3
egymás utáni azonos fajta csúcs.
Tegyük fel indirekt, hogy l ≤ 5, akkor C legfeljebb 2 új élet tartalmazhat. Ha xy egy
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ilyen új él, akkor létezik egy z ∈ W , hogy {x, y} ⊆ N ′(z). Az új éle(ke)t 2-hosszú
G-beli útra cserélhetjük, így az l-hosszú C körből egy G-beli C ′ kört kapunk, melynek
hossza l′ ≤ l + 2 ≤ 7, ami ellentmondás.
Így csak l = 6 fordulhat elő, tehát felírható C = (u1, v2, v3, u4, w5, w6) módon az
általánosság megszorítása nélkül, hiszen ha vi az egyik fajta csúcs, vj mindenképp
a másik fajta. Ha w5w6 egy új él, akkor mindkét új él azonos fajta csúcsok között
megy. Ha w5 és w6 különböző fajta csúcsok, akkor vagy u4w5 egy új él, vagy w6u1,
mindkét esetben a két új él közül az egyik két pontot a másik két egyenest köt össze,
és ezek ciklikus permutációja megegyezik a lemma állításában foglalt módon.

2.2.2. Rácsok általánosított négyszögekben

2.2.4. Definíció. Legyen Γ egy (s, t)-rendű általánosított négyszög. Tekintsünk egy
G ⊆ Γ részgeometriát, amely k darab páronként nem metsző "vízszintes" egyenesből
és l darab páronként nem metsző "függőleges" egyenesből áll, illetve minden vízszintes
és függőleges egyenespár metszéspontjából. Ekkor ezt a részgeometriát egy k × l-es
rácsnak hívjuk.

Jól látszik, hogy egy általánosított négyszögbe beágyazott rács egy gyenge általáno-
sított résznégyszög. Ekkor nyilvánvalóan nem lehet ideális, hiszen minden pontján
két egyenese megy át, de lehet teli, amennyiben az egyeneseinek összes pontját tar-
talmazza.
Ez a struktúra azért lesz nagyon hasznos, mert törölhető csúcshalmazokat is tudunk
belőlük konstruálni és önmagában is alkalmazható a következő módon.

2.2.5. Lemma. Legyen Γ egy GQ(s, s), és G = (V, E) egy k-reguláris feszítőrész-
gráfja G(Γ)-nak, ahol k ≥ 7, illetve Γ-ban van egy k × k-as G rács. Nevezzük G
két páronként nem metsző egyeneshalmazának elemeit {ei : 1 ≤ i ≤ k}-nek illetve
{fj : 1 ≤ j ≤ k}-nek és az ei és fj egyenesek metszéspontját Pi,j-nek. Töröljük ki
G-ből G 2k darab egyenesét. Ezután adjunk hozzá egy-egy új élet a (Pi,j, Pi,j+1) és a
(Pi,k, Pi,1) pontpárok közé minden 1 ≤ i ≤ k és 1 ≤ j ≤ k − 1 esetén. Nevezzük az
új gráfot G′-nek. G′ egy k-reguláris gráf, amelynek legalább 7 a bősége.

Bizonyítás. A bizonyítás hasonló a 2.2.3 lemma bizonyításához.
Először figyeljük meg, hogy bármely rögzített i-re az új élek egy k-hosszú kört al-
kotnak a Pi,j pontok metén. Ebből is látjuk, hogy minden G-beli ponthoz pontosan
2 új él tartozik, illetve 2 vele szomszédos egyenest töröltünk, tehát G′ k-reguláris.
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Tegyük fel, hogy G′ tartalmaz egy l ≤ 6 hosszúságú C kört. Mivel G bősége 8, ezért
biztosan van új él C-ben. Amennyiben u1u2..., ui az egyetlen egymás után következő
új élekből álló szakasz C-ben, akkor u1 ⊥ ui kollineárisak Γ-ban, tehát mindketten
szomszédosak egy v egyenessel. Ezek szerint a C körhöz rendelhetünk egy C ′, G-beli
kört, amit az u1...ui szakasz u1vui 2-hosszú útra való lecserélésével kapunk. Ekkor
C ′ hossza l′ ≤ l + 1 ≤ 7, ami ellentmondás, hiszen G bősége 8.
Megtudtuk, hogy C tartalmaz legalább 2, nem egymást követő új élet. Ebből követ-
kezik, hogy C 6-hosszú és felírható (u1, u2, v3, u4, u5, v6)-ként, ahol az ui-k pontokat,
míg a vj-k egyeneseket jelölnek. Más nyilván nem lehet, hiszen ahhoz, hogy 6 él
közül legyen két nem egymást követő új él, a kettő között egy-egy egyenesen ke-
resztül kell lépnie C-nek. Ekkor definíció szerint u2 és u4 két nem metsző egyenesről
egy-egy pon G-ből. Ha u2 = Pi,m és u4 = Pj,n úgy, hogy i ̸= j. akkor m ̸= n esetén
nem kollineárisak Γ-ban. Ellenkező esteben, ha összekötné őket egy e egyenes, akkor
(ei, Pi,n, fn, Pj,n, e, Pi,m, ei)-vel találunk egy közönséges háromszöget, ami ellentmon-
dás. Amennyiben viszont m = n, akkor mindkét pont a törölt fm egyenesen van.
Egyik esetben sincs közös szomszédja G′-ben a két pontnak. Az ellentmondással a
lemma állítását beláttuk.

Legyen k > 2 egy páros egész szám, és tekintsük a k × (k − 1)-es részt az egész
számok számsíkjáról, mint rácsot,

G = {(i, j) : 1 ≤ i ≤ k − 1, 1 ≤ j ≤ k}.

Ekkor G elemein egy teljes párosítást téglalapmentesnek nevezünk, ha nincsen
két olyan él, amelyhez tartozó 4 csúcs olyan téglalapot határoz meg a síkon, amely-
nek oldalai a koordinátatengelyekkel párhuzamosak. Ezt röviden csak téglalapnak
nevezzük.

2.2.6. Lemma. A fent definiált G-hez létezik téglalapmentes párosítás.

Bizonyítás. Legyen Kk a k-csúcsú teljes gráf, jelöljük a csúcsait pozitív egész szá-
mokkal. Legyen F = {F1, F2, ..., Fk−1} egy egy-faktorizációja Kk-nak. Ekkor a kö-
vetkező módon definiáljuk a párosítást G-n. Az (i1, j1)(i2, j2)) élet pontosan akkor
húzzuk be, ha i1 = i2 és a Kk-beli j1j2 él az Fi1 faktorhoz tartozik.
Így definíció szerint a párosítás k(k−1)

2 élet tartalmaz, és az összes függőleges. A rács
egy rögzített függőleges egyenesére (legyen ez az X = i egyenletnek megfelelő) illesz-
kedő élek megfelelnek a k

2 darab élnek az Fi egy-faktorában Kk-nak. Mivel minden
egy-faktor Kk összes csúcsát tartalmazza, ezért teljes párosítást kapunk.
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Most tegyük fel, hogy a párosítás tartalmaz egy téglalapot, mondjuk az (i1, j1)(i1, j2)
és (i2, j1)(i2, j2) élek mentén. Ekkor a Kk-beli j1j2 él az Fi1 és Fi2 faktorokba is tar-
tozna, ami ellentmondás.

2.2.7. Lemma. Legyen Γ egy általánosított négyszög, amely tartalmaz egy k×(k−1)-
es rácsot, és G = (V, E) egy k-reguláris feszítőrészgráfja G(Γ)-nak, ahol k páros.
Nevezzük a rácsot G-nek, a két, páronként párhuzamos egyeneshalmazát jelöljük
E = {e1, e2, ..., ek−1}-gyel illetve {f1, f2, ..., fk}-val, és legyen Pi,j az ei és fj egye-
nesek metszéspontja. Töröljük G-ből a k − 1 darab páronként nem metsző egyenest
tartalmazó E halmazt, legyen a kapott gráf neve G′. Ezután adjunk hozzá G′-höz egy
téglalapmentes párosítást a 2.2.6 lemmában megadott módon G pontjaihoz, és az így
kapott gráfot nevezzük G′′-nek. Ekkor G′′ egy (k, g)-gráf, ahol g ≥ 7.

Bizonyítás. Először vegyük észre, hogy E egy törölhető csúcshalmaz a 2.2.1 definíció
szerint, és a G′-re alkalmazott párosítás megfelel a 2.2.3 lemma feltételeinek, hiszen
minden új él egy törölt egyenessel szomszédos két pont között megy. Így G′′-nek
legalább 6 a bősége, illetve minden 6-hosszú kör 2 új élet tartalmaz.
Indirekt tegyük fel, hogy C egy 6-hosszú kör G′′-ben. Mivel mindkét új él két pontot
köt össze, ezért a 2.2.3 lemma miatt C = (a, B, C, d, E, F )-ként felírható, ahol a
kisbetűk az egyenesek, a nagybetűk a pontok. Ebből következik, hogy a B, C, E, F

pontok egy téglalapot alkotnak G-ben, ami ellentmond a párosítás téglalapmentes-
ségének, így nem lehet 6-hosszú kör G′′-ben.

2.2.3. Felső becslések n(k, 7)-re

Láthatjuk, hogy kétféle módszerünk is van, hogy rácsok segítségével olyan módon
"rontsuk el" egy általánosított négyszög belső struktúráját, hogy túl kicsi körök nem
állhatnak még elő. A következőkben bemutatjuk, milyen eredményeket lehet ezekkel
a módszerekkel kapni. Ezeknek a tételeknek a bizonyítása túlmutat ezen szakdol-
gozat keretein. Minden felső becslés megfelelő végtelen gráfcsalád konstrukciójából
adódik. A különböző megszorítások általában azért vannak, mert különböző ismert
általánosított négyszögcsaládok csak adott rendekre léteznek.
Összehasonlítás céljából ide újra kiírjuk a releváns Moore-korlátot:

M(k, 7) = k(k − 1)2 + k(k − 1) + k + 1 = k3 − k2 + k + 1.
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2.2.8. Tétel. Legyen q ≥ 7 egy tetszőleges prímhatvány. Ekkor

n(k, 7) ≤

2k3 − 4k2 + 2k, ha k = q + 1,

2k3 − 2k, ha k = q.

A q ≥ 7 megkötés árulkodó lehet, ez az eredmény 2.2.5 lemma segítségével jön ki. A
következő, a 2.2.7 lemmára támaszkodó eredmény ennél kicsit rosszabb felső becslés,
de k = 4-re illetve 6-ra is ad információt.

2.2.9. Tétel. Legyen q ≥ 3 páratlan prímhatvány, k = q + 1. Ekkor

n(k, 7) ≤ 2k3 − 4k2 + 3k + 1.

A következő tétel információt ad tetszőleges páros k-ra. A 2.2.3 lemma általánosított
négyszögek Levi gráfjának feszítőrészgráfjaira való alkalmazásából, illetve 6-hosszú
körök kizárására szolgáló érvelésből jön ki.

2.2.10. Tétel. Legyen k ≥ 4 tetszőleges páros egész szám, és legyen q a legkisebb
prímhatvány, amelyre k ≤ q. Ekkor

n(k, 7) ≤ 2kq2 − q.

És ha q páratlan, akkor

n(q − 1, 7) ≤ 2q3 − 2q2 − q = 2(q − 1)3 + 4(q − 1)2 + (q − 1) − 1.

2.2.11. Tétel. Legyen q ≥ 4 egy tetszőleges páros prímhatvány, és k = q + 1. Ekkor

n(k, 7) ≤ 2k3 − 5k2 + 6k − 3.

Ezt az utolsó tételt korábban Abreu és mások már belátták [1], Kiss György adott
rá egy második, a 2.2.3 lemmát felhasználó bizonyítást is.
Jól látszik, hogy ezek az eredmények általában nagyjából 2M(k, 7) nagyságrendjében
mozognak, ami alapvetően nagyon jó. M(k, g) konstansszorosáról sem tudjuk, hogy
minden (k, g) párra elérhető-e.



3. fejezet

(k, g)-gráfok általánosított
hatszögek Levi gráfjaiból

3.1. Általánosított hatszögek

Ebben a fejezetben az előző fejezethez hasonló, új eredményeket mutatunk be.
Ezek (k, 9), (k, 10) és (k, 11)-gráfok konstrukciói, amelyeket általánosított hatszö-
gek (k, 12) Levi-gráfjainak a módosításával állítunk elő.
Ehhez szükségünk lesz néhány ismeretre általánosított hatszögek belső szerkezetére
vonatkozóan [11]-ből. Először definiálunk néhány általánosított hatszögekre specifi-
kus fogalmat.

3.1.1. Regularitás

Legyen u egy pontja vagy egyenese a Γ = (P , L, I) általánosított n-szögnek. Legyen
w egy u-val szemközti elem, és 2 ≤ i ≤ n

2 . Ekkor uw
[i] = Γi(u) ∩ Γn−i(w) az u w

szerinti i-távolság-nyoma, egyszerűség kedvéért i = 2 esetben csak u elem w

szerinti nyomának nevezzük, és az uw
[2] = uw jelölést használjuk.

Ezek az i-távolság-nyomok indukálnak egy geometriát Γi(u)-n a következő módon:

Γi,u = (Γi(u), {uw
[i] : w ∈ Γn(u)}, ∈).

Γi,u-t nevezzük a Γ sokszög u-beli i-deriváltjának.
Jól látszik, hogy Γi(u) bármely két egymástól 2i távolságra lévő eleme benne van u

egy i-távolság-nyomában, sőt, a három elemet tartalmazza egy közönséges n-szög.
Azt mondjuk, hogy u i-távolság-reguláris, ha Γi,u egy parciális lineáris tér,
azaz u bármely két különböző i-távolság-nyomának legfeljebb egy közös eleme van,
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vagyis uw1
[i] = uw2

[i] és |uw1
[i] ∩ uw2

[i] | ≤ 1 közül pontosan az egyik teljesül. Ha u minden
2 ≤ i ≤ n

2 -re i-távolság-reguláris, akkor reguláris-nak hívjuk.

Ebben a fejezeben innentől Γ = (P , L, I) amennyiben külön nem jelezzük, egy álta-
lánosított hatszöget jelöl.
Legyen P egy 2-távolság-reguláris pont egy általánosított hatszögben. Azt mondjuk,
hogy P span-reguláris, ha minden vele kollineáris X pontra és minden X-szel
szemközti A, B pontokra igaz, hogy ha P ∈ XA ∩ XB és |XA ∩ XB| ≥ 2, akkor
XA = XB.
Könnyen látható, hogy ha X is 2-távolság-reguláris, akkor mindenképpen teljesül a
feltétel.

3.1.2. Egy részhatszög általánosított hatszögekben

Megmutatjuk, hogy bizonyos általánosított hatszögeknek van egy gyenge általáno-
sított részhatszöge, amelyet később ki fogunk használni a gráfkonstrukciókhoz. A
bizonyítás során ennek a részhatszögnek a belső struktúrájába is bepillantást nye-
rünk.

3.1.1. Definíció. Legyen P egy span-reguláris pont a Γ általánosított hatszögben
és Q egy szemközti pontja P -nek. Legyen S a következő pontok halmaza. X ∈ P(Γ)
pontosan akkor van S-ben, ha X ∈ Γ2(Z)∩Γ4(Y ) úgy, hogy Y és Z nem kollineárisak
és vagy Y ∈ P Q, Z ∈ QP , vagy Y ∈ QP , Z ∈ P Q. Ekkor Γ(P, Q)-nak nevezzük
azt a részgeometriát, amelynek pontjai S elemei, egyenesei azon Γ-beli egyenesek,
amelyek legalább két pontján keresztülfutnak, az illeszkedés pedig természetes módon
öröklődik Γ-ból.

Ahhoz, hogy megmutassuk, ez egy megfelelő részhatszög, szükségünk lesz a követ-
kező lemmára.

3.1.2. Lemma. Legyen P span-reguláris pont a Γ általánosított hatszögben, X egy
vele kollineáris pont. Legyen A, B két, X-szel szemközti pont, melyekre P ∈ XA∪XB.
Ekkor ha |XA ∩ XB| ≥ 2, akkor XA = XB.

Bizonyítás. Szimmetria miatt feltehetjük, hogy P ∈ XA \ XB és |XA ∩ XB| ≥ 2.
Elég egy ellentmondást találnunk a lemma bizonyításához. Legyen C ∈ XA ∩ XB

tetszőleges pont, l = projB(C). Legyen B′ = projl(P ). Ekkor B ̸= B′ és {C, P} ⊆
XB′ (3.1 ábra). De így P ∈ XA ∩ XB′ és |XA ∩ XB′ | ≥ 2, tehát a span-regularitás
miatt XA = XB′ . Tudjuk, hogy létezik C ′ ∈ XA ∩ XB, hogy C ̸= C ′ ̸= P , azaz
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3.1. ábra.

C ′ ∈ XB′ is igaz. De mivel B ̸= B′, ezért d(C ′, B′) = d(C ′, B) + d(B, B′) = 6 ami
ellentmondás, így a lemmát beláttuk.

Most már készen állunk rá, hogy belássuk, Γ(P, Q) egy gyenge általánosított rész-
hatszög.

3.1.3. Állítás. Legyen Γ egy általánosított hatszög, P egy span-reguláris pontja. A
fent definiált Γ(P, Q) geometria az egyedi gyenge nem vastag ideális általánosított
részhatszöge Γ-nak, amely tartalmazza P -t és Q-t.

Bizonyítás. Először megmutatjuk, hogy Γ(P, Q) egy gyenge nem vastag ideális rész-
hatszög.
Rögzítsük le az Y ∈ P Q pontot. Egy S-beli, Y -nal kollineáris pontot úgy kaphatunk,
hogy veszünk egy Y -nal nem kollineáris Z ∈ QP pontot. Ekkor Y Z minden eleme
S-beli. Figyeljük meg, hogy Y Z tartalmazza P -t és Q ⋊⋉ Y -t is. Ez azt jelenti, hogy
P span-regularitása miatt Y Z független Z választásától.
Most rögzítsünk le egy Z ∈ QP pontot, Egy tetszőleges Z-vel kollineáris S-beli
pontot úgy kaphatunk, hogy veszünk egy Y ∈ P Q, Z-vel nem kollineáris pontot,
és ZY minden eleme S-beli lesz. Ha Y ′ egy második, Z-vel nem kollineáris, eleme
P Q-nak, belátjuk, hogy ZY = ZY ′ . Nyilván minden Z-n keresztül menő l egyenes
tartalmazza ZY egy pontját. Legyen l tetszőleges Z-n átmenő, P -től 5 távolságra lévő
egyenes. Legyen A azon pontja ZY -nak, amely l-en fekszik. Mivel {P ⋊⋉ Z, Y } ⊆ P A,
P 2-távolság-regularitása miatt Y ′ ∈ P A, tehát d(A, Y ′) = 4 és A ∈ ZY ′ . Mivel l

tetszőleges Z-vel szomszédos (és d(P, l) = 5, ellenkező, d(P, l) = 3 esetben P ⋊⋉ Z ∈
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ZY ∩ ZY ′ lenne), következik, hogy ZY = ZY ′ . Így S Z-vel kollineáris pontjai csak a
ZY nyom pontjai.
Az előző két bekezdésre a továbbiakban (α)-ként fogunk hivatkozni.
Most definiáljuk S két részhalmazát. Legyen Γ+(P, Q) azon S-beli pontok halmaza,
melyek P -től való távolsága 0 vagy 4, illetve legyen Γ−(P, Q) = Γ+(Q, P ) a Q-tól 0
vagy 4 távolságra lévő S-beli pontok halmaza. Megmutatjuk, hogy Γ+(P, Q) bármely
két különböző A, B pontjára d(A, B) = 4, valamint hogy a ⋊⋉ b ∈ Γ−(P, Q).
Ez az állítás nyilvánvaló, ha A = P vagy B = P , illetve ha A ⋊⋉ P = B ⋊⋉ P

(amennyiben A ̸= P ̸= B). A továbbiakban ezért feltesszük, hogy B′ = B ⋊⋉ P nem
egyezik meg A′ = A ⋊⋉ P -vel. (α) miatt azt is feltehetjük, hogy A és B szemközti
pontjai Q-nak, és B 4 távolságra fekszik A′′ = A′ ⋊⋉ Q-tól (hiszen benne kell lennie
B′A′′-ben). Nevezzük B′′-nek B′ ⋊⋉ Q-t, ekkor P span-regularitása miatt A′B′′ = A′B,
hiszen mindkét halmaz tartalmazza P -t és A′′-t is. Ekkor (α)-t használva, mivel
A ∈ A′B′′ , ezért d(A, B) = 4. Legyen C = A ⋊⋉ B, meg kell mutatnunk, hogy
d(Q, C) = 4. Tegyük fel, hogy Q és C szemközti pontok. Legyen C ′ a Q pont
vetülete az AC egyenesre, és l a C ′ pont vetülete Q-ra, továbbá legyen X a P

vetülete l-re. Mivel X ∈ QP , d(X, A) = 4, amiből következik, hogy X = Q ⋊⋉ C ′

(látsd 3.2 ábra). Ebből következik, hogy l különbözik a QB′′ egyenestől, viszont (α)
miatt d(X, B) = 4, ami nem lehetséges, ha C ̸= C ′. Így ellentmondásra jutottunk,
amiből a C = C ′ pont Q-tól való távolsága 4, és mivel C ∈ XA′ , ezért Γ−(P, Q)-nak
is eleme definíció szerint.

3.2. ábra.
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Most meg kell mutatnunk, hogy bármely két különböző Γ−(P, Q)-beli A, B pont
egymástól 4 távolságra van, és A ⋊⋉ B ∈ Γ+(P, Q).
Megint feltehetjük, hogy A ̸= Q ̸= B, A′ = (A ⋊⋉ Q) ̸= (B ⋊⋉ Q) = B′ és hogy
d(A, P ) = d(B, P ) = 6. Legyen C a B pont vetülete az AA′ egyenesre, nevezzük
X-nek B ⋊⋉ C-t, A′′-nek P ⋊⋉ A′-t és B′′-nek P ⋊⋉ B′-t (látsd 3.3 ábra). (α) miatt
d(A′′, B) = 4, így d(X, A′) = 4 = d(X, B ⋊⋉ A′′), ahol {A′, B ⋊⋉ A′′} ⊆ A′′B′ ⊆ S.
A 3.1.2 lemma miatt P ∈ A′′X , amiből d(P, X) = 4. (α) miatt d(B′′, A) = 4 is igaz
(szimmetrikusan d(A′′, B)-re), ami azt jelenti, hogy P ⋊⋉ X ∈ P B ⊇ {A′′, B′′} ⊆ P A.
Ebből a 2-távolság-regularitás miatt P A = P B (= P Q), amiből következik, hogy
d(A, P ⋊⋉ X) = 4, és így C = A kell hogy legyen, ellenkező esetben lenne egy ötszög
az általánosított hatszögben. Ebből viszont egyből megvan, hogy d(A, B) = 4. Azt
is megmutattuk így, hogy P ⋊⋉ X ∈ S, tehát X ∈ (P ⋊⋉ X)B′ , azaz Γ+(P, Q)-beli is.
Megfigyelhetjük, hogy S = Γ+(P, Q) ∪ Γ−(P, Q). Megmutatjuk, hogy a
(Γ+(P, Q), Γ−(P, Q), ⊥) geometria egy projektív sík.
Tetszőleges A, B ∈ Γ+(P, Q) pontokra A ⋊⋉ B ∈ Γ−(P, Q) és fordítva, azaz bármely
két egyenes egy metszéspontot határoz meg, bármely két pont egy egyenest. (α)-ból
látszik, hogy Γ(P, Q) ideális, mint részhatszög, azaz ha Γ egy (s, t) rendű általáno-
sított hatszög, minden S-beli ponton t + 1 egyenes megy át, tehát a projektív síkok
harmadik axiómája is telkesül.
Így Γ(P, Q) egy ideális gyenge részhatszög, amely ennek a projektív síknak a duplája.
Γ(P, Q) egyedisége triviális.

3.3. ábra.
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A bizonyításban bevezetett Γ+(P, Q), Γ−(P, Q) jelöléseket a továbbiakban is fogjuk
használni.

A Split Cayley Hatszög

Egy ismert általánosított hatszögosztály a split Cayley hatszögek, amelyek q-
rendű általánosított hatszögek, ahol q egy tetszőleges prímhatvány. Ezeket a hat-
szögeket az adott rendű véges test segítségével lehet őket konstruálni. A GF(q) test
felett definiált Split Cayley Hatszöget H(q)-val jelöljük. Több konstrukció is létezik,
itt a [10] könyvben leírt geometriai konstrukciót adjuk meg. Az itt szereplő fogalmak
definícióját például [9]-ben lehet megtalálni. További konstrukcióit H(q)-nak pedig
[11]-ben. A 3.4 ábrán láthatjuk H(2)-t, ami egy minimális méretű általánosított
hatszög 63 ponttal és ugyanennyi egyenessel.

3.1.4. Definíció. Legyen q páratlan prímhatvány, és nevezzük Q6-nak azt a
nemszinguláris parabolikus másodrendű felületét PG(6, q)-nak, amit az X0X4 +
X1X5 + X2X6 − X2

3 = 0 egyenlet definiál. Ekkor a split Cayley hatszög a követ-
kező:

• H(q) pontjai Q6 pontjai;

• H(q) egyenesei azon Q6-ra eső egyenesek, amelyek Grassmann-koordinátái
(p01, p02, ..., p56) kielégítik a p12 = p34, p56 = p03, p45 = p23, p01 = p36, p02 = −p35

és p46 = −p13 feltételeket;

• Az incidencia öröklődik PG(6, q)-ból.

Ebben a szakdolgozatban csak ezek az általánosított hatszögek lesznek fontosak,
ezek is a következő állítás miatt, ami [11]-ben a 3.5.7-es következmény része. Itt
nem bizonyítjuk.

3.1.5. Állítás. H(q) minden pontja reguláris.

3.1.6. Következmény. H(q) minden pontja span-reguláris.

Így tudjuk, hogy H(q) tartalmazza a fent definiált Γ(P, Q), (1, q)-rendű általánosított
részhatszöget.
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3.4. ábra. H(2) [12]

3.2. Konstrukciók általánosított hatszögek Levi
gráfjaiból

Legyen Γ = (P , L, I) egy általánosított hatszög, amelyben van egy P span-reguláris
pont. Ekkor tetszőleges P -vel szemközti Q ponttal Γ(P, Q) = (S, L′, I) egy gyenge
általánosított részhatszöge Γ-nak. Mivel ennek minden egyenesén két pont szerepel,
ezért tekinthető egy G(P, Q) = (S, L′) gráfként, ebben az esetben izomorf egy meg-
felelő projektív sík incidenciagráfjával. Azt fogjuk kihasználni, hogy ennek a belső
struktúráját elég jól ismerjük.
Ennek megfelelően a fejezet további részében q egy prímhatvány, Γ = (P , L, I) =
H(q), és Γ(P, Q) egy rögzített, két szemközti pont által 3.1.1 szerint meghatáro-
zott, részhatszög Γ-ban. (Valójában Γ tetszőleges általánosított részhatszög lehet,
amelynek van span-reguláris pontja.)

3.2.1. Állítás. Legyen G′ az a gráf, amit úgy kapunk, hogy G = G(Γ)-ból kitöröljük
Γ(P, Q) csúcsait. Ekkor G′ csúcsai két halmazba tartoznak. Azon csúcsok, amelyek
nem voltak szomszédosak egy törölt csúccsal (q + 1) fokúak. Jelölje A azon csúcsok
halmazát, amelyek törölt csúccsal szomszédosak voltak. Az A-beli csúcsok mind pon-
tok és a fokuk q. Bármely két A-beli csúcs távolsága legalább 4.
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Bizonyítás. Mivel G egy (q+1, 12) gráf, a törölt csúcsokkal nem szomszédos csúcsok
foka nyilván q + 1 marad G′-ben. Mivel Γ(P, Q) ideális, a pontjaival szomszédos
összes egyenest is tartalmazza, ezért azok a törölt csúcsok, amelyek szomszédosak G′

bármely csúcsával, mind egyenesek. Ebből következik, hogy A elemei mind pontok.
Mivel ez pontoknak egy halmaza, bármely kettő közti távolság páros.
Legyen A, B ∈ A, és a rajtuk átmenő Γ(P, Q)-beli egyenesek a, b. A két egyenes
akár egybe is eshet. Ekkor mivel Γ(P, Q) gyenge általánosított hatszög, d(a, b) ≤ 6,
így tudunk mutatni egy legfeljebb 8-hosszú Γ(P, Q)-ben futó láncot A és B között.
Ez azt jelenti, hogy nem lehet 4-nél kisebb a távolságuk G′-ben, hiszen akkor meg
tudnánk adni egy 12-nél rövidebb kört G-ben. Most tegyük fel, hogy A ∈ A két
Γ(P, Q)-beli egyenessel is szomszédos. Az előbbi esethez hasonlóan találhatunk egy
túl rövid kört G-ben: mivel d(e, f) ≤ 6 a részhatszögben is, ezért létezik ≤ 8-hosszú
kör G-ben a két e, f között futó lánc összeragasztásával. Ezek szerint minden A-beli
csúcs foka G′-ben q.

Az állításban megjelenő A jelölést a továbbiakban is használni fogjuk. A következő
lemma az általánosított hatszögek egy elemi tulajdonságára mutat rá, de hasznos
önmagában is megfogalmazni.

3.2.2. Lemma. Tekintsük A két q − 1 méretű részhalmazát, amelyek Γ(P, Q) egy-
egy egymással szemközti egyenesére illeszkednek Γ-ban, legyenek ezek az egyenesek e

és f . Létezik egy egyértelmű teljes párosítás, M , a két ponthalmaz között, amelyre
Γ-ban vett távolságot használva minden A ∈ Γ(e), B ∈ Γ(f)-re

d(A, B) =

4, ha (A, B) ∈ M,

6, ha (A, B) /∈ M.
(3.2.1)

Bizonyítás. Legyen A ∈ Γ(e). Mivel e, f szemközti elemek egy általánosított hat-
szögben, nyilván projf (A) egyértelmű. Ez mindenképpen A eleme is kell, hogy legyen,
hiszen Γ(P, Q) tartalmazza a két darab 4-hosszú láncot e és f két-két Γ(P, Q)-beli
pontja között. Így a maradék q −1 méretű Γ(e)∩A és Γ(f)∩A között egy teljes pá-
rosítás szerint lesznek a 4 távolságú párok. A maradék távolságoknak nyilván 6-nak
kell lennie, hiszen annál több nem lehet.

Az itt következő konstrukciók mind G(Γ)-ból indulnak ki, ezt nevezzük G-nek. G′

általában a Γ(P, Q)-nak megfelelő csúcsok törlésével kapott részgráf. A korábbi mó-
don definiált A halmaz q fokú csúcsait fogjuk vizsgálni.
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3.2.1. Egy 9 bőségű gráfcsalád

Legyen q páratlan prímhatvány, és végezzük el Γ(P, Q) törlését G-ből. Ezután ve-
gyünk egy teljes párosítást a q fokú, A-beli csúcsokon úgy, hogy minden élhez tarto-
zó két csúcs távolsága a részhatszögön belül 4 legyen. Ezt megtehetjük a következő
módon.
Tekintsünk a részhatszögre úgy, mint egy projektív sík incidenciagráfjára. Ez egy pá-
ros gráf, válasszuk ki a (síkon belül) pontoknak megfelelő csúcsait, ez Γ+(P, Q) lehet
például. Ekkor ismét a részhatszögben nézve Γ+(P, Q) a pontok felét tartalmazza
úgy, hogy semelyik kettő nem fekszik közös egyenesen, de minden egyenesen van egy
egyértelmű Γ+(P, Q)-beli pont. Most legyen X ∈ Γ+(P, Q). Az X-en átmenő összes
egyenesről válasszunk egy-egy tetszőleges Γ(P, Q)-n kívüli pontot. Ezt a q + 1 darab
pontot könnyű párosítani, hiszen bármelyik kettőre teljesül, hogy a távolságuk 4.
q + 1 darab pont párosítható, mert q-t páratlannak választottuk. Ezt megismétel-
hetjük annyiszor, hogy elfogynak a q fokú pontok az X-en átfutó egyenesekről, majd
megcsinálhatjuk ugyanezt Γ+(P, Q) összes pontja körül.
A 3.5 ábrán a q = 3 esetben látható egy lehetséges párosítás, vékonyabb görbékkel
jelöljük az új éleket, míg a vastagabb, egyenes szakaszok a kitörölt egyenesek.

3.5. ábra.

3.2.3. Állítás. Az így kapott gráfok (q + 1, 9) gráfok.

Bizonyítás. Nevezzük a fent leírt gráfot G′′-nek. G′′ nyilvánvalóan (q + 1)-reguláris,
hiszen G′-ben az A-beli csúcsokhoz pont egy élet adtunk az egy törölt szomszéd
helyett.
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Tegyük fel, hogy G′′ tartalmaz egy legfeljebb 8-hosszú C kört. Nyilván kötelező új
élet tartalmaznia, hiszen a G′ legrövidebb körei 12-hosszúak. Ha C egy darab új élet
tartalmaz, az él két csúcsát összekötő (hosszabb) út a G′-ben fut. Mivel a két csúcs
távolsága 4 volt, de az ezt meghatározó legrövidebb utat a két végpont kivételével
töröltük, ez az út nem lehet rövidebb 8-nál, így a kör hossza legalább 9 lenne. Ha
C legalább két új élet tartalmaz, használjuk a 3.2.1 állítást. Az új élek között futó
legalább két G′-beli út mindegyike legalább 4-hosszú. Ez azt jelenti, hogy a kör
legalább 1 + 4 + 1 + 4 = 10-hosszú.
Most vegyünk egy kört, amelyben pontosan egy új él szerepel és amelynek az ere-
deti gráfban 12 volt a hossza. Ilyen kell, hogy létezzen, hiszen egy új él két pontja
meghatároz egy hatszöget az általánosított hatszögben. Ez nem lehet egészében
Γ(P, Q)-ban, hiszen neki nem pontjai ezek. A két pont közti él után vissza sem tér-
het, mert a fenti gondolatmenetből látszik, hogy egy legalább két új élet tartalmazó
kör eredeti hossza legalább 16. A fenti gondalatmenet miatt ennek 9 lesz a hossza,
azaz G′′ egy (q + 1, 9)-gráf.

3.2.2. Egy másik 9 bőségű gráfcsalád

Legyen q = 2r, és töröljük G-ből a Γ(P, Q)-hoz tartozó részgráfot a vele szomszédos
pontokkal (azaz A-val) együtt, és az így kapott gráfot nevezzük G′-nek. Ekkor csak
egyeneseknek csökkent a foka, mégpedig azoknak, amelyek szomszédosak voltak egy
A-beli ponttal. A 3.2.1 állítás miatt minden egyenesnek legfeljebb eggyel csökkent a
fokszáma. Most párosítsuk a q fokú egyeneseket úgy, hogy minden egyenes párja egy
olyan egyenes legyen, amely ugyanazzal az A-beli ponttal volt szomszédos eredetileg.
Ezt azért tehetjük meg, mert q-t párosnak választottuk. Húzzunk be egy-egy új élet
a párosítás mentén. Az így konstruált G′′ gráf nyilvánvalóan (q + 1)-reguláris.

3.2.4. Állítás. A kopott G′′ gráf bősége legalább 9.

Bizonyítás. Minden új él két egyenes között fut egy G-beli pont mentén, azaz az új
élek két vége közti távolság az eredeti gráfban 2 volt.
Tekintsünk egy C kört G′′-ben. Ha C nem tartalmaz új éleket, akkor legalább 12 a
hossza. Ha tartalmaz új éleket, megfeleltethetünk neki egy legalább 12-hosszú G-beli
kört úgy, hogy az új élek helyett az eredeti 2-hosszú utakat szúrjuk be. (Valójában
egy körsétát kapunk, de vehetjük az ebben szereplő legrövidebb kört, amely legfel-
jebb 12-hosszú.) Mivel C bármely két új éle között páros sok (legalább 2) régi élet
kell, hogy tartalmazzon (hiszen ezek két egyenes között mennek), így nyilvánvalóan
|C| ≥ 9.
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3.2.3. Egy 10 bőségű gráfcsalád

Legyen q tetszőleges prímhatvány, G = G(Γ) mint eddig, tekintsük a részhatszög
törlésével kapott G′ gráfot. Γ(P, Q) pontjai közül válasszuk ki Γ+(P, Q)-t úgy, mint
korábban. tekintsük az X ∈ Γ+(P, Q)-val kollineáris, nem kivágott, azaz A-beli
pontokat (ezekből (q + 1)(q − 1) darab van). Vegyünk mindegyik X-en átmenő
egyenesről egy tetszőleges ilyen pontot, és rakjuk rá egy új, e1

X nevű egyenesre.
Ezt adig ismételjük amíg el nem fogynak az X-szel kollineáris, A-beli pontok. Így
kapjuk az e1

X , e2
X , ..., eq−1

X egyeneseket. Ezt az eljárást ismételve minden Γ+(P, Q)-
beli ponthoz hozzárendelünk q − 1 darab új egyenest. A kapott gráfot nevezzük
G′′-nek.
A 3.6 ábrán q = 3-ra látható az X pont körül keletkező két új egyenes. Ezek vasta-
gabb görbével vannak jelölve a kitörlendő régi egyeneseknél.

3.2.5. Megjegyzés. Ezek a gráfok párosak, mivel az eredeti pont-egyenes struktúrát
megtartottuk, pont összes szomszédja egyenes, és fordítva.

3.6. ábra.

3.2.6. Állítás. Az így kapott gráfcsalád tagjai (q + 1, 10) gráfok.

Bizonyítás. Háromféle csúcs van G′′-ben. G′ csúcsai közül amelyek nem voltak szom-
szédosak Γ(P, Q)-val, nyilvánvalóan (q+1) fokúak, az A-beli pontok egy szomszédos
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élet vesztettek és egyet kaptak. Az új csúcsok fokszáma pedig q + 1, mert mind-
egyik egy Γ(P, Q)-beli ponton átmenő összes egyenesről tartalmaz egy-egy pontot.
Itt ismét kihasználtuk, hogy minden Γ(P, Q)-beli egyenes Γ+(P, Q) pontosan egy
pontjával szomszédos.
A módosítások jellege miatt ha egy kör tartalmaz új élet, akkor kettessével tartalmaz
egymással szomszédos új éleket. Mivel ugyanúgy egymástól eredetileg 4 távolságra
lévő pontokat kötöttünk össze, mint a 3.2.1 konstrukcióban, csak most 2-hosszú
utakkal, az előző gondolatmenet hasonlóan működik. Ha 1 pár új élet tartalmaz egy
kör, legalább 10 a hossza, ha legalább 2 párt, akkor pedig legalább 12. A korábbi
módon tudunk találni 1 pár új élet tartalmazó 10-hosszú köröket is.

3.2.4. Egy másik 10 bőségű gráfcsalád

Legyen q egy páratlan prímhatvány. G(Γ(P, Q))-t megint kivágjuk G(Γ)-ból, a ka-
pott gráf G′. A csúcsait párosítjuk úgy, hogy minden pont párja kollineáris vele
Γ-ban, azaz egy kivágott egyenes mentén. Ezt megtehetjük, mert A pontjai közül
q − 1 illeszkedik egy-egy Γ(P, Q)-beli egyenesre, és mivel q páratlan, ez az érték
páros. A párosításnál még figyelni kell rá, hogy keletkezzen egy 10-hosszú kör.

3.2.7. Állítás. Minden páratlan q esetében lehet úgy párosítani Γ(P, Q) egyenesei
mentén A pontjait, hogy a kapott G′′ gráf bősége 10 legyen.

Bizonyítás. Legyen e, f egy szemközti egyenespár Γ(P, Q)-ból. Használjuk a 3.2.2
lemmát, és vegyünk két pontpárt az M párosításból, legyenek ezek (A, B), (C, D),
ahol A, C ∈ e, B, D ∈ f . Ezután húzzuk be az AC, BD éleket. Ha ezzel megvagyunk,
a konstrukcióban leírt párosítást tetszőlegesen megcsinálhatjuk (ezt kezdtük el a
fenti két éllel).
A párosítás menetéből jól látszik, hogy G′′ tartalmaz 10-hosszú kört. Válasszuk
ki az első négy pontot, amelyeket bepárosítottuk. Ekkor a két új él, valamint a
lemma szerinti párosítás által reprezentált 4-hosszú utak egy 10-hosszú kört alkotnak
a megfelelő sorrendben egymás mögé ragasztva. Ha egy kör kettőnél kevesebb új
élet tartalmaz, legalább 11-hosszú. Ha kettő új élet, akkor legalább 10-hosszú, ha
pedig legalább három új élet, akkor a korábbi meggondolások miatt nem lehet 15-nél
rövidebb.
Nyilvánvalóan (q+1)-reguláris a gráf, hiszen A minden pontjának egy új szomszédja
van. Így G′′ egy (q + 1, 10)-gráf.

3.2.8. Megjegyzés. Itt nem láttam be, de az a sejtésem, hogy nem lehet a párosítást
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úgy megcsinálni, hogy a kapott gráf bősége legalább 11 legyen, pedig az egy kisebb
konstrukciót adna a soron következőnél.

3.2.5. Egy 11 bőségű gráfcsalád

Legyen q ≥ 11 tetszőleges prímhatvány, G = G(Γ), Γ(P, Q) mint korábban. Legyen a
részhatszög pontjainak törlésével kapott gráf G′. Γ-ban minden egyenesen q+1 pont
van, így az A-beli pontok közül (q−1)-enként voltak kollineárisak az eredeti hatszög-
ben. Ezeknek az A-beli pontoknak q+1 maradt a fokszáma, de Γ(P, Q) egyeneseinek
(q − 1)-re csökkent (hiszen mindegyik szomszédságából két pontot töröltünk). Ez-
után tekintsük Γ(P, Q) pontjainak korábban használt Γ+(P, Q) halmazát. Eszerint
osszuk (q+1)-es csoportokba Γ(P, Q) egyeneseit aszerint, hogy melyik Γ+(P, Q)-beli
ponton mennek át. Ezután ezekbe a csoportokba rajzoljunk be egy-egy q + 1-hosszú
kört. Így a q − 1 fokú csúcsok fokszáma kettővel növekszik, azaz q + 1 lesz.

3.2.9. Állítás. Az így kapott G′′ gráfok (q + 1, 11) gráfok.

Bizonyítás. A regularitást már megmutattuk.
Néhány eredetileg metsző egyenespár távolsága 1-re csökkent. Az is változott, hogy
vannak kizárólag új élekből álló körök. Ezek pontosan q + 1-hosszúak, ami nyilván
több, mint 11, ezért kellett q-t elég nagynak választani. Ahhoz, hogy 11-nél rövidebb
kört tartalmazzon a gráf, egy ilyen kör legalább két szakaszon kell, hogy tartalmaz-
zon új éleket. Viszont ekkor a minimális hossza 2 + 4 + 2 + 4 = 12 kell, hogy legyen
a 3.2.1 lemma miatt.
11-hosszú kör előfordulásához elég meggondolni a következőt. Mivel a kiinduló G gráf
egy (q + 1, 12) Moore-gráf, és a kapott G′′-nek ennél kevesebb a csúcsa, de továbbra
is (q + 1)-reguláris, a bősége kevesebb kell, hogy legyen 12-nél. Így beláttuk, hogy
G′′ egy (q + 1, 11)-gráf.

Van egy kevésbé elegáns, de konstruktív módja annak, hogy megadjunk egy 11-
hosszú kört G′′-ben. Tekintsünk egy olyan kört, ami egy, két újonnan 3 távolságra
lévő A-beli pont által meghatározott közönséges hatszögből származik. Ennek nyil-
ván eggyel rövidült a hossza, ezért van 11-hosszú kör a gráfban. Valójában ebből a
hatszögből két kör származik az új élek mentén, egy 11- és egy (10 + q)-hosszú.

3.2.10. Megjegyzés. Ez a konstrukció nagyon hasonlít a 2.2.5 módszerre általá-
nosított négyszögek esetében. Ha megvizsgáljuk a kétféle törölt struktúrát, azt látjuk,
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hogy egy rács mint általánosított résznégyszög a duális analógja a Γ(P, Q) fajta ál-
talánosított részhatszögnek. Ezzel a szemlélettel már láthatjuk, hogy az elvégzett mó-
dosítások is duálisak a két esetben, a rácsnak az egyeneseit töröltük, Γ(P, Q)-nak a
pontjait, majd ezen törölt pontok mentén alkottunk új köröket.

3.3. Eredmények

Ezeknek a konstrukcióknak a méretét könnyedén ki tudjuk számolni, amivel felső
becséleseket tudunk adni különböző cage-ek méretére. Egy általánosítottt sokszög
pontjainak és egyeneseinek a számát tudjuk 1.2.4-ből. Eszerint egy (s, t) rendű álta-
lánosított hatszögnek (1+s)(1+st+s2t2) pontja és (1+t)(1+st+s2t2) egyenese van,
azaz H(q) Levi gráfja, ami egy (q + 1, 12) Moore-gráf, mérete 2(q + 1)(q4 + q2 + 1) =
2(q3 + 1)(q2 + q + 1) = 2(q5 + q4 + q3 + q2 + q + 1).

3.3.1. Tétel. Legyen q egy prímhatvány. Ekkor

n(q+1, 9) ≤

(2q3 − q − 1)(q2 + q + 1) = 2q5 + 2q4 + q3 − 2q2 − 2q − 1, ha q páratlan,

(2q3 − q2 − q)(q2 + q + 1) = 2q5 + q4 − 2q2 − q, ha q páros.
(3.3.1)

Bizonyítás. A 3.2.1 és a 3.2.2 konstrukciókat fogjuk használni. Utóbbi esetében,
mivel nem tudjuk a konstruált gráf bőségét garantálni, szükségünk van az 1.2.7
tételre is. Mivel n(k, g) < n(k, g + 1), a tétel második állítása is megfelelő.
Már csak a két gráfcsalád csúcsszámát kell kiszámolnunk. Először kiszámoljuk
G(Γ(P, Q)) csúcsainak számát, hogy ez kényelmesen levonható legyen G(Γ)-éból.
Könnyű dolgunk van, mert ez egy (1, q) rendű gyenge általánosított hatszög, így
megkapjuk, hogy 2(q2 +q +1) pontja és (q +1)(q2 +q +1) egyenese van. Meg tudjuk
számolni a korábban A-val jelölt Γ-beli pontok számát is, hiszen Γ(P, Q) minden
egyenesére q − 1 darab illeszkedik. Ez tehát (q2 − 1)(q2 + q + 1). A 3.2.1 konstruk-
cióban csak Γ(P, Q) elemeit töröltük, míg a 3.2.2 konstrukcióban A elemeit is. Így
megkaptuk a tételben megadott értékeket.

3.3.2. Tétel. Legyen q tetszőleges prímhatvány. Ekkor

n(q+1, 10) ≤

(2q3 − q − 1)(q2 + q + 1) = 2q5 + 2q4 + q3 − 2q2 − 2q − 1, ha q páratlan,

(2q3 − 2)(q2 + q + 1) = 2q5 + 2q4 + 2q3 − 2q2 − 2q − 2, ha q páros.
(3.3.2)
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Bizonyítás. Ehhez a tételhez a 3.2.4 és a 3.2.3 konstrukciókat használjuk. Mivel a
csak páratlan q esetén működő 3.2.4 konstrukcióban is A elemeit párosítjuk valami-
lyen módon, a gráf csúcsainak számánál hagyatkozhatunk az előző számolásra.
Páros q esetén a 3.2.3 konstukciót nézzük. Ez is Γ(P, Q) törlésével kezdődik, majd
ezután Γ+(P, Q) minden eleme után még q − 1 új csúcsot adunk a gráfhoz. A
|Γ+(P, Q)| = q2 + q + 1, hiszen ez egy q rendű projektív sík pontjainak a halmaza.
Így megkapjuk a tétel képletét.

3.3.3. Tétel. Legyen q ≥ 11 tetszőleges prímhatvány. Ekkor

n(q + 1, 11) ≤ 2q3(q2 + q + 1) = 2q5 + 2q4 + 2q3. (3.3.3)

Bizonyítás. A 3.2.5 konstrukciót használjuk, amelyik Γ(P, Q) pontjait törli G(Γ)-
ból, és új csúcsokat nem hoz létre. Korábban kiszámoltuk, hogy ez 2(q2 + q + 1)
darab pontot jelent, így megkapjuk a tétel állítását.

3.3.4. Megjegyzés. Nyilvánvalóan nem éri el a Moore-korlátot egyik sem ezek közül
a konstrukciók közül. Ennek ellenére érdekes lehet megnézni, hogy ezekre a (k, g)
párokra mi a legnagyobb kitevőjű tagja a Moore korlátnak, ezáltal hogy hányszorosa
környékén vannak ezek a végtelen gráfosztályok. Ezek pedig a következők:

M(q+1, g) =


q3(q + 1) + q2(q + 1) + q(q + 1) + (q + 1) + 1, ha g = 9,

2(q4 + q3 + q2 + q + 1), ha g = 10,

q4(q + 1) + q3(q + 1) + q2(q + 1) + q(q + 1) + (q + 1) + 1, ha g = 11.

(3.3.4)
Ebből az látszik, hogy míg az első két esetben a Moore-korlát nagyjából 2q- illetve
q-szorosa a gráfcsaládok mérete, g = 11-nél kevesebb, mint a duplája.

3.3.1. Nyitott kérdések

Sok kérdés merül fel ezekkel az eredményekkel kapcsolatban, a közvetlenül kap-
csolódóakra szorítkozunk. A legnagyobb kérdés, hogy hasonló eljárással lehetne-e
13 ≤ g ≤ 16 esetén végtelen (k, g) gráfcsaládokat csinálni egy általánosított nyolc-
szög Levi gráfjából kiindulva. Erre nem tudjuk a választ, de van néhány nehezítő
tényező. Ha Γ egy (s, t) rendű általánosított nyolcszög, akkor 2st négyzetszám, ami
azt jelenti, hogy G(Γ) nem lehet reguláris. Ezért nem létezik g = 16 esetben Moore-
gráf sem. Ezen kívül felmerülő probléma, hogy úgy tűnik, egy általánosított részsok-
szög törlése jó kiindulópont az ilyen eljárásoknál, de általánosított nyolcszögeknek
nincsen sem ideális, sem teli általánosított résznyolcszöge.
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Egy másik érdekes feladat a szakdolgozatban megjelenő módszereket olyan (k, g)-
gráfokra kiterjeszteni, ahol k ̸= q + 1 valamilyen prímhatvány q-ra. A megszorítás
nyilvánvalóan az ismert általánosított hatszögek rendéből jön, de ha lehetne találni
a Levi gráfnak valami jól kezelhető kisebb regularitású részgráfját, a 2.2.10 tételhez
hasonló eredmények nagyon érdekesek lennének.
Közvetlen a konstrukciókhoz tartozik két felmerülő kérdés. A 3.2.2 konstrukció ese-
tében nem tudom, hogy meg lehet-e adni a párosítást olyan módon, hogy ne ke-
letkezzen 9-hosszú kör. Ebben az esetben nagyobb bőségre egy jobb konstrukciót
kapnánk. Ha megvizsgáljuk, hogy hány 12-hosszú kör van az eredeti Moore-gráfban,
amelyekből a párosítás során 9-hosszú keletkezhet, nem tűnik valószínűnek, hogy
mindegyik "elrontható" a párosítás során, hogy nagyobb bőség elérhető legyen.
A 3.2.4 konstrukció esetében hasonló kérdés merül fel. Meg lehet-e adni a párosítást
"téglalapmentesen", azaz olyan módon, hogy ne keletkezzenek a bizonyításban leírt
10-hosszú körök? Amennyiben igen, az ilyen gráfok bősége biztosan 11 volna, hiszen
n(q + 1, 12)-nél kisebb a csúcsszámuk. Amennyiben megadható egyáltalán ilyen pá-
rosítás, akkor milyen q-kra? Azt biztosan ki tudom jelenteni, hogy a q = 3 esetben
nem elkerülhetőek a 10-hosszú körök.
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