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Bevezetés

Egy k-regularis, g b6ségii grafot (k, g)-grafnak neveziink. A szakdolgozat célja, hogy
bemutassunk friss, véges geometriara hagyatkozé eredményeket a (k, g)-grafok tert-
letén, illetve ezek mintajara tovabbi 0j konstrukcidkat.

Az els6 fejezet célja a kés6bb haszndlt véges geometriai és grafelméleti allitasok
mertetésével kezdddik. Ezutan a cage probléma felvetése kovetkezik, illetve ennek
kapcsolata az altalanositott sokszogekkel, majd ismertebb eredmények bemutatasa
a témakorben.

A maésodik fejezet a 2025-ben megjelent [8] cikk eredményeinek ismertetése. Eb-
ben technikakat latunk arra, hogy altalanositott négyszogek Levi grafjaibél hogyan
lehet iigyesen, megfelel6 részstrukturak torlésével illetve 1j élek hozzaadasaval vég-
telen (k, 7)-grafcsalddokat konstrudlni.

A harmadik fejezetben a szakdolgozat 1j eredményeit mutatjuk be. Itt elGszor
néhany altalanositott hatszogek szerkezetére vonatkozé allitas szerepel. Erre tamasz-
kodva utana be tudjuk mutatni az altalanositott hatszogek Levi grafjaibol kapott 1j
konstrukcidinkat. Ezek végtelen 9,10 és 11 béségii (k, g)-grafcsaladok. A szakdolgo-
zat végén Osszegezzilk a bemutatott konstrukciok altal implikalt becsléseket, illetve
megosztunk felmeriil6 kérdéseket.

A szakdolgozat soran el6fordulnak olyan szakszavak, amelyeknek nincsen alta-
lanosan elfogadott magyar elnevezése, mint példaul a fent emlitett cage. Ezeket

angolul hagytuk, amilyen nyelven létezik fellelheto irodalom réluk.



1. fejezet

Sziikséges matematikai ismeretek

1.1. Altalanositott sokszogek

Ez a fejezet Hendrik Van Maldeghem Generalized Polygons [11] c¢imii konyvének

bevezetésébdl dolgoz fel informaciokat.

1.1.1. Definiciok

Illeszkedési geometriak

Azt mondjuk, hogy I' = (P, L, 1) egy illeszkedési geometria, ha P és L diszjunkt,
nemires halmazok, valamint I C (P x £)U (£ x P) egy szimmetrikus relacié. P ele-
meit pontoknak, £ elemeit egyeneseknek nevezziik, I az illeszkedés. Altaldban,
ha x € P U L, akkor azt mondjuk, hogy = a ['-nak egy eleme.

Legyen I' = (P, L, 1) egy illeszkedési geometria a tovabbiakban.

Egy {P,l} halmazt, ahol P € P,l € L és P 11, zaszlénak neveziink, a zaszlok
halmazat jelolje F. Ha egy {P,l} halmazban P és [ nem illeszkednek, akkor anti-
zaszlonak nevezziik. Ekkor a [ geometria duplaja 2I' = (P U L, F, €), ahol € a
halmazelméleti tartalmazas.

AT = (P,L,1) illeszkedési geometria dudlisa a I'P = (£, P, 1) geometria. Tehat
a dudlist a pont- és egyeneshalmaz felcserélésével kapjuk. Mivel az illeszkedés egy
szimmetrikus relacio, minden geometridnak van dualisa.

Egy P € P ponthoz tartozé sugarsor az osszes réilleszked6 egyenes halmaza, azaz
I(P)={le L£:PIIl} A dudlis fogalmat, azaz egy egyenes Gsszes ponjat pont-
sornak nevezziik.

Két pontot kollinearisnak hivunk (jelolése L), ha van egyenes, amelyre mindkett
illeszkedik, azaz P 1. @) <= dle L, P11 Q. Ekkor ha a két pont legfeljebb egy
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kozos egyenesen van, akkor ezt az egyenest PQ-val jeloljiik. A P ponttal kollinearis
pontok halmazat P+ jeloli (ennek P is eleme). Hasonléan, ha e, f egyenesek egy
kozos pontra illeszkednek, azt mondjuk, hogy ezek metszo egyenesek, és a pont egy
metszéspontjuk. Ha ez a metszéspont egyértelmii, akkor e N f-fel jeloljiik. Adott
egyenest metsz6 egyenesek halmazat hasonléan jeloljik a kollinearis pontokéhoz.
I = (P,L,T) egy részgeometridja I'-nak, ha P C P, L C L és T =
IN (P x L) U (L xP)). Altaldban, ha I' egy valamilyen axiémakat teljesits
geometria, azokra a részgeometriakra vagyunk kivancsiak, amelyek teljesitik ugyan-
azokat az axiémakat.

Azt mondjuk, hogy a I' geometria vastag, ha minden sugarsor és pontsor mérete
legalabb 3. Ha minden pontsor azonos, (s+ 1) méreti, illetve minden sugérsor azo-
nos, (t + 1) méretii, azt mondjuk, hogy I' (s,t) renddi, illetve ha s = ¢, akkor azt
mondjuk, hogy I'" szimmetrikus s rendi, vagy, hogy a rendje s.

Ha P és L véges halmazok, I'-t is végesnek hivjuk.

Bevezetés grafokrol

A szakdolgozat soran minden graf egyszerii és véges lesz. G = (V, E)-vel jeloljiik
a grafot, V = V(G) a csicsok, F = E(G) az élek halmaza, v(G) = |V (G)] illetve
e(G) = |E(G)].

Tetsz6leges u,v € V cstcsok esetén d(u,v) a két cstics tavolsdga, azaz az Gket
6sszekotd legrovidebb 1t hossza. A graf atmérdje a grafban eléforduld tavolsagok
maximuma, mig a graf g-vel jelolt bosége a legrovidebb kor hossza. Egy cstcs
fokanak a szomszédos cstcsok szamat nevezzilkk. Egy v € V csticesal szomszédos
csicsok halmazat N(v)-vel jeloljiikk. Egy graf paros, ha nem tartalmaz paratlan

kort, illetve regularis, ha minden csiicsanak a foka megegyezik.

Illeszkedési geometriak incidenciagrafja

Legyen I' = (P, L,1) egy illeszkedési geometria. Ekkor a G = ((P U L), F) gréafot T’
incidenciagrafjanak vagy Levi grafjanak nevezzik, G(I')-val jeloljiik.

Mivel a geometridban pont csak egyenesre illeszkedik és egyenes csak pontra, igy G
mindg paros graf. A tovabbiakban egy incidenciagraf cstcsait gyakran pontoknak
illetve egyeneseknek fogjuk nevezni attol fiiggden, hogy a pont 0se melyik halmazbdl
szarmazik. Hasonlbéan, egy pont vagy egyenes elnevezése megmarad az incidencia-
grafban, illetve egy incidenciagrafbeli cstics neve vonatkozhat az illeszkedési geomet-

ridban 1évo dsére.
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A T geometria elemei kozti tavolsagot az incidencia grafbeli tavolsaggal definialjuk,
azaz példaul ha P, @ kollineéris pontok, d(P, )) = 2. Ebbél nyilvan kovetkezik, hogy
egy illeszkedési geometriaban két pont illetve két egyenes tavolsaga mindig péros,
mig egy pont és egy egyenes tavolsaga mindig paratlan.

Hasonlban, a grafokra vonatkozo6 kor illetve Gt fogalmakat hasznaljuk geometriak-
ban. Egy illeszkedései geometridban 1évo 1t masik neve a lanc.

Jelolje 'y, (z) az © € (P U L) elemtdl m tévolsdgra 1é6v6 elemek halmazat, azaz
Lp(z) ={y € (PUL) :d(z,y) = m}. Jelolésben I'(z) = I'y(z)-et hasznaljuk, illetve

a korabbi definicié szerint zt = [y(x) U {x}.

Ko6zonséges sokszogek

Legyen 3 < n € N. Egy euklideszi sikon fekvo szabalyos n-szogbol a természetes
moédon vett illeszkedési geometriat hivjuk kozonséges n-szognek. Alternativan
definialhatnank gy, mint az egyértelmii 1 rendli 6sszefliggd geometria amely n pon-
tot és n egyenest tartalmaz. Ez a definicid kiterjesztheté n = 1-re illetve 2-re a
kovetkez6 modon. Egy kozonséges 2-sz6g két pont, és két, mindketté pontot tartal-
mazo egyenes, az incidenciagrafja egy 4-hosszu kor. A kozonséges 1-sz0g egy zaszlo,
amely incidenciagrafja egy két cstucs kozott futd él, a tovabbiakban csak n > 2-re

fognak minket érdekelni a kozonséges sokszogek.

Altaldnositott sokszogek

1.1.1. Definicié. Legyen 3 < n € N. Egy gyenge dltaldnositott n-szog eqy

= (P, L, 1) véges illeszkedési geometria, amely teljesiti a kovetkezd két axiomat:

(i) T nem tartalmaz részgeometriaként kozonséges k-szoget semmilyen 2 < k < n-

re.

(ii) T barmely két u,v € (P U L) eleméhez rendelhetink eqy kozonséges n-szdget,

mint részgeometridat, amely mindkettot tartalmazza.
I'-t altalanositott n-szognek nevezzik, ha a harmadik axiomadt is teljesiti:
(iit) T tartalmaz kézonséges (n + 1)-szdget, mint részgeometridt.

A tovabbiakban, amennyiben nem jelezziik kiilon, I' = (P, £,I) mindig egy gyenge
altalanositott sokszoget jelol. Mivel egy (gyenge) altalanositott n-szog dudlisa egy

(gyenge) altalanositott n-szog, az ezekre vonatkozé allitdsok dudlisaira jol atvihetd
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a bizonyitds. Természetesen egy geometria legfeljebb egy n-re lehet (gyenge) dltala-
nositott n-szog.

(7i)-t haszndlva kénnyen latjuk, hogy I' barmely két elemére d(u,v) < n. Azt mond-
juk, hogy u és v szemkozti elemek, ha d(u,v) = n. Ha A, B € P pontokra igaz,
hogy egyértelmiien létezik egy harmadik, mindkettével kollinearis C' pont, akkor ezt
A x B-vel jeloljik. Azonos a jelolés a dualis miveletre.

Az 1.1 (Wikipédidn megtalalhat6) dbran az tigynevezett Fano-sikot lathatjuk, a leg-
kisebb &altalanositott sokszoget. Ennek a jol ismert altaldnositott haromszognek 7

pontja és 7 egyenese van.

1.1. 4bra. A Fano-sik

1.1.2. Altaldnositott sokszogek egyszerii tulajdonsigai

1.1.2. Lemma. I' gyenge dltaldnositott n-szog pontosan akkor vastag, ha dltaldno-

sitott n-szog.

Bizonyitds. Elészor tegyiik fel, hogy I' vastag. Tudjuk, hogy tartalmaz kozonséges
n-szoget. Legyenek (zg,x1, ..., T2, = xo) egy ilyen kozonséges n-szog elemei sorba-
rendezve. Ekkor d(xg,z,) = n és d(xi,z,) = n —1 = d(xa,_1,7,). A vastagsig
miatt tujuk, hogy létezik y € I'(xy) \ {0, 2}, illetve z € T'(z,) \ {zn-1, Tny1}. Mivel
d(y,z) = d(y,x1) + d(x1,2,) + d(x,,2) = n+ 1 mod 2, ezért d(y,z) # n, azaz y
és z nem szemkozti elemek. Megint kihasznalva (ii)-t, vehetiink egy kozonséges n-
szoget, amely tartalmazza y-t és z-t, ezen beltl kaphatunk egy (y,v/, ..., 2, z) utat,
melynek hossza k < n. Ezt ragasszuk hozza (y, z1, 29, ..., T, 2)-hez, és kapunk egy
n+ 1+ k < 2n-hosszu kort. Ebbél k = n — 1, és kovetkezik, hogy v # x1,2" # .
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1.2. abra. n = 6 eset az 1.1.2 lemma bizonyitasaban

gy megkapjuk, hogy (1,49, ..., 2, 2, Tn, Tni1, s Ton, T1) €gy 2(n + 1)-hosszi kor.
Az elemei mind egyszer fordulnak benne el6, ellenkezé esetben kapnank egy tul kicsi
kozonséges sokszoget. Igy taldltunk egy kozonséges (n + 1)-szoget I-ban ( latsd: 1.2
abra n = 6-ra).
A masik irdnyhoz tudjuk, hogy I' altalanositott n-szog, azaz tartalmaz kozonséges
(n+ 1)-szoget, legyen (xq, 1, ..., Tanr2 = xo) egy ilyen (n + 1)-sz0g elemeinek sorba-
rendezése. Nyilvanvaléan d(zg, 1) = n+1 mod 2, amib6l d(zg, x,+1) < n kovetke-
zik. Legyen a koztiik futé legrovidebb ut (zg, 2/, ..., ,41). Ekkor ha 2" € {z1, xop41},
akkor kaptunk egy kozonséges k-szoget k < n-re, ami nem lehet. Ez azt jelenti, hogy
[(x0) 2 {1, %9041, 2'}. Ez a bizonyitds természetesen minden 0 < i < 2n + 1-re
megmutatja, hogy |I'(x;)| > 3.
Legyen = egy tetszileges pontja vagy egyenese ['-mak. Ekkor létezik egy @ €
{0,1,...,2n + 1}, amire d(x, x;) = n. Ha nem lenne ilyen, valamilyen i-re d(z, z;) =
d(x,zi2) < n—2igaz volna, de ez egy tul kicsi kozonséges k-szog 1étezését jelente-
né, ami ellentmond (7)-nek. Legyen ¢ : I'(x) — I'(z;) az a leképzés, amely minden
w € I'(z) elemet abba az egy I'(x;)-beli elembe képez, amely nincs szemkézt w-tél.
Ez nyilvanvaléan egy bijekcié, igy |I'(x)| = |['(z;)| > 3.

O

Ezzel a kovetkezo két allitast is belattuk a bizonyitas elso, illetve utolsé bekezdésé-

ben.
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1.1.3. Lemma. Legyen I' egy dltaldnositott n-szég. Ekkor minden T'-beli (n + 1)-

hosszi utat tartalmaz eqy kézonséges (n + 1)-szdg.

1.1.4. Lemma. Egqy ' dltalanositott sokszogben minden pontsor mérete illetve min-
den sugdrsor mérete megyegyezik, azaz mondhatjuk, hogy I' rendje valamilyen (s,t)

szdmpdr.

A kovetkezo alternativ definicié segithet az altalanositott sokszogek belsé strukti-

rajanak megértésében:

1.1.5. Allitdas. AT = (P, L, 1) illeszkedési geometria akkor és csak akkor gyenge

altalanositott n-szoqg, ha igaz benne a kovetkezo két axioma.

(I) Minden x,y € P UL esetén, ha d(x,y) =1 < n, akkor a legrovidebb it koztik

eqyértelmd.

(II) Yz € P UL elemre n = max{d(z,y) :y € PUL}

Bizonyitas. Eloszor tegytiik fel, hogy I' egy gyenge altalanositott n-szog az 1.1.1-beli
axiéomék szerint, belatjuk, hogy a fenti axiémék igazak. (I)-hez tegyiik fel, hogy
x és y kozott van két kiillonbozo [-hosszu ut. Ez azt jelenti, hogy a két 1t unidja
tartalmaz egy kort, hiszen valahol elvalnak. Ez egy kozonséges legfeljebb [-szoget
alkot részgeometriaként, ami ellentmond (7)-nek.

(I17)-hoz elég kihasznélni, hogy P # () # L, azaz '-nak van x-en kiviil eleme, legyen
most y egy ilyen. Ekkor (ii) segitségével tudunk mutatni egy kozonséges n-szoget a
két elemhez, amely tartalmaz egy x-szel szemkozti elemet. n-nél nagyobb tavolsagra
pedig nyilvan nem lehet két elem egyméastol, hiszen szerepelnek egy kozos kozonséges
n-szogben, azaz a tavolsaguk legfeljebb n.

A maésik irdnyhoz el6szor elég 1atni, hogy (I)-bél is kovetkezik (i), nem csak a masik
iranyba. Ha lenne egy kozonséges k-szog I'-ban valamilyen k < n-re, vehetjik a leg-
kisebb ilyet. Ekkor ennek két szemkozti elemét két diszjunkt k-hosszu it koti ossze.
(77) belatdsdhoz - mivel barmely két elem tavolsiga legfeljebb n, van koztilk egy
legfeljebb n-hosszu 1t - elég megmutatnunk, hogy barmely n > k-hosszt Gt benne
van egy kozonséges n-szoghen.

(11)-b6l kovetkezik, hogy G(I')-nak nincsen 1 foki csicsa. Tegyiik fel indirekt, hogy
x1 csak egy elemmel szomszédos, zo-vel. Ekkor max{d(z1,y) : y € PUL} =
max{d(z2,y) : y € P UL} + 1, ami ellentmondés. Ebb6l kovetkezik, hogy bar-
mely n > k-hosszi utat tartalmaz egy (k + 1)-hosszt ut. Ezt folytatva elég egy

(g, x1, ..., Tp) n-hosszu lancot vizsgalnunk. Létezik egy x} € ['(zg)\{z1}. A d(x}, z,)
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tavolsag 1-gyel kiillonbozik a d(xg, z,,) tavolsagtdl, azaz d(x}, x,) = n — 1. Ez azt je-
lenti, hogy van x| és z, kozott egy legrovidebb (n — 1)-hosszu 1t, amelynek az
odaragasztasaval (zg, x1, ..., T, )-hez megkapunk egy kozonséges n-szoget.

[

Mivel az n-nél révidebb tavolsdgok esetén a legrovidebb Ut egyértelmii, definidlhatjuk
a vetitést. Legyen z,y € (PU L), d(z,y) < n, és az 6ket 6sszekot6 legrovidebb ut
(z,...,2',y). Ekkor 1" az x elem vetiilete y-ra, amit proj,z-szel jeloliink. Ekkor a
proj, figgvény I'<, (y)-bol I'(y)-ba képez.

Ennek az 4j fogalomnak a segitségével be tudjuk latni a kovetkezo, hasznos allita-

sokat.

1.1.6. Lemma. Legyen I' = (P,L,I) egy gyenge dltalanositott n-szég, x,y,z €
PUL. Had(x,y)+d(y,z) <n és proj,x # proj,z, akkor d(z, z) = d(z,y) + d(y, 2).

Bizonyitds. Az allitas kozvetleniil kovetkezik az 1.1.1-ban kimondott (i) axiémabol,

miszerint [' nem tartalmazhat k-szoget k < n esetén. [

1.1.7. Lemma. Legyen I' = (P, L, 1) egy dltaldnositott n-szdg, és legyen P,Q € P.
Ekkor létezik x € P UL elem, amely P-vel és QQ-val is szemkozt helyezkedik el.

Bizonyitds. Legyen u a k6zéps6 eleme barmely v = (P, ....QQ) legrovidebb ttnak. (Ez
nem feltétlen egyértelmi, ha a két pont szemkozti.) Legyen d(P,u) = d(u, Q) = k,
ekkor k < . Vastagsdg miatt vehetiink egy u’ € I'(u) \ 7y elemet. Az el6z6 lemma
miatt d(P,u') = d(v/, Q) = k+ 1. Most tekintsiink egy tetszoleges x € PU L elemet,
amelyre d(x,u) = (n — k) és proj,x = u. Ilyen elem létezését az 1.1.1 definicié (i)
axiémaéja biztositja, mert tetszéleges, u,u’ dlatal meghatarozott kozonséges n-szog
tartalmaz ilyet. Az eléz6 lemma ismételt alkalmazasabdl az jon, hogy d(P,x) =
d(P,u)+d(u,x) = k+ (n— k) = n, azaz P és = szemkoztiek, illetve hasonléan @ és

x is szemkoztiek (latsd: az 1.3 dbra az n = 6,k = 3 esetben). O

1.1.8. Allitas. Legyen n pdratlan, T' egy (s,t) rendd dltaldnositott n-szég. Ekkor

s =1.

Bizonyitds. Az 1.1.2 lemma bizonyitasdban megjelené ¢ leképezés két szemkozti
elem szomszédsaga kozti bijekcié. Ha n péaratlan, a szemkozti elemek koziil az egyik
egy egyenes, a masik egy pont. Ez az el6z6 lemmaval, illetve annak dualisaval egytitt
kiadja a kivant allitast. m
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1.3. dbra. n = 6,k = 3 eset az 1.1.7 lemma bizonyitasdban

A kovetkezo ekvivalens definicié az incidenciagraf iranyabol fogja meg az altalano-

sitott sokszogeket.

1.1.9. Allitas. AT = (P, L,1) illeszkedési geometria pontosan akkor (gyenge) dl-
taldnositott n-szdg, ha G(I') egy dsszefiiggd, n atmérdji és 2n béségi grdf, amelyben
minden csics foka legalabb 3 (legaldbb 2).

Bizonyitds. Az 1.1.2 lemma miatt elég gyenge altalanositott sokszogekre belatni az
allitast. Jol latszik, hogy egy gyenge altaldnositott n-szog incidenciagrafja rendel-
kezik a fenti tulajdonsiagokkal. 1.1.5 (I7) miatt az atméré n, 1.1.1 (¢) és (i) miatt
pedig a bdség nyilvan 2n. A bizonyitas hatralevé részében jelolje G = G(I).
A mésik iranyhoz tegyiik fel, hogy G rendelkezik a fenti tulajdonsagokkal, megmu-
tatjuk, hogy 1.1.5 két axiéméja teljesiil. (/) nyilvan igaz, ellenkezd esetben kisebb
volna G bésége, illetve d(u,v) < n minden u,v € V(G)-re. Elég megmutatni, hogy
(I1) is teljestl.
Indirekt tegyiik fel, hogy 1étezik v € V(G), hogy max{d(u,v) : v € V(G)} <n — 1.
Rogzitstink egy v csicsot, amelyre d(u,v) = m maximalis. Tekintsiik vy, v € N(v)
csucsokat. A feltétel miatt létezik legaldabb kettd ilyen. Mivel m maximalis és G
péros, d(u,v;) = d(u,ve) = m — 1. Ha vessziik az ezeket a tavolsdgokat meghataro-
z6 (m — 1)-hosszt utakat, kapunk egy legfeljebb 2m-hosszt kort, ami ellentmond a
béségre vonatkozé feltételnek.

O

A kovetkezd, ismert tételt nem bizonyitjuk:



ALTALANOSITOTT SOKSZOGEK 10

1.1.10. Tétel. [7] (Feit-Higman) Altaldnositott n-szégek pontosan akkor léteznek,
ha n € {3,4,6,8}.

1.1.3. Tovabbi definicidk
Altaladnositott részsokszogek

[ egy (gyenge) altalanositott rész-n-szoge a [' geometrianak, ha részgeometria
benne, és (gyenge) altalanositott n-szog. Ha I' (gyenge) altalanositott m-szog, akkor
n > m, hiszen ellenkez6 esetben til kicsi kozonséges sokszog lenne I'-ban.

Egy I gyenge részsoksoget akkor neveziink idealisnak, ha minden I’-beli sugérsor
mérete megegyezik a neki megfelel6 I'-beli sugarsor méretével. A dualis fogalom sze-
rint I teli részsokszog, ha minden pontsora megegyezik a neki megfelelé pontsorral
I-ban.

Ha I altaldnositott rész-n-szoge egy I' altalanositott n-szognek, a két elem kozt mért
tavolsag megmarad. Ha z,y € P'UL’, van egy kozonséges n-szog, amely mindkettSt
tartalmazza, és megad koztilkk egy legrovidebb utat. Ez az n-szog I'-ban is benne

van, tehat ott nem lehet méas d(z,y) értéke.

Projektiv sikok

1.1.11. Definicié. [9] Legyen T = (P, L, 1) egy illeszkedési geometria. T'-t projekt-

tv stknak nevezzik, ha a kovetkezd axiomdk teljestilnek.
(P1) VP,Q € P, dle € L, hogy {P,Q} C T'(e).

(P2) Ve, f € L, AP € P, hogy {e, f} CT(P).

(P3) T wvastayg.

A projektiv sikok ezen axiomatikus definicidja segiteni fog abban, hogy megmutassuk
a jol ismert allitast, miszerint megegyeznek az altalanositott haromszogekkel. A

teljesség kedvéért felidézziik a rovid bizonyitast is.

1.1.12. Allitas. I = (P, L,1) illeszkedési geometria pontosan akkor projektiv sik,

ha dltalanositott haromszag.

Bizonyitds. Az 1.1.2 lemma miatt elég megmutatni, hogy {(P1),(P2)} ekvivalens
az 1.1.5 szerinti {(I), ({I)}-vel. Legyen el6szor I' projektiv sik. (/) nyilvanvaléan
kovetkezik a két axidmabdl. (I7) beldtdsdhoz vegyiink két tetszleges z,y € P U L

elemet, hogy = L y, és legyen a koztik 1é6v6 egyértelmii elem a. A vastagsag miatt
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létezik b € T'(y) \ {a}, ekkor nyilvan d(z,b) = 3. Most tegyiik fel, hogy van két
elem, amelyek tavolsdga 4. Ezek ugyanabban a P vagy £ halmazban vannak, tehat
a tavolsaguk 2, ami ellentmondas.

Most legyen I' egy altalanositott haromszog, amelyre teljestl (1) és (I1). Vegytink
két teszbleges P, ) € P pontot. Mivel a maximalis tavolsdg 3, ezért a d(P,Q) =
2, vagyis egyértelmii it van koztiik, azaz egyértelmiien van egy egyenes, amelyik
mindkét ponton atmegy. (P2) pont (P1) dudlis allitdsa, ezért teljesiil ugyanazon
gondolatmenet miatt.

]

1.2. A cage probléma

Ebben az alfejezetben a [6] survey cikkben taldlhaté eredményekbdl ismertetiink
parat.

Azt mondjuk, hogy a G = (V, F) regularis graf (k, g)-graf, ha k a cstcsok fokszama
és g a graf bosége. Egy (k, g)-grafot cage-nek neveziink, amennyiben az adott (k, g)
szamparra nézve minimalis a csicsszama. A szamparhoz tartozo cage csicsszamat
n(k, g)-vel jeloljuk.

Erdés és Sachs [5, 13] belattak, hogy minden k > 2 és g > 3 esetén létezik (k, g)-
cage. Nyilvanvaléan minden cage 6sszefiiggd, hiszen minden (k, g)-grafnak van kom-
ponense, ami énmagéban is (k, g)-graf (nyilvan az 6sszes olyan, amelyik tartalmaz
g-hosszt kort). A k = 2 eset ennélfogva elég egyszeri, n(2,g) = g, ahol a (2, g)-cage
Cy, a g-hosszt korgraf. Innentdl altalaban feltessziik, hogy k& > 3. Egy alapvetd als6

korlatot ad a (k, g)-grafok méretére a kovetkezd allitas.

1.2.1. Allitas. Minden k > 2,9 > 3 esetén n(k,g) > M(k,g), ahol M(k,g) az

ugynevezett Moore-korldt a kiovetkezo:

|4y (k_l)i:k(k*);’#’ ha g pdratlan,

P - 2

M(k,g) = (1.2.1)

ha g paros.

Bizonyitas. Legyen G egy (k, g)—gréf g paratlan. Vegyiik G tetsz6leges csucsat. Fi-
gyeljiik meg, hogy ennek egy kis %5~ L < méretli kornyezete lokélisan mindenképp fa
kell, hogy legyen. Ha ezen beliil futnanak keresztbe élek, lenne egy g-nél kisebb kor.
Ha 6sszeszamoljuk a csticsokat, pont a fenti képletet kapjuk, a kiindulé csicsnak k
szomszédja van, utdna minden csicsnak (k — 1) 0j szomszédja.

Ha ¢ paros, hasonléan gondolkozhatunk, de egy élbol hasznosabb kiindulni. Ekkor
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mindkét végpontjanak (k — 1) tovabbi szomszédja van, amelyeknek megint ugyan-
annyi. Ezt egészen addig folytathatjuk, amig mindkét agon (§ — 1) tévolsagnyira el
nem tavolodtunk.

O

1.2.1. Moore-grafok

Azokat a cage-eket, amelyekre éles a Moore-korlat, Moore-grafoknak hivjuk. Ezek

csak specifikus (k, g) parokra léteznek.
1.2.2. Tétel. [2, 4] k > 2,9 > 3 esetén n(k,g) = M(k,qg) akkor és csak akkor, ha
(1) k=2 és g tetszbleges, korgrafok (C,);
(1) g = 3 és k tetszdleges, teljes grifok (Kii1);
(111) g =4 és k tetszdleges, teljes pdros grafok (Kiy);
(iv) g=>5 és
- k=2, az 5-hosszu kor,
- k =3, a Petersen-grdf,

- k=17, a Hoffman-Singleton grdf,

és talan k = 57;

v) g =06,8 vagy 12, és létez — 1)-rendd dltaldnositott %-szoq, ekkor a Moore-
6,8 12, és létezik (k — 1 dii dltaldnositott §-szdg, ekk M

grdf az dltaldnositott §-sz0g incidenciagrdfja.

Az 1.4 4bran a (3,5) Moore-grafot, az igynevezett Petersen grafot lathatjuk, a (7,5)
Moore-grafot, a Hoffmann-Singleton grafot pedig az 1.5 dbran. Az (57,5) Moore-graf
létezése nyitott probléma.

A tételt most nem bizonyitjuk, csak az (v)-6s pont lesz a szakdolgozat szempontjabdl
fontos. Az, hogy egy I' szimmetrikus rendi altalanositott sokszog incidenciagréfja
Moore-graf, gyakorlatilag kovetkezik a Moore-korlat bizonyitasabol. Mivel a bdség
2n, ezért az ott vizsgalt grafrész lokalisan G(I')-ban is fa kell, hogy legyen, tehat
legalabb annyi csticsa van. Tobb viszont nem lehet, hiszen az a&tmérdje n, és barmely
csices, ami az Osszeszamoltakon felil 1étezne, legaldbb (n 4+ 1) tdavolsdgra lenne a
kiindulé csicstol. Hasonlé gondolatmenettel a kdvetkezo altalanosabb allitasok is

leirhatoak.
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1.4. dbra. A 10 csticsut Petersen graf [3]

1.2.3. Lemma. [11] Legyen I' = (P, L,1) egy (s, t) rendd dltaldnositott n-szog, ahol
n >3 ésx e P. Ekkor |I';(z)| = (t+ 1)3L%JtL%J minden 1 <1i < (n—1)-re, amibdl

e ha n padros,

(st)z — 1 (st)z — 1

Pl= s+ D) o= 4 )P

o han paratlan (és ezért s =t),

s"—1
Pl =1l ==

1.2.4. Kovetkezmény. [11] Legyen I' = (P, L,1) egy (s,t) rendi (gyenge) dltald-
nositott n-szdg, aholn € {3,4,6,8}. Ekkor

s2+s5+1, ha n = 3,
P (14 s)(1 + st), ha n =4,
(1+s)(1+ st + s*t?), ha n = 6,
(14 s)(1+st)(1+s%%), han=8.
Dudlisan
s24s+1, ha n = 3,
| (14+t)(1 + st), ha n = 4,
(1+t)(1+ st + s*?), ha n = 6,
(1+t)(1+4st)(1+s%%), han=8.
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1.5. abra. A 50 cstucst Hoffmann-Singleton graf [12]

1.2.2. Ismert eredmények az n(k,g) fiiggvényrsl

Altalaban azon (k,g) pérokra, amelyekre nincsen Moore-graf, nehéz feladat
n(k,g) meghatarozasa. Kevés, a Moore-korlatnal jobb alsé becslés ismert, felsé
becslések pedig konkrét (k,g) grafok létezésébél kaphatdak. Altalaban véve az
e(k,g) = n(k,g) — M(k, g) tgynevezett excess nagysagrendje is nyitott kérdés.

Az itt kovetkez6, nem bizonyitott tételek abba az irdnyba mutatnak, hogy n(k, g)
nagyjabdél monoton noévekszik. Az allitdsok hidnyossagaibdl meglatszik, hogy ezt

kimondani biztosan nem tudjuk, pedig intuitiv médon monotonnak kéne lennie.

1.2.5. Tétel. [5] Legyen G olyan k-reguldris, legalabb g béségi grdaf, hogy az ilyen

tulajdonsdgi grafok kozott minimalis a csiucsszama. Ekkor G bdsége pontosan g.

A kovetkezo tétel azt mutatja, hogy az egymas utan kévetkezd cage-ek méretkiilonb-
sége nem lehet tobb, mint kétszeres. Ennek létezik erdsitése, de hasonld nagysagrend-
ben, ezért itt nem tériink ki ra, mert nem lesz ra szitkség. A harmadik tétel pedig az

els6 paraméterrdl ad hasonl6 informaciot, illetve megerdsiti a masodik paraméterrdl
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alkotott 1.2.5 tételt.
1.2.6. Tétel. [5] Legyen k > 3 és g > 3 pdratlan, ekkor n(k,g+ 1) < 2n(k,g).

1.2.7. Tétel. [14] Minden k > 2-re és tetszbleges g > 3-ra
n(k, g) <n(k,g+1),

és ha k pdros, akkor
n(k,g) <n(k+2,g).

Egy éltaldnos fels6 becslést ad n(k, g)-re az utolsé tétel, hasznos viszonyitasi alap

lehet késébb szerepld, konkrét (k, g) parokra adott felsé becslésekhez.

1.2.8. Tétel. [14] Minden k > 2-re és g > 3-ra

2(k —2)972,  ha g pdratlan,
n(k,g) < (k=2) I

4(k —1)973, ha g pdros.



2. fejezet

(k,7)-grafok altalanositott
négyszogek Levi-grafjaibol

Ebben a fejezetben Kiss Gyorgy 7-béségii grafokkal kapcsolatos [8]-beli eredmé-
nyeirdl lesz sz6. Azért fontosak ezek nekiink, mert az itt hasznaltakhoz hasonld
modszereket fogunk a harmadik fejezetben alkalmazni 9,10 és 11 béségii (k, g)-
grafok konstrukcidihoz. El6szor roviden foglalkozunk altalanositott négyszogekkel.

Egy (s,t) rendii dltaldnositott négyszoget GQ(s,t)-vel jelolhetiink.

2.1. Altaldnositott négyszogek

Konkrét esetekben hasznos lesz egy alternativ definicié altalanositott négyszogekre.

2.1.1. Lemma. [11] AT = (P, L,1) geometria akkor és csak akkor gyenge dltald-

nositott néqyszog, ha a kovetkezo axiomak teljestiilnek rd.

(a) Legyen {P,e} eqy antizdszlo. Ekkor egyértelmien létezik a {Q, f} zdszld,
amelyre PIfIQIe.

(b) Bdrmely pont legaldbb kettd, de nem az dsszes egyenessel szomszédos, illetve
dudlisan barmely egyenesen legaldbb ketto, de mem az Osszes pont helyezkedik

el.

Bizonyitds. FEzek az axidémak nyilvan teljesiilnek, ha I" egy altaldnositott négyszog.
Legyen I' olyan geometria, hogy teljesiti (a)-t és (b)-t, és vegyiink két P, P € P
pontot. Ha egy P-n d&tmend egyenes nem szomszédos P’-vel, (a)-bdl kovetkezik, hogy
legfeljebb egy egyenes szomszédos mindkét ponttal (azaz nem részei kozonséges 2-
szognek). HaI'(P) C I'(P’), akkor (b) miatt 1étezik egy e egyenes, amely elkeriili P'-t,
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azaz P-t is. Ekkor (a) szerint kaphatunk egy f egyenest, amelyre f € T'(P) C I'(P').
Indirekt tegytik fel, hogy létezik egy f’ # f egyenes, amelyre {P, P’} C I'(f'), igy
adna egy kozonséges 2-szoget. Alkalmazzuk az (a) axiomat e N f-re és f'-re, ha ezek
nem szomszédosak. Ez ellentmondas, mert {P, f} és {P’, f} is megfelel6 zaszlok. Ha
szomszédos lenne e N f és f/, akkor a { P, e} antizdszléra nem alkalmazhaté az (a)
axioma. Ezzel megmutattuk, hogy I' nem tartalmaz kozonséges 2-szoget. Kozonséges
héromszoget sem tartalmaz (a) miatt, azaz (i)-t belattuk 1.1.1-bél.

Most (i), (a) és (b) egylittesébél kijon (i7), hiszen vegytnk egy (a) szerint kapott 3-
hosszu lancot. Ezt meg tudjuk hosszabbitani kettével, mivel minden elem legaldbb
két elemmel szomszédos, és az igy kapott 5-hosszi ldnc két végpontja (az egyik
egyenes) egy antizaszlot hatdroz meg, azaz (a) szerint egyértelmiien befejezhetd a
8-hosszu kor, azaz kozonséges négyszog.

[]

2.1.2. Példa. [9] A PG(3,q) tér pontjai és a tér eqy nullpolaritisinak autokonjugdlt
egyenesei a PG(3,q)-beli illeszkedéssel q rendi dltalanositott négyszoget alkotnak,
amelyet W(q) jelol.

Ezek kozil a legkisebb, W(2) a 2.1 dbrdn lathaté. Ennek 15 pontja és ugyanennyi

egyenese van.

2.1. dbra. W(2) [9]
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A fent szerepl6 példa itt ki nem fejtett fogalmairdl pédaul [9]-ben lehet informéciot
talalni.

A cél, hogy egy G(GQ(s, s))-ként el6élld, (s+1,8) Moore-grafbdl valamilyen szerke-
zeti modositasokkal (s+ 1,7) grafot csindljunk. Ez azért hasznos megkozelités, mert
ugyan n(k, g) szigortan monoton nvekszik ¢ szerint, mivel Moore-grafbél indulunk
ki, a végeredmények altaldban nem lesznek tul nagyok a sajat paramétereikhez ké-
pest sem. Egy mésik haszna az ilyen médu konstrukcioknak, hogy az altalunk ismert
altalanositott sokszogek egy-egy végtelen csaladba oszthatdak, amelyben egyre no-
vekvo rendil tagok vannak. Ez azt jelenti, hogy ennélfogva végtelen grafcsaladokat

fogunk konstrukcioként kapni.

2.2. (k,7) grafok eldallitasa

2.2.1. Torolheto cstucshalmazok

2.2.1. Definicié. Legyen G = (V,E) egy r-requldris részgrifja valamilyen
G(GQ(s,s))-nek. Egy W C V cstucshalmazt torolhetének mondunk, ha megfelel
a kovetkezd feltételeknek.

o Ha W tartalmaz két metszo egyenest, akkor a metszéspontjukat is, valamint az

dsszes, a metszésponton dtmend (dsszesen r darab) egyenest.

e Ha W tartalmaz két kollinedris pontot, akkor az oket dsszekdtd egyenest is,
tovabbd a maradék r — 2 (dsszesen r darab) pontot, amelyek az egyenesen
helyezkednek: el.

o Minden v € W csics V \ W-beli szomszédjainak szama pdros.

Az els6 két pont atfogalmazhaté a grafelmélet nyelvére tgy, hogy minden csics-
ra, amelynek legaldbb két szomszédja W-beli, 6nmaga és a teljes szomszédsaga is
W-beli. Most néhany altaldnosabb eredmény jon, ami a torolheté halmazrél meg-

mutatja, miért lehet hasznos fogalom.

2.2.2. Allitas. Legyen I' egy GQ(s,s), és G = (V,E) egy r-requldris részgrifja
G(T)-nak, és W C 'V a csicsok eqy torolhetd részhalmaza. Legyen G' C G a V\ W
csucsok dltal indukdlt részgrdf. Ekkor G'-ben kétféle csucs szerepel. Amely csucsok
szomszédosak voltak W -vel, (r — 1) fokuak G'-ben, tobbi foka G'-ben r marad.

Létezik olyan teljes parositis G' (r — 1) foki csicsain, hogy a pdrositis minden uv
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élére u L v, azaz minden €l eqy torolt ponton dtmend két egyenest vagy eqy torolt

egyenes két pontjat koti dssze.

Bizonyitds. Tekintsiik a G graf egy tetszoleges u € V pontjat. Két halmazra bont-

hatoak a szomszédai:
Nuw)={ve(V\W):we E}U{veW :uw e E} = N'(u) UD(u)

Ekkor G regularitdsa miatt |N'(u)| + |D(u)] = r. Mivel W torolheté halmaz, a
kovetkezo tulajdonsagokkal rendelkezik:

(i) ha |D(u)| > 1, akkor |D(u)| = r;
(i) ha wy # wy € W, akkor N'(wy) N N'(wq) = 0.

Tehét ha uw € V \ W, akkor |D(u)| < 1, azaz |N'(u)| = r vagy r — 1. Az allitas
elsé felét ezzel belattuk. Egy G'-beli u cstcs foka pont akkor r — 1, ha |D(u)| = 1.
Legyen w ez az egy W-beli szomszédja u-nak. Ekkor |D(w)| < 2 és |N'(w)| péros
W torolhetésége miatt. Ez azt jelenti, hogy r paritasatol fuggden |N'(w)| = r vagy
r—1. Ekkor tudunk venni egy M,, teljes parositast az N'(w) csticshalmazon. (ii)-bél
kovetkezik, hogy az {M,, : w € W, |D(w)| < 2} élhalmaz egy teljes parositas G'-ben
a (r — 1) foka csicsokon, és az 1j élek megfelelnek a feltételnek, hogy térolt ponton

atmeno két egyenest vagy torolt egyenes két pontjat kotik ossze.
]

2.2.3. Lemma. Legen T eqy GQ(s,s), és G = (V, E) egy r-requldris részgrifja G(I')-
nak ugy, hogy s +1 > r és r paratlan. Legyen W C V' eqy torolheto csiucshalmaz
G-ben, illetve G' = (V\ W, E") a W dltal indukalt részgraf. Adjunk hozzad eqy teljes
parositast a (r — 1) fokid csiucsokhoz az el6zd dllitasnak megfeleld modon. Ekkor az
uj, G" = (V\ W, E") grdf r-requldris és legaldbb 6 a bdsége.

S6t, ha C egy 6-hosszu kor G"-ben, akkor pontosan két 1j élet tartalmaz és megfelel
az (uy, vy, Vs, Ug, Vs, V) vagy az (U, Vo, U3, Uy, Us, Vg) ciklikus sorrendnek, ahol u; a

pontoknak és v; az egyeneseknek felelnek meg, vagy forditva.

Bizonyitds. A szikséges parositas létezése és G” regularitasa a 2.2.2 allitasbol ko-
vetkezik.

Legyen C egy G"-beli, I < 6-hosszu kor. G bésége 8, tehat C biztosan tartalmaz
1j éleket. Mivel minden cstucsbol legfeljebb egy 1j €l indul, a kérben nem lehet 3
egymas utani azonos fajta csucs.

Tegytik fel indirekt, hogy [ < 5, akkor C legfeljebb 2 1j élet tartalmazhat. Ha xy egy
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ilyen 1j él, akkor létezik egy z € W, hogy {z,y} C N'(z). Az {j éle(ke)t 2-hosszi
G-beli utra cserélhetjiik, igy az [-hosszu C korbél egy G-beli C’ kort kapunk, melynek
hossza ' <[+ 2 <7, ami ellentmondas.
Igy csak | = 6 fordulhat el§, tehét felithaté C = (uy, va, vs, ug, ws, wg) moédon az
altalanossag megszoritasa nélkil, hiszen ha v; az egyik fajta cstcs, v; mindenképp
a masik fajta. Ha wswg egy 14j él, akkor mindkét 14j él azonos fajta csticsok kozott
megy. Ha ws és wg kiillonbozo fajta csicsok, akkor vagy usws egy 1j él, vagy wguy,
mindkét esetben a két 10j él koziil az egyik két pontot a méasik két egyenest kot dssze,
és ezek ciklikus permutacidja megegyezik a lemma allitasaban foglalt mdédon.

O

2.2.2. Racsok altalanositott négyszogekben

2.2.4. Definicié. Legyen I' egy (s,t)-rendd dltaldnositott négyszog. Tekintsink eqy
G C I részgeometridat, amely k darab paronként nem metszé "vizszintes" egyenesbol
és | darab paronként nem metszo "fliggdleges” eqyenesbdl all, illetve minden vizszintes
és fiiggoleges egyenespdr metszéspontjabol. Ekkor ezt a részgeometriat eqy k X l-es

racsnak hivjuk.

Jol latszik, hogy egy altalanositott négyszogbe bedgyazott racs egy gyenge altalano-
sitott résznégyszog. Ekkor nyilvanvaléan nem lehet idealis, hiszen minden pontjan
két egyenese megy at, de lehet teli, amennyiben az egyeneseinek Osszes pontjat tar-
talmazza.

Ez a struktira azért lesz nagyon hasznos, mert torolheto csiicshalmazokat is tudunk

belolitk konstrualni és onmagaban is alkalmazhaté a kdvetkezé modon.

2.2.5. Lemma. Legyen I' eqy GQ(s,s), és G = (V, E) egy k-requldris feszitérész-
grifja G(T')-nak, ahol k > 7, illetve I'-ban van egy k X k-as G rdcs. Nevezzik G
két paronként nem metszd egyeneshalmazdanak elemeit {e; : 1 < 1 < k}-nek illetve
{f; 1 < j < k}-nek és az e; és f; egyenesek metszéspontjdat P, j-nek. Toréljik ki
G-b6l G 2k darab egyenesét. Ezutdin adjunk hozzd egy-egy uj élet a (P, P, j+1) €s a
(P, k, P;1) pontparok kézé minden 1 < i < k és1 < j <k —1 esetén. Nevezzik az
uj grafot G'-nek. G' eqy k-reguldris grdaf, amelynek legaldbb 7 a bdsége.

Bizonyitds. A bizonyitas hasonld a 2.2.3 lemma bizonyitdsadhoz.
El6szor figyeljiilk meg, hogy barmely rogzitett i-re az 1j élek egy k-hosszu kort al-
kotnak a P; ; pontok metén. Ebbdl is latjuk, hogy minden G-beli ponthoz pontosan

2 1j él tartozik, illetve 2 vele szomszédos egyenest toroltiink, tehat G’ k-regularis.
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Tegyiik fel, hogy G’ tartalmaz egy [ < 6 hosszusagu C kort. Mivel G bésége 8, ezért
biztosan van 4j él C-ben. Amennyiben ujus..., u; az egyetlen egymés utan kovetkezo
1j élekbdl allo szakasz C-ben, akkor u; L u; kollinedrisak I'-ban, tehat mindketten
szomszédosak egy v egyenessel. Ezek szerint a C korhoz rendelhetiink egy C’, G-beli
kort, amit az u;...u; szakasz ujvu; 2-hossza utra vald lecserélésével kapunk. Ekkor
C' hossza I' <141 < 7, ami ellentmondés, hiszen G bisége 8.
Megtudtuk, hogy C tartalmaz legalabb 2, nem egymast kéveto 4j élet. Ebbol kovet-
kezik, hogy C 6-hosszt és felirhatd (uy, ug, v3, ug, us, vg)-ként, ahol az u;-k pontokat,
mig a v;-k egyeneseket jelolnek. Mas nyilvdn nem lehet, hiszen ahhoz, hogy 6 él
koziil legyen két nem egymast koveto 1j €él, a kettd kozott egy-egy egyenesen ke-
resztiil kell 1épnie C-nek. Ekkor definicié szerint uy és uy két nem metsz6 egyenesrol
egy-egy pon G-bdl. Ha uy = P, és us = Pj,, Ugy, hogy 7 # j. akkor m # n esetén
nem kollinearisak I'-ban. Ellenkezo6 esteben, ha 6sszekotné 6ket egy e egyenes, akkor
(€is Py, [, Pjn, €, Pim, €;)-vel taldlunk egy kozonséges haromszoget, ami ellentmon-
das. Amennyiben viszont m = n, akkor mindkét pont a torolt f,, egyenesen van.
Egyik esetben sincs kozos szomszédja G'-ben a két pontnak. Az ellentmondéssal a
lemma allitasat belattuk.

O

Legyen k > 2 egy péaros egész szam, és tekintsiikk a k x (k — 1)-es részt az egész

szamok szamsikjarol, mint racsot,
G={(i,7):1<i<k—-1,1<j<k}

Ekkor G elemein egy teljes parositast téglalapmentesnek neveziink, ha nincsen
két olyan él, amelyhez tartozo 4 csics olyan téglalapot hataroz meg a sikon, amely-
nek oldalai a koordinatatengelyekkel parhuzamosak. Ezt réviden csak téglalapnak

nevezzik.
2.2.6. Lemma. A fent definialt G-hez létezik téglalapmentes pdrositds.

Bizonyitds. Legyen Kj a k-csicsu teljes graf, jeloljik a csicsait pozitiv egész sza-
mokkal. Legyen F = {Fy, Fy, ..., Fx_1} egy egy-faktorizdcidja Kj-nak. Ekkor a ko-
vetkez6 médon definidljuk a parositdst G-n. Az (i1, j1)(i2, j2)) élet pontosan akkor
huzzuk be, ha i; =iy és a Ky-beli 7172 €l az F;, faktorhoz tartozik.

Igy definici6 szerint a parositds @ élet tartalmaz, és az Osszes fiiggbleges. A racs
egy rogzitett fliggbleges egyenesére (legyen ez az X = i egyenletnek megfelels) illesz-
ked6 élek megfelelnek a g darab élnek az F; egy-faktoraban Kji-nak. Mivel minden

egy-faktor K Osszes csucsat tartalmazza, ezért teljes parositast kapunk.
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Most tegyiik fel, hogy a parositéds tartalmaz egy téglalapot, mondjuk az (i1, 71) (i1, J2)
és (iz, j1)(i2, j2) élek mentén. Ekkor a Ky-beli ji7; él az F;, és F;, faktorokba is tar-
tozna, ami ellentmondas.

]

2.2.7. Lemma. LegyenT egy dltalanositott négyszog, amely tartalmaz egy kx (k—1)-
es racsot, és G = (V, E) egy k-requldris feszitérészgrafia G(I')-nak, ahol k pdros.
Nevezziik a rdcsot G-nek, a két, paronként pdrhuzamos egyeneshalmazat jeldljiik
E = {er, e, ..., ex_1}-gyel illetve {f1, fo, ..., fu}-val, és legyen P;; az e; és f; egye-
nesek metszéspontja. Toroljik G-b6l a k — 1 darab pdronként nem metszé egyenest
tartalmazo € halmazt, legyen a kapott grif neve G'. Ezutan adjunk hozzd G'-hoz egy
téglalapmentes parositast a 2.2.6 lemmdban megadott modon G pontjaihoz, és az igy
kapott grafot nevezzik G"-nek. Ekkor G" egqy (k, g)-grdf, ahol g > 7.

Bizonyitas. Eloszor vegylik észre, hogy & egy torolheto csiicshalmaz a 2.2.1 definicio
szerint, és a G'-re alkalmazott parositas megfelel a 2.2.3 lemma feltételeinek, hiszen
minden 4j él egy torolt egyenessel szomszédos két pont kozott megy. Igy G”-nek
legalabb 6 a bdsége, illetve minden 6-hosszu kor 2 4j élet tartalmaz.
Indirekt tegyiik fel, hogy C egy 6-hosszt kér G”-ben. Mivel mindkét 1j él két pontot
kot Ossze, ezért a 2.2.3 lemma miatt C = (a, B,C,d, E, F)-ként felirhaté, ahol a
kisbetilik az egyenesek, a nagybetiik a pontok. Ebbol kovetkezik, hogy a B, C, E, F
pontok egy téglalapot alkotnak G-ben, ami ellentmond a parositas téglalapmentes-
ségének, igy nem lehet 6-hosszt kor G”-ben.

m

2.2.3. Fels6 becslések n(k,7)-re

Lathatjuk, hogy kétféle modszeriink is van, hogy racsok segitségével olyan médon
"rontsuk el" egy altalanositott négyszog belso struktirajat, hogy tul kicsi korok nem
allhatnak még el6. A kovetkezokben bemutatjuk, milyen eredményeket lehet ezekkel
a modszerekkel kapni. Ezeknek a tételeknek a bizonyitasa tulmutat ezen szakdol-
gozat keretein. Minden fels6 becslés megfelel6 végtelen grafcsalad konstrukciojabol
adodik. A kiillonb6z6 megszoritdsok dltalaban azért vannak, mert kiillonbozé ismert
altalanositott négyszogesaladok csak adott rendekre léteznek.

Osszehasonlitas céljabdl ide tjra kifrjuk a relevans Moore-korlatot:

MET)=k(k—12+k(k—1)+k+1=F -k +k+1.
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2.2.8. Tétel. Legyen q > 7 eqy tetszoleges primhatvdny. Ekkor

2k3 —4k% + 2k, hak=q+1,

n(k,7) <
2k3 — 2k, ha k = q.

A q > 7 megkotés arulkodo lehet, ez az eredmény 2.2.5 lemma segitségével jon ki. A
kovetkezo, a 2.2.7 lemmara tamaszkodé eredmény ennél kicsit rosszabb felsé becslés,

de k = 4-re illetve 6-ra is ad informécidt.

2.2.9. Tétel. Legyen q > 3 pdratlan primhatvany, k = q + 1. Ekkor
n(k,7) < 2k3 — 4k* + 3k + 1.

A kovetkez6 tétel informéaciot ad tetszoleges paros k-ra. A 2.2.3 lemma altaldnositott
négyszogek Levi grafjanak feszitorészgrafjaira vald alkalmazasabdl, illetve 6-hosszu

korok kizarasara szolgald érvelésbol jon ki.

2.2.10. Tétel. Legyen k > 4 tetszdleges pdros egész szam, €és legyen q a legkisebb
primhatvdny, amelyre k < q. Fkkor

n(k,7) < 2kq* — q.
Es ha q pdratlan, akkor
n(g—1,7)<2¢* —2¢* —q=2(q— 1> +4(g—1)*+(¢—1) — 1.
2.2.11. Tétel. Legyen q > 4 eqy tetszoleges pdros primhatvany, és k = g+ 1. Ekkor
n(k,7) < 2k* — 5k% + 6k — 3.

Ezt az utolsé tételt korabban Abreu és masok mér belattak [1], Kiss Gyorgy adott
ra egy masodik, a 2.2.3 lemmat felhasznalé bizonyitast is.

Jol1atszik, hogy ezek az eredmények dltaldban nagyjabol 2M (k, 7) nagysagrendjében
mozognak, ami alapvetéen nagyon j6. M (k, g) konstansszorosarél sem tudjuk, hogy

minden (k, g) parra elérheté-e.



3. fejezet

(k, g)-grafok altalanositott
hatszogek Levi grafjaibél

3.1. Altaldnositott hatszogek

Ebben a fejezetben az eléz6 fejezethez hasonld, 1j eredményeket mutatunk be.
Ezek (k,9), (k,10) és (k,11)-grafok konstrukciéi, amelyeket altaldnositott hatszo-
gek (k,12) Levi-grafjainak a modositdsaval allitunk eld.

Ehhez sziikségiink lesz néhany ismeretre altalanositott hatszogek belso szerkezetére
vonatkozoan [11]-b6l. Elészor definidlunk néhany altalanositott hatszogekre specifi-

kus fogalmat.

3.1.1. Regularitas

Legyen u egy pontja vagy egyenese a I' = (P, L, I) altalanositott n-szoégnek. Legyen
w egy u-val szemkozti elem, és 2 < i < 3. Ekkor ufy = T'i(u) N[y y(w) az u w
szerinti i-tavolsag-nyoma, egyszerliség kedvéért ¢ = 2 esetben csak u elem w
szerinti nyomanak nevezziik, és az ufy = u” jelolést hasznaljuk.

Ezek az i-tavolsdg-nyomok indukédlnak egy geometriat I';(u)-n a kévetkezé médon:

Ui = (Li(u), {ug : w € Ty (u)}, €).

I'; -t nevezziik a I' sokszog u-beli i-derivaltjanak.

Jol latszik, hogy I';(u) barmely két egymastol 2i tavolsagra 1évé eleme benne van u
egy i-tavolsdg-nyomaban, sét, a harom elemet tartalmazza egy kozonséges n-szog.
Azt mondjuk, hogy v i-tavolsag-regularis, ha I';,, egy parcidlis linearis tér,

azaz u barmely két kiillonbozo i-tavolsag-nyomanak legfeljebb egy kozos eleme van,
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vagyis uﬁ.’f = uﬁ’f és ]uﬁ’f N uﬁ.}f] < 1 kozil pontosan az egyik teljesil. Ha « minden

2 <i < F-re i-tdvolsag-reguldris, akkor reguléaris-nak hivjuk.

Ebben a fejezeben innentél I' = (P, £, 1) amennyiben kiilon nem jelezziik, egy élta-
lanositott hatszoget jelol.

Legyen P egy 2-tavolsag-regularis pont egy altalanositott hatszogben. Azt mondjuk,
hogy P span-regularis, ha minden vele kollinearis X pontra és minden X-szel
szemkozti A, B pontokra igaz, hogy ha P € X4 N X? és | X4 N X8| > 2, akkor
X4 =X5B.

Koénnyen lathatd, hogy ha X is 2-tavolsag-regularis, akkor mindenképpen teljestl a
feltétel.

3.1.2. Egy részhatszog altalanositott hatszogekben

Megmutatjuk, hogy bizonyos altalanositott hatszogeknek van egy gyenge altalano-
sitott részhatszoge, amelyet késobb ki fogunk hasznalni a grafkonstrukciokhoz. A
bizonyitas soran ennek a részhatszognek a belsé strukturajaba is bepillantast nye-

rink.

3.1.1. Definicid. Legyen P egy span-requldris pont a 1" dltaldnositott hatszégben
és Q eqy szemkozti pontja P-nek. Legyen S a kévetkezd pontok halmaza. X € P(T)
pontosan akkor van S-ben, ha X € T'y(Z)NTy(Y) dgy, hogy Y és Z nem kollinedrisak
éswvagy Y € P9, Z € QF, vagy Y € QF, Z € PQ. Ekkor T'(P,Q)-nak nevezziik
azt a részgeometridat, amelynek pontjai S elemei, egyenesei azon I'-beli egyenesek,

amelyek legaldbb két pontjan keresztilfutnak, az illeszkedés pedig természetes maodon

oroklodik T'-bol.

Ahhoz, hogy megmutassuk, ez egy megfelel6 részhatszog, sziikségiink lesz a kovet-

kezd lemmara.

3.1.2. Lemma. Legyen P span-reguldris pont a I' dltalanositott hatszogben, X egqy
vele kollinedris pont. Legyen A, B két, X -szel szemkozti pont, melyekre P € XAUXEB.
Ekkor ha | X4 N XP| > 2, akkor X4 = XP.

Bizonyitds. Szimmetria miatt feltehetjiik, hogy P € X4\ XB és | X4 N XB| > 2.
Elég egy ellentmondast talalnunk a lemma bizonyitdsdhoz. Legyen C' € X4 N X5B
tetszéleges pont, | = projz(C'). Legyen B’ = proj,(P). Ekkor B # B’ és {C, P} C
X5 (3.1 4bra). De igy P € XA N XP és |XAN XP'| > 2, tehét a span-regularitds
miatt X4 = X' Tudjuk, hogy létezik ¢’ € X4 N X5, hogy C # C' # P, azaz



ALTALANOSITOTT HATSZOGEK 26

Bl

3.1. abra.

C' € XP' is igaz. De mivel B # B/, ezért d(C",B') = d(C', B) + d(B, B') = 6 ami

ellentmondas, igy a lemmat belattuk. O

Most mar készen allunk ré, hogy beldssuk, I'(P, Q) egy gyenge altalanositott rész-
hatszog.

3.1.3. Allitas. Legyen ' egy dltaldnositott hatszég, P eqy span-requldris pontja. A
fent definialt T'(P,Q) geometria az egyedi gyenge nem vastag idedlis dltalanositott

részhatszége I'-nak, amely tartalmazza P-t és Q-t.

Bizonyitds. El6szor megmutatjuk, hogy I'( P, Q) egy gyenge nem vastag idealis rész-
hatszog.

Rogzitsiik le az Y € PY pontot. Egy S-beli, Y-nal kollineéris pontot tigy kaphatunk,
hogy vesziink egy Y-nal nem kollinedris Z € QF pontot. Ekkor YZ minden eleme
S-beli. Figyeljiik meg, hogy YZ tartalmazza P-t és Q X Y-t is. Ez azt jelenti, hogy
P span-regularitdsa miatt Y# fiiggetlen Z valasztasatol.

Most rogzitsiink le egy Z € QF pontot, Egy tetsz6leges Z-vel kollinedris S-beli
pontot 1igy kaphatunk, hogy vesziink egy Y € P%, Z-vel nem kollinearis pontot,
és Z¥ minden eleme S-beli lesz. Ha Y’ egy méasodik, Z-vel nem kollineéris, eleme
P@-nak, belatjuk, hogy Z¥ = Z¥'. Nyilvan minden Z-n keresztiil mend [ egyenes
tartalmazza Z" egy pontjat. Legyen [ tetszéleges Z-n atmend, P-t6l 5 tavolsagra 1évé
egyenes. Legyen A azon pontja Z¥-nak, amely l-en fekszik. Mivel {P x Z,Y} C P4,
P 2-tavolsdg-regularitdsa miatt Y’ € P4, tehat d(A,Y’) = 4 és A € Z¥'. Mivel |
tetszéleges Z-vel szomszédos (és d(P,l) = 5, ellenkez6, d(P,l) = 3 esetben P x Z €
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7Y N ZY" lenne), kovetkezik, hogy Z¥ = ZY'. Igy S Z-vel kollinedris pontjai csak a
Z¥ nyom pontjai.

Az el6z6 két bekezdésre a tovabbiakban («)-ként fogunk hivatkozni.

Most definidljuk S két részhalmazat. Legyen I'" (P, Q) azon S-beli pontok halmaza,
melyek P-t6l vald tavolsdga 0 vagy 4, illetve legyen '™ (P, Q) = T'T(Q, P) a Q-t6l 0
vagy 4 tavolsagra 1évé S-beli pontok halmaza. Megmutatjuk, hogy I' (P, @) barmely
két kiillonboz6 A, B pontjara d(A, B) = 4, valamint hogy a X b € '~ (P, Q).

Ez az allitas nyilvanvalé, ha A = P vagy B = P, illetve ha A x P = B x P
(amennyiben A # P # B). A tovabbiakban ezért feltessziik, hogy B’ = B X P nem
egyezik meg A’ = A x P-vel. () miatt azt is feltehetjiik, hogy A és B szemkozti
pontjai @-nak, és B 4 tavolsagra fekszik A” = A" x Q-tél (hiszen benne kell lennie
B'""-ben). Nevezzitk B"-nek B’ 1 Q-t, ekkor P span-regularitdsa miatt A’5" = A'B
hiszen mindkét halmaz tartalmazza P-t és A”-t is. Ekkor («)-t hasznélva, mivel
A € AP ezért d(A,B) = 4. Legyen C = A w B, meg kell mutatnunk, hogy
d(Q,C) = 4. Tegytik fel, hogy @ és C szemkozti pontok. Legyen C' a () pont
vetiilete az AC' egyenesre, és [ a C' pont vetiilete QQ-ra, tovabba legyen X a P
vetiilete I-re. Mivel X € QF, d(X,A) = 4, amibél kévetkezik, hogy X = Q w C’
(latsd 3.2 dbra). Ebbdl kovetkezik, hogy [ kiilonbozik a QB” egyenestél, viszont («)
miatt d(X,B) = 4, ami nem lehetséges, ha C' # C’. Igy ellentmondésra jutottunk,
amibél a C' = C' pont Q-t6l valé tavolsaga 4, és mivel C' € X4, ezért I~ (P, Q)-nak

is eleme definicié szerint.

All

3.2. abra.
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Most meg kell mutatnunk, hogy barmely két kiilonboz6 '™ (P, @Q)-beli A, B pont
egymastol 4 tavolsdgra van, és A x B € I'T(P, Q).
Megint feltehetjiik, hogy A # Q # B, A’ = (A x Q) # (B x Q) = B’ és hogy
d(A,P) = d(B,P) = 6. Legyen C' a B pont vetiilete az AA’ egyenesre, nevezziik
X-nek B x C-t, A”-nek P m At és B"-nek P x B'-t (latsd 3.3 abra). (o) miatt
d(A",B) = 4, igy d(X,A’) = 4 = d(X,B x A"), ahol {A", B x A"} C A"B' C 8.
A 3.1.2 lemma miatt P € A”* amib6l d(P, X) = 4. () miatt d(B”, A) = 4 is igaz
(szimmetrikusan d(A”, B)-re), ami azt jelenti, hogy P » X € P? D {A” B"} C P4
Ebbdl a 2-tavolsag-regularitds miatt P4 = PP (= P?), amibdl kovetkezik, hogy
d(A, P x X) =4, ésigy C = A kell hogy legyen, ellenkezé esetben lenne egy 6tszog
az altaldnositott hatszogben. Ebbdl viszont egybél megvan, hogy d(A, B) = 4. Azt
is megmutattuk gy, hogy P X X € S, tehat X € (P x X)?', azaz 't (P, Q)-beli is.
Megfigyelhetjiikk, hogy & = T7(P,Q) U I'' (P,Q). Megmutatjuk, hogy a
(T (P,Q), T~ (P,Q), L) geometria egy projektiv sik.
Tetszbleges A, B € I'T(P, Q) pontokra A x B € '~ (P, Q) és forditva, azaz barmely
két egyenes egy metszéspontot hatdroz meg, barmely két pont egy egyenest. (a)-bdl
latszik, hogy ['(P, ) idedlis, mint részhatszog, azaz ha I' egy (s,t) rendil dltaldno-
sitott hatszog, minden S-beli ponton ¢ + 1 egyenes megy at, tehat a projektiv sikok
harmadik axiéomaja is telkesiil.
gy (P, Q) egy idedlis gyenge részhatszog, amely ennek a projektiv siknak a dupldja.
['(P, Q) egyedisége trivialis.

O

3.3. dbra.
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A bizonyitasban bevezetett I'" (P, Q), I'" (P, Q) jeloléseket a tovabbiakban is fogjuk

hasznalni.

A Split Cayley Hatszog

Egy ismert altalanositott hatszogosztaly a split Cayley hatszogek, amelyek ¢-
rendii altalanositott hatszogek, ahol g egy tetszoleges primhatvany. Ezeket a hat-
szogeket az adott rendil véges test segitségével lehet 6ket konstrudlni. A GF(q) test
felett definialt Split Cayley Hatszoget H(q)-val jeloljiikk. Tobb konstrukei6 is 1étezik,

itt a [10] konyvben leirt geometriai konstrukciét adjuk meg. Az itt szerepld fogalmak

[11]-ben. A 3.4 abran lathatjuk H(2)-t, ami egy minimalis méretii dltalanositott

hatszog 63 ponttal és ugyanennyi egyenessel.

3.1.4. Definicié. Legyen q pdratlan primhatvany, és nevezzik Qg-nak azt a
nemszinguldris parabolikus mdsodrendd feliletét PG(6,q)-nak, amit az XoXy +
X1X5 + XoXg — X7 = 0 egyenlet definidl. Ekkor a split Cayley hatszég a kévet-

kezd:
« H(q) pontjai Q¢ pontjai;

o H(q) egyenesei azon Qg-ra esd egyenesek, amelyek Grassmann-koordindtdi

(p017P02, ~--,p56) kielégitik a p1o = p3a, Pse = Do3, Pas = P23, Po1 = P36, Po2 = —D3s
€s psg = —p13 feltételeket;

o Az incidencia oroklédik PG(6,q)-bol.

Ebben a szakdolgozatban csak ezek az altalanositott hatszogek lesznek fontosak,
ezek is a kovetkezd &llitds miatt, ami [11]-ben a 3.5.7-es kovetkezmény része. Itt

nem bizonyitjuk.
3.1.5. Allitas. H(q) minden pontja reguldris.
3.1.6. Kovetkezmény. H(q) minden pontja span-reguldris.

Igy tudjuk, hogy H(q) tartalmazza a fent definidlt T'(P, Q), (1, ¢)-rendii altalanositott

részhatszoget.
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3.4. dbra. H(2) [12]

3.2. Konstrukciék Aaltalanositott hatszogek Levi
grafjaibol

Legyen I' = (P, L, 1) egy altalanositott hatszog, amelyben van egy P span-reguldris
pont. Ekkor tetszdleges P-vel szemkozti @ ponttal T'(P, Q) = (S, L, 1) egy gyenge
altalanositott részhatszoge I'-nak. Mivel ennek minden egyenesén két pont szerepel,
ezért tekinthet6 egy G(P, Q) = (S, L') grafként, ebben az esetben izomorf egy meg-
felel6 projektiv sik incidenciagrafjaval. Azt fogjuk kihasznélni, hogy ennek a bels6
strukturajat elég jol ismerjiik.

Ennek megfeleléen a fejezet tovabbi részében ¢ egy primhatvany, I' = (P, L, 1) =
H(q), és I'(P,Q) egy rogzitett, két szemkozti pont dltal 3.1.1 szerint meghataro-
zott, részhatszog I'-ban. (Valdjaban T' tetszéleges altaldnositott részhatszog lehet,

amelynek van span-regularis pontja.)

3.2.1. Allitas. Legyen G’ az a grdf. amit dgy kapunk, hogy G = G(T')-bél kitoroljik
[(P,Q) csicsait. Ekkor G' csicsai két halmazba tartoznak. Azon csicsok, amelyek
nem voltak szomszédosak eqy tordlt csicesal (q+ 1) fokiak. Jelolje A azon csicsok
halmazdt, amelyek torolt csiccsal szomszédosak voltak. Az A-beli csiicsok mind pon-

tok és a fokuk q. Bdrmely két A-beli csics tdvolsdga legaldbb 4.
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Bizonyitds. Mivel G egy (¢+1, 12) graf, a torolt csticsokkal nem szomszédos csticsok
foka nyilvin ¢ + 1 marad G’-ben. Mivel I'(P, Q) idedlis, a pontjaival szomszédos
Osszes egyenest is tartalmazza, ezért azok a torolt csticsok, amelyek szomszédosak G
barmely cstuicsaval, mind egyenesek. Ebbol kdvetkezik, hogy A elemei mind pontok.
Mivel ez pontoknak egy halmaza, barmely ketto kozti tavolsag paros.

Legyen A, B € A, és a rajtuk atmend I'(P,Q)-beli egyenesek a,b. A két egyenes
akar egybe is eshet. Ekkor mivel T'(P, Q) gyenge altalanositott hatszog, d(a,b) < 6,
igy tudunk mutatni egy legfeljebb 8-hosszu I'(P, Q)-ben fut6 lancot A és B kozott.
Ez azt jelenti, hogy nem lehet 4-nél kisebb a tévolsaguk G’-ben, hiszen akkor meg
tudnank adni egy 12-nél révidebb kort G-ben. Most tegyiik fel, hogy A € A két
(P, Q)-beli egyenessel is szomszédos. Az elébbi esethez hasonléan taldlhatunk egy
tul rovid kort G-ben: mivel d(e, f) < 6 a részhatszogben is, ezért létezik < 8-hosszi
kor G-ben a két e, f kozott futd lanc osszeragasztasaval. Ezek szerint minden A-beli

csucs foka G’-ben gq. m

Az allitasban megjelent A jelolést a tovabbiakban is hasznalni fogjuk. A kévetkezo
lemma az altalanositott hatszogek egy elemi tulajdonsagara mutat ra, de hasznos

onmagaban is megfogalmazni.

3.2.2. Lemma. Tekintsik A két g — 1 méreti; részhalmazdt, amelyek I'(P, Q) egy-
eqy eqgymdssal szemkozti eqyenesére illeszkednek I'-ban, legyenek ezek az egyenesek e
és f. Létezik eqy egyértelmi teljes pdarositas, M, a két ponthalmaz kozott, amelyre

[-ban vett tdvolsdgot haszndlva minden A € T'(e), B € T'(f)-re

4, ha (A,B) e M,
d(A,B) =
6, ha(A,B)¢ M.

(3.2.1)

Bizonyitds. Legyen A € T'(e). Mivel e, f szemkozti elemek egy altalanositott hat-
sz6gben, nyilvan proj,(A) egyértelmfi. Ez mindenképpen A eleme is kell, hogy legyen,
hiszen I'(P, Q) tartalmazza a két darab 4-hosszu lancot e és f két-két I'( P, Q)-beli
pontja kozott. Igy a maradék ¢ — 1 méretii I'(e) NA és T(f) N.A kozott egy teljes pa-
rositas szerint lesznek a 4 tavolsagi parok. A maradék tavolsigoknak nyilvan 6-nak

kell lennie, hiszen annal tobb nem lehet. O

Az itt kovetkezd konstrukciék mind G(I')-bdl indulnak ki, ezt nevezziik G-nek. G’
altalaban a I'( P, Q)-nak megfelelé cstcsok torlésével kapott részgraf. A kordbbi mo-

don definialt A halmaz g foku csicsait fogjuk vizsgalni.
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3.2.1. Egy 9 boségii grafcsalad

Legyen ¢ paratlan primhatvany, és végezzik el I'(P, Q) torlését G-bél. Ezutan ve-
gyunk egy teljes parositast a ¢ fok, A-beli csticsokon gy, hogy minden élhez tarto-
z6 két cstics tavolsaga a részhatszogon beliil 4 legyen. Ezt megtehetjiik a kovetkezo
modon.

Tekintstiink a részhatszogre gy, mint egy projektiv sik incidenciagrafjara. Ez egy pa-
ros graf, valasszuk ki a (stkon beliil) pontoknak megfeleld cstcsait, ez ' (P, Q) lehet
példaul. Ekkor ismét a részhatszogben nézve I'V (P, Q) a pontok felét tartalmazza
ugy, hogy semelyik kett6 nem fekszik kozos egyenesen, de minden egyenesen van egy
egyértelmti I'" (P, Q)-beli pont. Most legyen X € I'" (P, Q). Az X-en dtmend osszes
egyenesrol valasszunk egy-egy tetszéleges I'( P, (Q)-n kiviili pontot. Ezt a ¢+ 1 darab
pontot konnyt parositani, hiszen barmelyik kettére teljesiil, hogy a tavolsaguk 4.
q + 1 darab pont parosithatd, mert ¢-t paratlannak valasztottuk. Ezt megismétel-
hetjiik annyiszor, hogy elfogynak a ¢ foki pontok az X-en atfuté egyenesekrol, majd
megcsindlhatjuk ugyanezt I' (P, Q) 6sszes pontja kortil.

A 3.5 dbran a ¢ = 3 esetben lathat6 egy lehetséges parositas, vékonyabb gorbékkel

jeloljiik az j éleket, mig a vastagabb, egyenes szakaszok a kitorolt egyenesek.

3.5. abra.

3.2.3. Allitas. Az igy kapott grdfok (q + 1,9) grdfok.

Bizonyitds. Nevezzik a fent leirt grafot G”-nek. G” nyilvanvaléan (g + 1)-reguléris,
hiszen G’-ben az A-beli csicsokhoz pont egy élet adtunk az egy torolt szomszéd
helyett.
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Tegytik fel, hogy G” tartalmaz egy legfeljebb 8-hosszi C kort. Nyilvan kotelezé 1j
élet tartalmaznia, hiszen a G’ legrovidebb korei 12-hosszuak. Ha C egy darab 1j élet
tartalmaz, az él két cstcséat 0sszekotd (hosszabb) ut a G'-ben fut. Mivel a két cstics
tavolsaga 4 volt, de az ezt meghatarozé legrovidebb utat a két végpont kivételével
toroltiik, ez az it nem lehet révidebb 8-ndl, igy a kor hossza legalabb 9 lenne. Ha
C legalabb két 14j élet tartalmaz, hasznaljuk a 3.2.1 allitast. Az 1j élek kozott futod
legalabb két G’-beli ut mindegyike legalabb 4-hosszi. Ez azt jelenti, hogy a kor
legalabb 1+ 4 + 1 4+ 4 = 10-hosszu.

Most vegyiink egy kort, amelyben pontosan egy 1j él szerepel és amelynek az ere-
deti grafban 12 volt a hossza. Ilyen kell, hogy létezzen, hiszen egy 1j él két pontja
meghataroz egy hatszoget az altalanositott hatszogben. Ez nem lehet egészében
['(P, @Q)-ban, hiszen neki nem pontjai ezek. A két pont kozti él utan vissza sem tér-
het, mert a fenti gondolatmenetbdl latszik, hogy egy legalabb két 1j élet tartalmazoé
kor eredeti hossza legaldbb 16. A fenti gondalatmenet miatt ennek 9 lesz a hossza,
azaz G" egy (q + 1,9)-graf. O

3.2.2. Egy masik 9 boségili grafcsalad

Legyen g = 27, és tordljik G-bél a I'( P, Q)-hoz tartoz6 részgrafot a vele szomszédos
pontokkal (azaz A-val) egytitt, és az igy kapott grafot nevezzitk G'-nek. Ekkor csak
egyeneseknek csokkent a foka, mégpedig azoknak, amelyek szomszédosak voltak egy
A-beli ponttal. A 3.2.1 allitas miatt minden egyenesnek legfeljebb eggyel csokkent a
fokszama. Most parositsuk a ¢ foki egyeneseket tigy, hogy minden egyenes parja egy
olyan egyenes legyen, amely ugyanazzal az A-beli ponttal volt szomszédos eredetileg.
Ezt azért tehetjik meg, mert ¢-t parosnak valasztottuk. Huzzunk be egy-egy 1j élet

a parositds mentén. Az igy konstrudlt G” graf nyilvanvaléan (g + 1)-regularis.
3.2.4. Allitas. A kopott G” grdf bésége legaldbb 9.

Bizonyitas. Minden 1j €l két egyenes kozott fut egy G-beli pont mentén, azaz az 1j
élek két vége kozti tavolsag az eredeti grafban 2 volt.

Tekintsiink egy C kort G”-ben. Ha C nem tartalmaz 1j éleket, akkor legaldabb 12 a
hossza. Ha tartalmaz 1j éleket, megfeleltethetiink neki egy legalabb 12-hosszu G-beli
kort gy, hogy az 1j élek helyett az eredeti 2-hosszi utakat szirjuk be. (Valgjaban
egy korsétat kapunk, de vehetjik az ebben szerepld legrovidebb kort, amely legfel-
jebb 12-hosszi.) Mivel C barmely két 0j éle kozott paros sok (legalabb 2) régi élet
kell, hogy tartalmazzon (hiszen ezek két egyenes kozott mennek), igy nyilvanvaldéan
IC] > 9.
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3.2.3. Egy 10 boségti grafcsalad

Legyen ¢ tetszéleges primhatvany, G = G(I') mint eddig, tekintsiik a részhatszog
torlésével kapott G grafot. T'(P, Q) pontjai kozil valasszuk ki T (P, Q)-t Gigy, mint
kordbban. tekintsik az X € I'(P,Q)-val kollinedris, nem kivagott, azaz A-beli
pontokat (ezekbdl (¢ + 1)(¢ — 1) darab van). Vegyiink mindegyik X-en atmend
egyenesr6l egy tetszdleges ilyen pontot, és rakjuk rd egy 1j, ek nevil egyenesre.
Ezt adig ismételjiik amig el nem fogynak az X-szel kollinedris, A-beli pontok. Igy
kapjuk az ek, e%, ..., eg(_l egyeneseket. Ezt az eljarast ismételve minden I' (P, Q)-
beli ponthoz hozzarendeliink ¢ — 1 darab 1j egyenest. A kapott grafot nevezziik
G"-nek.

A 3.6 abran g = 3-ra lathaté az X pont koriil keletkez6 két 1j egyenes. Ezek vasta-

gabb gorbével vannak jelolve a kitorlendd régi egyeneseknél.

3.2.5. Megjegyzés. Ezek a grafok pdarosak, mivel az eredeti pont-egyenes struktirdat

megtartottuk, pont dsszes szomszédja eqyenes, és forditva.

<

3.6. abra.

3.2.6. Allitas. Az gy kapott grdfcsaldd tagjai (¢ + 1,10) grdfok.

Bizonyitas. Haromféle csiics van G”-ben. G’ csticsai koziil amelyek nem voltak szom-

szédosak I'( P, Q)-val, nyilvanvaléan (q+ 1) foktak, az A-beli pontok egy szomszédos
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élet vesztettek és egyet kaptak. Az 1j csicsok fokszama pedig ¢ + 1, mert mind-
egyik egy T'(P, @)-beli ponton dtmend Osszes egyenesrdl tartalmaz egy-egy pontot.
Itt ismét kihaszndltuk, hogy minden T'(P,Q)-beli egyenes I't (P, Q) pontosan egy
pontjaval szomszédos.

A modositasok jellege miatt ha egy kor tartalmaz 1j élet, akkor kettessével tartalmaz
egymassal szomszédos 1j éleket. Mivel ugyantugy egymastol eredetileg 4 tavolsagra
1évé pontokat kotottiink ossze, mint a 3.2.1 konstrukcioban, csak most 2-hosszi
utakkal, az el6z6 gondolatmenet hasonléan miikodik. Ha 1 par 1j élet tartalmaz egy
kor, legalabb 10 a hossza, ha legaldbb 2 part, akkor pedig legalabb 12. A korabbi

modon tudunk talalni 1 par 4j élet tartalmazé 10-hosszi koroket is. O]

3.2.4. Egy masik 10 boségii grafcsalad

Legyen ¢ egy paratlan primhatvany. G(I'(P, Q))-t megint kivagjuk G(I")-bdl, a ka-
pott graf G’. A cstcsait parositjuk tgy, hogy minden pont pérja kollineéris vele
[-ban, azaz egy kivagott egyenes mentén. Ezt megtehetjiik, mert A pontjai koziil
q — 1 illeszkedik egy-egy I'(P,Q)-beli egyenesre, és mivel ¢ paratlan, ez az érték
paros. A parositasnal még figyelni kell ra, hogy keletkezzen egy 10-hosszu kor.

3.2.7. Allitas. Minden pdratlan q esetében lehet gy pdrositani T'(P, Q) egyenesei
mentén A pontjait, hogy a kapott G" graf bésége 10 legyen.

Bizonyitds. Legyen e, f egy szemkozti egyenespar I'( P, Q)-bol. Hasznaljuk a 3.2.2
lemmat, és vegytink két pontpart az M parositasbdl, legyenek ezek (A, B), (C, D),
ahol A,C € e, B, D € f. Ezutan huzzuk be az AC, BD éleket. Ha ezzel megvagyunk,
a konstrukciéban leirt parositast tetszolegesen megesinalhatjuk (ezt kezdtik el a
fenti két éllel).

A pérositdas menetébdl jol latszik, hogy G” tartalmaz 10-hosszu kort. Valasszuk
ki az els60 négy pontot, amelyeket beparositottuk. Ekkor a két 1j él, valamint a
lemma szerinti parositas altal reprezentélt 4-hosszu utak egy 10-hosszu kort alkotnak
a megfelel6 sorrendben egymaéas mogé ragasztva. Ha egy kor ketténél kevesebb 1j
élet tartalmaz, legaldbb 11-hosszia. Ha ketto 14j élet, akkor legalabb 10-hosszt, ha
pedig legalabb harom 1j élet, akkor a korabbi meggondolasok miatt nem lehet 15-nél
rovidebb.

Nyilvanvaléan (g4 1)-regularis a graf, hiszen A minden pontjanak egy 1j szomszédja
van. Igy G” egy (¢ + 1,10)-graf. O

3.2.8. Megjegyzés. Itt nem ldittam be, de az a sejtésem, hogy nem lehet a parositdst
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gy megcsindlni, hogy a kapott grdf bosége legalabb 11 legyen, pedig az eqy kisebb

konstrukciot adna a soron kovetkezdnél.

3.2.5. Egy 11 boségti grafcsalad

Legyen g > 11 tetsz6leges primhatvany, G = G(I'), I'( P, Q) mint kordbban. Legyen a
részhatszog pontjainak torlésével kapott graf G'. I'-ban minden egyenesen g+ 1 pont
van, igy az A-beli pontok koziil (¢—1)-enként voltak kollinearisak az eredeti hatszog-
ben. Ezeknek az A-beli pontoknak ¢+ 1 maradt a fokszama, de I'( P, () egyeneseinek
(¢ — 1)-re csokkent (hiszen mindegyik szomszédsagabol két pontot toroltink). Ez-
utan tekintsiikk I'(P, ) pontjainak kordbban hasznélt 't (P, Q) halmazat. Eszerint
osszuk (g+1)-es csoportokba I'( P, Q) egyeneseit aszerint, hogy melyik I'" (P, ))-beli
ponton mennek at. Ezutan ezekbe a csoportokba rajzoljunk be egy-egy ¢ + 1-hosszu

kort. Igy a g — 1 fok csticsok fokszdma kettével novekszik, azaz ¢ + 1 lesz.
3.2.9. Allitas. Az igy kapott G grdfok (q+ 1,11) grdfok.

Bizonyitds. A regularitdst mar megmutattuk.
Néhany eredetileg metsz6 egyenespar tavolsaga 1-re csokkent. Az is valtozott, hogy
vannak kizarolag 1j élekbdl allo korok. Ezek pontosan g + 1-hossztak, ami nyilvan
tobb, mint 11, ezért kellett ¢-t elég nagynak valasztani. Ahhoz, hogy 11-nél révidebb
kort tartalmazzon a graf, egy ilyen kor legalabb két szakaszon kell, hogy tartalmaz-
zon 1j éleket. Viszont ekkor a minimdlis hossza 2 44 4+ 2 + 4 = 12 kell, hogy legyen
a 3.2.1 lemma miatt.
11-hosszu kor eléfordulasahoz elég meggondolni a kovetkezot. Mivel a kiindulé G graf
egy (q¢+1,12) Moore-graf, és a kapott G”-nek ennél kevesebb a cstcsa, de tovabbra
is (¢ + 1)-regularis, a bdsége kevesebb kell, hogy legyen 12-nél. Igy beldttuk, hogy
G" egy (¢ +1,11)-graf.

[

Van egy kevésbé elegans, de konstruktiv médja annak, hogy megadjunk egy 11-
hosszu kort G”-ben. Tekintsiink egy olyan kort, ami egy, két djonnan 3 tavolsagra
1év6 A-beli pont altal meghatarozott kozonséges hatszogbél szarmazik. Ennek nyil-
van eggyel rovidiilt a hossza, ezért van 11-hosszu kor a grafban. Valojaban ebbdl a

hatszoghdl két kor szarmazik az 1j élek mentén, egy 11- és egy (10 + ¢)-hossz.

3.2.10. Megjegyzés. Ez a konstrukcio nagyon hasonlit a 2.2.5 modszerre dltald-

nositott néqyszogek esetében. Ha meguizsgaljuk a kétféle tordlt struktirdt, azt latjuk,
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hogy egy rdcs mint dltaldnositott résznégyszdg a dudlis analdgja o T'(P,Q) fajta dl-
talanositott részhatszognek. Ezzel a szemlélettel mar lathatjuk, hogy az elvégzett mo-
dositasok is dudlisak a kél esetben, a rdacsnak az egyeneseit toroltik, T'(P,Q)-nak a

pontjait, majd ezen torolt pontok mentén alkottunk j koroket.

3.3. Eredmények

Ezeknek a konstrukcioknak a méretét konnyedén ki tudjuk szamolni, amivel felsé
becséleseket tudunk adni kiillonb6z6 cage-ek méretére. Egy altalanositottt sokszog
pontjainak és egyeneseinek a szamat tudjuk 1.2.4-b6l. Eszerint egy (s,t) rend(i alta-
lanositott hatszognek (1+s)(1+ st+s*t?) pontja és (1+t)(1+st+s%t?) egyenese van,
azaz H(q) Levi grafja, ami egy (q+1,12) Moore-graf, mérete 2(q+1)(¢* +¢*+ 1) =
2@ +1)(@P+q+ D) =2"+¢* + P+ P +q+1).

3.3.1. Tétel. Legyen q eqy primhatvany. Ekkor

e - 0@ et ) =20 +¢' - 24—, ha q pdros.

(3.3.1)

Bizonyitas. A 3.2.1 és a 3.2.2 konstrukciokat fogjuk hasznalni. Utébbi esetében,
mivel nem tudjuk a konstrualt graf bdségét garantdlni, sziikségiink van az 1.2.7
tételre is. Mivel n(k, g) < n(k,g + 1), a tétel masodik allitasa is megfelel6.
Mar csak a két grafcsaldd cstucsszamat kell kiszamolnunk. Eloszor kiszamoljuk
G(I'(P,Q)) cstucsainak szamat, hogy ez kényelmesen levonhaté legyen G(I')-ébol.
Koénnyl dolgunk van, mert ez egy (1,q) rendii gyenge &altalanositott hatszog, igy
megkapjuk, hogy 2(¢> + ¢+ 1) pontja és (¢+1)(¢> +q+ 1) egyenese van. Meg tudjuk
szamolni a korabban A-val jelolt [-beli pontok szdmat is, hiszen I'(P, ) minden
egyenesére g — 1 darab illeszkedik. Ez tehat (¢* — 1)(¢* + ¢ + 1). A 3.2.1 konstruk-
ciéban csak (P, Q) elemeit toroltik, mig a 3.2.2 konstrukciéban A elemeit is. Igy
megkaptuk a tételben megadott értékeket.

O

3.3.2. Tétel. Legyen q tetszoleges primhatviny. Ekkor

n(g+1,10) < 2¢* —q—1)(¢*+q+1)=2¢"+2¢* + ¢* —2¢* —2¢ — 1, ha q pdratlan,
T - 2@+ g+ 1) =27 + 26" + 2 — 242 — 20 — 2, ha q pdros.

(3.3.2)
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Bizonyitds. Ehhez a tételhez a 3.2.4 és a 3.2.3 konstrukcidkat hasznaljuk. Mivel a
csak paratlan ¢ esetén miikodo 3.2.4 konstrukcioban is A elemeit parositjuk valami-
lyen médon, a graf csticsainak szamanal hagyatkozhatunk az el6z6 szamolésra.

Péros ¢ esetén a 3.2.3 konstukciét nézzik. Ez is I'(P, Q) torlésével kezdédik, majd
ezutéan I'M(P,Q) minden eleme utdn még ¢ — 1 14j cstcsot adunk a grafhoz. A
ITH(P,Q)| = ¢* + q + 1, hiszen ez egy ¢ rend{i projektiv sik pontjainak a halmaza.
gy megkapjuk a tétel képletét. O

3.3.3. Tétel. Legyen q > 11 tetszdleges primhatviny. Ekkor
n(g+1,11) < 2¢*(¢* + ¢+ 1) = 2¢° + 2¢* + 2¢°. (3.3.3)

Bizonyitds. A 3.2.5 konstrukciét haszndljuk, amelyik I'(P, Q) pontjait torli G(I')-
bol, és 1j csticsokat nem hoz létre. Kordbban kiszamoltuk, hogy ez 2(¢* + ¢ + 1)
darab pontot jelent, igy megkapjuk a tétel allitasat. O]

3.3.4. Megjegyzés. Nyilvanvaloan nem éri el a Moore-korldtot eqyik sem ezek kiziil
a konstrukciok kézil. Ennek ellenére érdekes lehet megnézni, hogy ezekre a (k,q)
parokra mi a legnagyobb kitevoji tagja a Moore korldtnak, ezdltal hogy hanyszorosa

kérnyékén vannak ezek a végtelen grafosztilyok. Ezek pedig a kovetkezok:

Plg+1)+P(g+1) +qlg+ 1)+ (¢+1)+1, ha g =9,
M(g+1,9) = 2(¢* + @+ @+ q+ 1), ha g = 10,
g+ 1) +@3(q+1)+(q+1) +qlg+1)+(¢g+1)+1, hag=11.

(3.3.4)

Ebbol az ldtszik, hogy mig az elso két esetben a Moore-korldt nagyjdbol 2q- illetve

q-szorosa a grafcsalidok mérete, g = 11-nél kevesebb, mint a dupldja.

3.3.1. Nyitott kérdések

Sok kérdés mertil fel ezekkel az eredményekkel kapcsolatban, a kozvetleniil kap-
csolodoakra szoritkozunk. A legnagyobb kérdés, hogy hasonld eljardssal lehetne-e
13 < g < 16 esetén végtelen (k, g) grafcsaladokat csindlni egy altaldnositott nyole-
sz0g Levi grafjabol kiindulva. Erre nem tudjuk a valaszt, de van néhany nehezit6
tényez6. Ha I' egy (s,t) rendii dltaldnositott nyolcszog, akkor 2st négyzetszam, ami
azt jelenti, hogy G(I') nem lehet regularis. Ezért nem létezik g = 16 esetben Moore-
graf sem. Ezen kiviil felmeriilo probléma, hogy gy tilnik, egy altalanositott részsok-
sz0g torlése jo kiindulépont az ilyen eljarasoknal, de altalanositott nyolcszogeknek

nincsen sem idedlis, sem teli altalanositott résznyolcszoge.
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Egy mésik érdekes feladat a szakdolgozatban megjelend modszereket olyan (k, g)-
grafokra kiterjeszteni, ahol k # ¢ + 1 valamilyen primhatvany g-ra. A megszoritas
nyilvanvaléan az ismert altaldanositott hatszogek rendébdl jon, de ha lehetne taldlni
a Levi grafnak valami jol kezelhetd kisebb regularitasu részgrafjat, a 2.2.10 tételhez
hasonlé eredmények nagyon érdekesek lennének.

Kozvetlen a konstrukciékhoz tartozik két felmerild kérdés. A 3.2.2 konstrukcid ese-
tében nem tudom, hogy meg lehet-e adni a parositast olyan moédon, hogy ne ke-
letkezzen 9-hosszi kor. Ebben az esetben nagyobb bdségre egy jobb konstrukciot
kapnank. Ha megvizsgaljuk, hogy hany 12-hosszi kor van az eredeti Moore-grafban,
amelyekbdl a parositds soran 9-hosszi keletkezhet, nem tlinik valésziniinek, hogy
mindegyik "elronthatd" a parositas soran, hogy nagyobb boség elérheté legyen.

A 3.2.4 konstrukcié esetében hasonld kérdés meriil fel. Meg lehet-e adni a parositast
"téglalapmentesen', azaz olyan modon, hogy ne keletkezzenek a bizonyitasban leirt
10-hosszt korok? Amennyiben igen, az ilyen grafok bdsége biztosan 11 volna, hiszen
n(q+ 1,12)-nél kisebb a cstcsszamuk. Amennyiben megadhaté egyaltaldn ilyen pa-
rositas, akkor milyen g-kra? Azt biztosan ki tudom jelenteni, hogy a g = 3 esetben

nem elkertlhetoek a 10-hossza korok.
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