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Köszönetnyilvánítás

Hálásan köszönöm témavezetőm, Ágoston Tamás áldozatos munkáját, kivételes türelmét
és szakmai útmutatását. Nélküle nem tudtam volna ilyen mélységben elmerülni a témá-
ban. Folyamatos bátorítása és mindig konstruktív észrevételei nagyban hozzájárultak a
munka minőségéhez. Továbbá szeretném megköszönni a családomnak is, hogy végig
mellettem álltak és biztattak tanulmányaim során.
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1. Előkészületek

A de Rham-elmélet a modern matematika egyik olyan ága, amely nagyon jól mintázza,
miként fonódnak össze egymástól látszólag távol eső diszciplínák. Történeti gyökerei az
1930-as évekig nyúlnak vissza, amikor is a zseniális svájci geométer, Georges de Rham
tézisében először vetette föl azon forradalmi elképzelését, hogy a kohomológia vizsgá-
latára differenciálformákat használjon. Így elmélete természetes módon fekszik a diffe-
renciálgeometria és az algebrai topológia metszetében, ezáltal hidat építve közöttük. Az
elmélet teljes elsajátításához tehát elengedhetetlen az imént említett témák mélyreható
ismerete. Napjainkra ez a kezdetben önálló kutatási terület erős eszköztárrá fejlődött más
tudományágak, mint például a kvantummechanika számára.

A jelen dolgozat célja tehát a de Rham-elmélet alapjainak részletes bemutatása. En-
nek érdekében az első fejezetet a megértéshez feltétlenül szükséges előkészítésre szá-
nom, amely összegyűjti mindazt, amit a differenciálformákról, valamint a kohomológi-
áról tudni illik, hiszen ezek együttesen alkotják azt a közös nyelvet, amelyen a de Rham-
elmélet állításai megfogalmazhatóak.
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1.1. Differenciálgeometria1

A differenciálformák elmélete abból az igényből született, hogy az euklideszi térben mű-
velt klasszikus vektorkalkulus apparátusát (deriválás és integrálás) sokkal általánosabb
közegben, sokaságokon – azaz csupán lokálisan euklideszi tereken – is értelmezni lehes-
sen. Azonban ezeken az intuitíve görbültnek nevezhető tereken nincs globális koordi-
nátarendszer, ezért némi absztrakciót kell bevezetnünk. Pontosan effajta függetlenséget
szolgáltatnak a differenciálformák, amelyeket emiatt számos más területen használnak, a
fizikusok például a Maxwell-egyenletek kifejezésénél. Továbbá igazolódott az a megér-
zés, hogy a különböző integráltételek valójában mind az általános Stokes-tétel speciális
esetei köntösben. Sőt kiderült, hogy a differenciálformák alkalmasak egy topologikus
tér sajátosságainak, többek között a bennük lévő „lyukak” detektálására. [1]

Külső algebra

Ahhoz, hogy később majd integrálni tudjunk sima sokaságokon, először szükségünk van
valamilyen „mérőeszközre”. A lineáris algebrából ismert feszített altérrel analóg módon
definiálunk egy új vektorműveletet, az ékszorzatot, ami már képes lesz rögzíteni a rend-
szer irányítását (orientációját) is. Ám előtte tisztáznunk kell a külső algebra fogalmát.
1.1.1. Definíció. Legyen 𝑉 𝑛-dimenziós vektortér egy 𝕂 test felett. Minden 𝑘 nemnega-
tív egészre a 𝑘-adik tenzorhatvány T𝑘𝑉 = 𝑉 ⊗𝑘 = 𝑉 ⊗…⊗ 𝑉

⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏟
𝑘

. Ezek direktösszege

T(𝑉 ) =
∞
⨁

𝑘=0
T𝑘𝑉 = 𝕂⊕ 𝑉 ⊕ (𝑉 ⊗ 𝑉 )⊕…

alkotja a tenzoralgebrát, amely egy gradált (fokszámozott) algebra a konkatenáció (össze-
fűzés) műveletével. Ekkor a Grassmann-féle külső algebra ennek az  = (𝐯⊗𝐯 ∣ 𝐯 ∈ 𝑉 )
ideál általi faktorizáltja, vagyis

Λ(𝑉 ) = T(𝑉 )∕ =
∞
⨁

𝑘=0
T𝑘𝑉 ∕ =

∞
⨁

𝑘=0
Λ𝑘𝑉 .

1Keenan Crane Discrete Differential Geometry című előadásdiái nyomán
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Az új elemeket multivektoroknak vagy röviden 𝑘-vektoroknak hívjuk, a tenzorszorzatot
pedig felváltja az ékszorzat, amelynek jele két vektor esetén: 𝐮⃗ ∧ 𝐯 = 𝐮⃗⊗ 𝐯 + .

A tenzorszorzat háromféle konstrukcióját (bázis, faktortér, univerzális tulajdonság)
és fizikai interpretációját helyszűke miatt kihagyjuk. A lineáris algebra megengedi vek-
torok skálázását és összegét, ezzel szemben a tenzoralgebra az a struktúra, amely tar-
talmazza az összes lehetséges „szorzatot”. A gradált jelző arra utal, hogy minden tenzor
egyértelműen előáll homogén (𝑛-edrendű) elemek véges összegeként. Ereje egyrészt ab-
ban rejlik, hogy nehéz multilineáris problémákból könnyebb lineáris problémákat gyárt:
egy 𝑘-multilineáris függvény T𝑘𝑉 -n definiált lineáris függvénynek tekinthető. Másrészt
pedig egyéb fontos algebrák alapját képezi, hiszen hányadosstruktúraként megkapható
belőle többek között a polinomok szimmetrikus algebrája, a relativitáselméletben al-
kalmazott Clifford-algebra és a Hodge-elmélet fókuszában álló külső algebra. Amikor
tehát a 𝐯⊗𝐯 alakú elemek generálta ideállal faktorizálunk, kényszerfeltételt szabunk ki:
megköveteljük, hogy 𝐯 ∧ 𝐯 = 𝟎 teljesüljön. Ennek azonnali következménye az antikom-
mutativitás, vagyis 𝐮⃗ ∧ 𝐯 = −𝐯 ∧ 𝐮⃗. Ez az információ tárolja az irányítást. Az ékszorzat
továbbá asszociatív és az összeadásra nézve disztributív, illetve az eredmény pontosan
akkor 𝟎, ha a tagok lineárisan összefüggőek.

Szemléletesen úgy gondolhatunk egy 𝐯1∧…∧𝐯𝑘 alakú 𝑘-vektorra, mint a 𝐯1,… , 𝐯𝑘
vektorok által meghatározott, irányítással rendelkező „térdarab”; pontosabban ennek ek-
vivalenciaosztálya, mert a konkrét alak lényegtelen, csak a méret számít. Például a 0-
vektor egy skalár, az 1-vektor egy szokásos vektor, a 2-vektor (bivektor) előjeles terület,
a 3-vektor (ℝ3-ban pszeudoskalár) pedig előjeles térfogat.

Az absztrakt ábrázolás után fejezzük ki őket koordináták segítségével!
1.1.2. Állítás. Tegyük fel, hogy 𝐞⃗1,… , 𝐞⃗𝑛 a 𝑉 vektortér bázisa. Ekkor 𝐞⃗𝑖1 ∧…∧ 𝐞⃗𝑖𝑘 , ahol
1 ≤ 𝑖1 <… < 𝑖𝑘 ≤ 𝑛, vagyis az indexek lexikografikus sorrendben állnak, bázisát alkot-
ja Λ𝑘𝑉 -nek, ami így

(𝑛
𝑘

)

-dimenziós vektortér. Ezekre gyakran „pengeként” hivatkoznak.

Most már minden 𝑘-vektor felírható a báziselemek lineáris kombinációjaként. Pél-
dául a síkon minden 2-vektor 𝑎𝐞⃗1 ∧ 𝐞⃗2 alakú, míg a térben ugyanezek 𝑎𝐞⃗1 ∧ 𝐞⃗2 + 𝑏𝐞⃗2 ∧
𝐞⃗3 + 𝑐𝐞⃗1 ∧ 𝐞⃗3 alakot öltenek, ahol 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ.
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Hodge-csillag

Mivel a binomiális együttható szimmetrikus, Λ𝑘𝑉 és Λ𝑛−𝑘𝑉 dimenziója megegyezik,
ami azt sejteti, hogy létezhet közöttük izomorfizmus. Valóban, és épp a Hodge-csillag
fogja ezt létrehozni. Előtte viszont pótolnunk kell egy hiányzó láncszemet. Eddig 𝑉 -ről
elég volt feltenni, hogy vektortér, most azonban szeretnénk merőlegességről is beszélni,
ezért belső vagy skalárszorzattal ruházzuk fel. Így már definiálhatjuk a Hodge-csillagot,
az ortokomplementum analogonját.
1.1.3. Definíció. Az 𝑛-dimenziós 𝑉 vektortér feletti Λ𝑘𝑉 külső algebra ortonormált bá-
zisán a skalárszorzatot a következőképpen definiáljuk:

⟨𝐞⃗𝑖1 ∧… ∧ 𝐞⃗𝑖𝑘 , 𝐞⃗𝑗1 ∧… ∧ 𝐞⃗𝑗𝑘⟩ = 𝛿𝐼𝐽 .

Tetszőleges vektorok esetén a Gram-mátrixot használjuk:

⟨𝐯1 ∧… ∧ 𝐯𝑘, 𝐰⃗1 ∧… ∧ 𝐰⃗𝑘⟩ = det(⟨𝐯𝑖, 𝐰⃗𝑗⟩)𝑛𝑖,𝑗=1.

Majd ezt a formulát bilineárisan kiterjesztjük a teljes térre.
1.1.4. Definíció. Ekkor egyértelműen létezik egy Hodge-csillagnak nevezett⋆ ∶ Λ𝑘𝑉 →

Λ𝑛−𝑘𝑉 lineáris leképezés, amely minden 𝛼, 𝛽 ∈ Λ𝑘𝑉 között az alábbi összefüggést adja:
𝛼 ∧ ⋆𝛽 = ⟨𝛼, 𝛽⟩𝜔, ahol 𝜔 = 𝐞⃗1 ∧… ∧ 𝐞⃗𝑛 sztenderd térfogati forma.

Vizuálisan ez azt jelenti, hogy például 𝛼 = 𝐞⃗1 ∧ 𝐞⃗2 esetén ⋆𝛼 = 𝐞⃗3, vagyis az első két
egységvektor által kifeszített paralelogramma jobbkéz-szabály szerinti pozitív irányítású
normálisa.

Differenciálformák

A mindennapi életben megfigyelhetjük, hogy a mért dolgoknak és a mérőeszközöknek
ugyanaz a dimenziója: hosszúságot vonalzóval, térfogatot edénnyel mérünk. Egyetemi
tanulmányaink során is találkozunk hasonló dualitással, mégpedig amikor egy vektort
merőlegesen vetítünk egy másikra. Valójában euklideszi terek esetén egyetlen ilyen pá-
rosítás létezik, amely bizonyos értelemben a skalárszorzat kiterjesztése. Általánosabb
sokaságoknál viszont látni fogjuk, hogy a belső szorzat értéke pontról pontra változik,
ami a Riemann-metrikához vezet.
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Ahogy már pedzegettem, két vektor skalárszorzásakor a kimenet egy valós szám,
ami azt méri, hogy azok mennyire mutatnak egy irányba. A következő definíció először
magának a mérésnek a fogalmát teszi precízzé.
1.1.5. Definíció. Legyen 𝑉 valós vektortér, és 𝐯 ∈ 𝑉 . Ekkor 𝑉 ∗-gal jelöljük 𝑉 duális
terét, azaz a 𝑉 -n értelmezett valósértékű lineáris funkcionálok halmazát. Ha 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑉 ∗,
akkor (𝛼 + 𝛽)(𝐯) = 𝛼(𝐯) + 𝛽(𝐯), illetve (𝑐𝛼)(𝐯) = 𝑐𝛼(𝐯) minden 𝑐 ∈ ℝ-re. A duális tér
elemeit duálvektoroknak vagy kovektoroknak hívjuk, míg az eredetiek neve primálvektor
vagy egyszerűen vektor. 𝑉 ∗ helyett Hom(𝑉 ,𝕂) is írható.

A fenti példában tehát az első vektor játssza a kovektor szerepét. Jól tudjuk, hogy
minden ℝ3 → ℝ lineáris függvény 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 alakú, amit az

[

𝑎 𝑏 𝑐
]

sorvektorral asszociálhatunk, így euklideszi térben megkülönböztethetetlenek a hagyo-
mányos vektoroktól. Azonban akadnak érdekesebb példák is. A [0, 1] zárt intervallumon
integrálható valós függvények vektorterében a 𝜑(𝑓 ) = ∫

1

0
𝑓 (𝑥) d𝑥 leképezés lineáris

funkcionál. Ugyancsak az 𝑓 ↦ 𝑓 (0) képlettel megadott Dirac-delta.
Ezek után a külső algebra és a kovektorok koncepcióját kombinálva végül eljutunk a

𝑘-formákig, amelyek a mi kulcsfontosságú multilineáris mérőműszereink. Egy dimen-
zióban csupán azt tudjuk mérni, hogy a kitüntetett vektorunk mennyire esik a kovektor
irányába, azaz minden 𝛼 ∈ 𝑉 ∗ 1-formára 𝛼(𝐯) ∶=

𝑛
∑

𝑖=1
𝛼𝑖𝑣𝑖. Ez nem más, mint az ⟨𝛼, 𝐯⟩

skalárszorzat az 𝛼 normájával skálázva. Két dimenzió esetén a helyzet kissé bonyolul-
tabb. Mit mér ilyenkor egy 2-forma? A válasz az, hogy a bivektor „árnyékának” nagysá-
gát, vagyis az 𝛼 ∧ 𝛽 hipersíkra való merőleges projekció területét, ami keresztszorzattal
számítható:

(𝛼 ∧ 𝛽)(𝐮⃗, 𝐯) ∶= 𝛼(𝐮⃗)𝛽(𝐯) − 𝛼(𝐯)𝛽(𝐮⃗) =
|

|

|

|

|

𝛼(𝐮⃗) 𝛼(𝐯)
𝛽(𝐮⃗) 𝛽(𝐯)

|

|

|

|

|

.

Ezen a ponton vegyük észre, hogy az ékszorzat antikommutativitása miatt a mérés érzé-
keny a relatív orientációra, azaz (𝛼 ∧ 𝛽)(𝐯, 𝐮⃗) = −(𝛼 ∧ 𝛽)(𝐮⃗, 𝐯) = (𝛽 ∧ 𝛼)(𝐮⃗, 𝐯).

Az előbbiek fényében kimondhatjuk:
1.1.6. Definíció. Minden 𝛼 ∈ Λ𝑘𝑉 ∗ 𝑘-forma az egy olyan 𝑉 ×… × 𝑉

⏟⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏟
𝑘

→ ℝ totálisan
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antiszimmetrikus (avagy alternáló) multilineáris funkcionál, amelyre

(𝛼1 ∧… ∧ 𝛼𝑘)(𝑣1,… , 𝑣𝑘) =

|

|

|

|

|

|

|

|

𝛼1(𝑣1) ⋯ 𝛼1(𝑣𝑘)
⋮ ⋱ ⋮

𝛼𝑘(𝑣1) ⋯ 𝛼𝑘(𝑣𝑘)

|

|

|

|

|

|

|

|

, 𝛼𝑖 ∈ 𝑉 ∗.

A 𝑘 = 0 speciális eset egy skalárt eredményez.
Koordinátákkal kifejezve:

𝛼 =
∑

1≤𝑖1<…<𝑖𝑘≤𝑛
𝛼𝑖1,…,𝑖𝑘𝜀𝑖1 ∧… ∧ 𝜀𝑖𝑘 ,

ahol 𝜀𝑖 a duálbázis, melyre 𝜀𝑖(𝐞⃗𝐣) = 𝛿𝑖𝑗 , a Kronecker-delta.
Miképp egy vektormező minden ponthoz egy-egy vektort rendel, úgy fogjuk az el-

készült mérőműszerünket „szétteríteni”, hogy egy differenciálformát kapjunk. Egyelőre
továbbra is euklideszi térben maradva:
1.1.7. Definíció. Egy 𝜔 differenciálforma az 𝑈 ⊆ ℝ𝑛 nyílt részhalmazon megfelel egy
𝑈 → Λ𝑘(ℝ𝑛)∗ sima leképezésnek2, vagyis minden 𝑝 ∈ 𝑈 ponthoz sima módon válasz-
tunk egy 𝑘-formát. Ezek halmaza Ω𝑘(𝑈 ), a koérintőnyaláb egy szelése.

Ha kiértékelünk egy 𝜔 differenciálformát egy 𝑋 vektormező mentén, akkor 𝜔(𝑋)
visszaadja a 𝑘 = 0 speciális esetet, azaz egy sima skalárfüggvényt, amely minden pont-
ban megmutatja, hogy milyen erős a vektormező folyama 𝜔 irányában.

Az eddig tárgyalt műveletek differenciálformákon pontonként működnek. Tehát
• (⋆𝜔)𝑝 = ⋆𝜔𝑝;
• (𝜔 ∧ 𝜂)𝑝 = 𝜔𝑝 ∧ 𝜂𝑝;
• (𝜔(𝑋1,… , 𝑋𝑘))𝑝 = 𝜔𝑝((𝑋1)𝑝,… , (𝑋𝑘)𝑝).
Emlékezzünk vissza, hogy mivel a vektormezők halmaza,  maga is vektortér, ren-

delkezik bázissal: 𝜕
𝜕𝑥𝑖

jelöli3 az 𝑖-edik koordinátatengellyel párhuzamos, egységhosszú
2Ez így nem egészen korrekt formálisan, ugyanis Λ𝑘( ∗ℝ𝑛)-t kéne írni – hogy miért, azt csak később

leplezem le –, de szerencsére esetünkben a két kifejezés ekvivalens, hiszen  ∗ℝ𝑛 ≅ (ℝ𝑛)∗.
3Halkan megjegyzem, hogy a szimbólum hasonlatossága a parciális deriváltakhoz nem véletlen, ám

ennek magyarázata nem fér bele a dolgozat kereteibe, mert mellékvágányra sodorná a témát.
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vektorokból álló vektormezőt. Ekkor minden sima 𝑋 ∈ (ℝ𝑛) a következőképpen fest:

𝑋 = 𝑎1(𝑥1,… , 𝑥𝑛)
⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏟

𝑋1

𝜕
𝜕𝑥1

+…+ 𝑎𝑛(𝑥1,… , 𝑥𝑛)
⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏟

𝑋𝑛

𝜕
𝜕𝑥𝑛

, 𝑎𝑖 ∈ ∞(ℝ𝑛).

Differenciálformák esetén a történet a vektor-kovektor párnál tapasztalt dualitást tükrözi:
jelölje4 d𝑥𝑖 az 𝑖-edik koordinátatengellyel párhuzamos, egynormájú differenciálformát.
Ekkor minden 𝜔 ∈ Ω𝑘( )-ra

𝜔 =
∑

1≤𝑖1<…<𝑖𝑘≤𝑛
𝑎𝑖1,…,𝑖𝑘(𝑥𝑖1 ,… , 𝑥𝑖𝑘)d𝑥𝑖1 ∧… ∧ d𝑥𝑖𝑘 , 𝑎𝑖1,…,𝑖𝑘 ∈ ∞( ).

Most is igaz, hogy d𝑥𝑖
(

𝜕
𝜕𝑥𝑗

)

= 𝛿𝑖𝑗 .

Külső derivált

Az érme másik oldala, amivel a differenciálgeometria foglalkozik, az Newton és Leibniz
forradalmi ötlete: a deriválás és az integrálás, differenciálformákra kiterjesztve.

A deriváltat sokféleképpen lehet interpretálni: egy dimenzióban a grafikon egy pont-
jába húzott érintő meredeksége; adott pontban a függvény legjobb lineáris approximáci-
ója; infinitezimális ráta; sebességvektor előretoltja; stb. Többváltozós analízisből renge-
teg válfaját ismerjük, úgymint gradiens, divergencia és rotáció, amelyek a változás más-
más aspektusát mérik: maximum növekedés, forrás-, illetve örvénysűrűség. Meglepően
a felsoroltaknak létezik egy közös általánosításuk: a külső derivált, amely differenciál-
formákon hat.
1.1.8. Definíció. A külső derivált az az egyértelmű d ∶ Ω𝑘 → Ω𝑘+1 lineáris operátor,
amely kielégíti az alábbiakat:

• d𝑓 (𝑋) = D𝑋𝑓 , avagy d𝑓 =
𝑛
∑

𝑖=1

𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖

d𝑥𝑖, 𝑓 ∈ ∞ differenciál;

• d(𝜔 ∧ 𝜂) = d𝜔 ∧ 𝜂 + (−1)𝑘𝜔 ∧ d𝜂, 𝜔 ∈ Ω𝑘, 𝜂 ∈ Ω𝑙 Leibniz-szabály;
• d◦d = d2 = 0 nilpotencia.

4Az előzővel ellentétben az itt használt d betűnek nagy jelentősége van, ezért hamarosan külön alfeje-
zetet szentelek neki.
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Hadd ejtsek néhány szót arról, hogy mi motiválta ezt a definíciót! Az első tulaj-
donságban szereplő iránymenti derivált azt mondja meg, hogy az 𝑓 függvény hogyan
változik egy 𝑝 pontban, ha az 𝑋 vektormező mentén mozdulunk el. Konkrétabban:

D𝑋𝑓↾𝑝= lim
𝜖→0+

𝑓 (𝑝 + 𝜖𝑋) − 𝑓 (𝑝)
𝜖

.

Tehát egy sima függvény differenciálja az az egyértelmű 1-forma, amelyet tetszőleges
vektormezőre hattatva épp az iránymenti derivált adja. Koordinátás alakja feltűnően ha-
sonlít a gradiensre, viszont ez, amellett hogy nem vektormező, hanem 1-forma, független
a metrikától. Sőt euklideszi térben bizonyos mértékig duális fogalmak: a differenciál az
a leképezés, amely 𝑋-et ⟨∇𝑓,𝑋⟩-be küldi.

A Leibniz-féle szorzatszabály (amely Leibniznek csak a nevét kölcsönzi) biztosítja,
hogy magasabb rendű formák deriváltjait rekurzívan számoljuk az első sor kezdőlépé-
séből.

Végül a harmadik tulajdonság egyrészről a rot ◦ grad = 0, másrészről a 𝜕◦𝜕 = ∅
(azaz határ határa üres) gondolatmenetét követve nyújt szükséges feltételt az unicitáshoz,
illetve később a de Rham-kohomológia definiálásához. Lokálisan azonban a Young-tétel
egyszerű következménye.

Sokaságok

Mielőtt belekezdenénk az integrálásról szóló alfejezetbe, muszáj búcsút intenünk az euk-
lideszi térnek, ahol eddig dolgoztunk, és absztraktabb vizekre eveznünk, hogy felépít-
hessük a differenciálformák elméletét immár tetszőleges sokaságon.
1.1.9. Definíció. Egy (𝑀, 𝜏) topologikus tér sokaság, ha hausdorff (𝑇2), második meg-
számlálható (𝑀2) és lokálisan euklideszi (azaz minden 𝑀-beli pontnak létezik 𝑈 nyílt
környezete, amely valamilyen 𝑛 esetén ℝ𝑛-nel homeomorf).

Ezután sima görbéken keresztül definiálni szeretnénk az érintőteret, amely az előző-
ekben látott euklideszi tér szerepét fogja betölteni. Ehhez viszont előbb extra struktúrával
kell felszerelni a sokaságot, hogy egyáltalán értelme legyen rajta simaságról beszélni.
1.1.10. Definíció. Legyen𝑀 sokaság és 𝑈 ⊂ 𝑀 nyílt. Ekkor a 𝜑 ∶ 𝑈 → ℝ𝑛 leképezést
térképnek nevezzük, ha 𝑈 ≈ 𝜑(𝑈 ). Ezeknek egy speciális {𝜑𝑖 ∣ 𝑖 ∈ 𝐼} gyűjteménye,
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ahol 𝜑𝑖 ∶ 𝑈𝑖 → ℝ𝑛 és ⋃
𝑖∈𝐼
𝑈𝑖 =𝑀 , az  atlasz.

Ez a konstrukció teszi lehetővé, hogy lokálisan koordinátázzuk a sokaságot, hiszen
𝜑−1 éppen egy ilyen lokális paraméterezést jelent.
1.1.11. Definíció. Rögzített  esetén azt mondjuk, hogy 𝑓 ∶ 𝑀 → ℝ differenciálható
𝑝 ∈𝑀-ben, ha 𝑓◦𝜑−1 differenciálható𝜑(𝑝)-ben. Sokaságok közötti leképezésre hasonló
igaz: 𝑓 ∶𝑀 → 𝑁 differenciálható 𝑝-ben, ha 𝜓◦𝑓◦𝜑−1 differenciálható 𝜑(𝑝)-ben.

Mivel 𝜑(𝑝) ∈ ℝ𝑛, a fenti definíció értelmes, de még nem jó. A probléma orvoslására
bevezetjük a következőt:
1.1.12. Definíció. A𝜑 ∶ 𝑈 → ℝ𝑛 és𝜓 ∶ 𝑉 → ℝ𝑛 térképeket 𝑟-kompatibilisnek hívjuk,
ha 𝜓◦𝜑−1↾𝜑(𝑈∩𝑉 )∈ 𝑟, vagyis az áttérési leképezés 𝑟-szer folytonosan differenciálható
az átfedéseken. Ha egy atlaszban minden térkép ilyen, akkor az 𝑟-atlasz, amiknek ekvi-
valenciaosztálya 𝑟-struktúrát ad meg𝑀-en. Egyébként két 𝑟-atlasz akkor ekvivalens,
ha uniójuk is 𝑟-atlasz. A ∞-struktúrával rendelkező sokaságokat simának nevezzük.
1.1.13. Definíció. Ha az 𝑀 sokaság atlaszában minden 𝑈𝛼 vagy ℝ𝑛-nel, vagy a felső
féltérrel (𝑛 = {𝑥𝑛 ≥ 0}) homeomorf, akkor 𝑀-et peremes sokaságnak nevezzük, és a
határát – amely maga is 𝑛 − 1-dimenziós részsokaság, örökölt irányítással5 –, 𝜕𝑀-mel
jelöljük.

Most már definiálhatjuk egy 𝑀 sokaság érintőterét.
1.1.14. Definíció. Először 𝑀 ⊆ ℝ𝑛 legyen sima részsokaság, azaz minden 𝑥 ∈ 𝑀-hez
van 𝑈 nyílt környezet, hogy 𝑀 ∩ 𝑈 = {𝑥 ∈ 𝑈 ∣ 𝑓1(𝑥) = … = 𝑓𝑘(𝑥) = 0} valamilyen
sima függvények esetén. Ekkor 𝑝𝑀 = {𝛾 ′(0) ∣ 𝛾 ∶ (−𝜖, 𝜖) →𝑀 sima, 𝛾(0) = 𝑝} az𝑀
érintőtere.

Könnyen belátható, hogy ez megegyezik a {𝐯 ∈ ℝ𝑛 ∣ ∀𝑖 𝐯 ⟂ ∇𝑓𝑖(𝑝)} halmazzal. A
dolog buktatója, hogy ez kizárólag részsokaságokra érvényes, ezért megint absztrahálni
kell.
1.1.15. Definíció. Legyen 𝑀 sima sokaság és Γ𝑝𝑀 = {𝛾 ∶ (−𝜖, 𝜖) →𝑀 sima ∣ 𝛾(0) =
𝑝}. Tekintsünk két görbét ekvivalensnek, vagyis 𝛾1 ∼ 𝛾2, ha (𝜑◦𝛾1)′(0) = (𝜑◦𝛾2)′(0),
azaz a deriváltjuk lokálisan megegyezik (függvénycsíra). Ekkor 𝑝𝑀 = Γ𝑝𝑀∕∼.

5Jóllehet ezt egy külön lemmában kell belátni.

13



A 𝜑∗ ∶ [𝛾] ↦ (𝜑◦𝛾)′(0) hozzárendelés révén 𝑝𝑀 vektortérré tehető, így a szo-
kásos műveletek elvégezhetőek. Továbbá ez utóbbi részsokaságok esetén ekvivalens az
előzővel, tehát nem kaptunk új definíciót, a régit terjesztettük ki. Említésre méltó, hogy
létezik egy harmadik megfogalmazás is, amely derivációkat használ. Ám ezzel mi bő-
vebben nem foglalkozunk.

Ha a sokaság összes pontjához tartozó diszjunkt érintőtereket egyetlen halmazba
gyűjtjük, akkor kapjuk a következő definíciót
1.1.16. Definíció. Legyen 𝑀 sima 𝑛-dimenziós sokaság. Ekkor 𝑀 =

⨆

𝑝∈𝑀
𝑝𝑀 az

érintőnyaláb, amelyen szintén definiálható vektortérstruktúra, sőt valójában maga is egy
2𝑛-dimenziós sima sokaság. Értelmezve van rajta egy természetes 𝜋 ∶ 𝑀 → 𝑀
projekció úgy, hogy 𝜋(𝑝, 𝐯) = 𝑝, ezért minden 𝑝 ∈ 𝑀-re a 𝜋−1(𝑝) őskép a pontbeli
érintőtér lesz, amit fibrumnak (magyarosan rostnak) nevezünk.

Az előző alfejezetben kissé pongyolán kezelt vektormező fogalmát is ennek segítsé-
gével lehet pontosítani az érintőnyaláb egy sima szeléseként.
1.1.17. Definíció. Az𝑋 sima vektormező az egy olyan𝑀 → 𝑀 sima leképezés (azaz
minden pontba egy érintővektort rak), amire 𝜋◦𝑋 = id𝑀 . Ezek halmazát továbbra is
(𝑀) jelöli.

Így végre nagy általánosságban is beszélhetünk differenciálformákról. A definíció
igazából csak annyit változik, hogy amit eddig euklideszi térben csináltunk, azt most
átemeljük az adott sokaság érintőterére.
1.1.18. Definíció. Legyen 𝑀 sima sokaság. Ekkor a tenzorhatvány

T(𝑘,𝓁)𝑀 = 𝑀 ⊗…⊗ 𝑀
⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟

𝑘

⊗  ∗𝑀 ⊗…⊗  ∗𝑀
⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟

𝓁

≅ Mult(( ∗𝑀)𝑘 × (𝑀)𝓁,ℝ).

A differenciálformák pedig T(0,𝑘)𝑀 → 𝑀 azon szelései, ahol minden 𝑝 pontban a 𝑘-
lineáris leképezés alternáló forma. Halmazuk jele Ω𝑘(𝑀).

Integrálás és Stokes-tétel

Ahogy az egyváltozós deriválást és integrálást csodálatosan összeköti a kalkulus alapté-
tele (a Newton–Leibniz-formula), miszerint egy [𝑎, 𝑏] zárt intervallumon folytonos va-
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lósértékű függvény esetén ∫

𝑏

𝑎
𝑓 ′(𝑥)d𝑥 = 𝑓 (𝑏)−𝑓 (𝑎), éppúgy létezik ennek és az összes

többi integráltételnek egy közös általánosítása a differenciálformák körében.
1.1.19. Tétel (Stokes). Legyen 𝑀 egy 𝑛+1-dimenziós irányítható sima sokaság és 𝜔 ∈
Ω𝑘(𝑀). Ekkor

∫𝜕𝑀
𝜔 = ∫𝑀

d𝜔.

Habár teljesen csupán a kohomológia tárgyalásakor fogjuk megérteni, azért vegyük
észre, hogy mennyire szembetűnő a fenti képlettel való hasonlósága! Valóban: 𝑘 = 1-
re ez éppen a Newton–Leibniz-formulát, 𝑘 = 2-re a Green-tételt, 𝑘 = 3-ra pedig a
divergenciatételt adja.

Egyébként differenciálformák integrálása vonal mentén, felületen vagy térben csak
annyiban különbözik a rendes Riemann-integrálástól, hogy 𝜔-t először vissza kell húzni
egy euklideszi tartományba.
1.1.20. Definíció. Legyen 𝑓 ∶𝑀 → 𝑁 sima leképezés és 𝜔 ∈ Ω𝑘(𝑁). Ekkor az 𝑁-en
lévő differenciálforma 𝑀-re való visszahúzottja 𝑓 által

(𝑓 ∗𝜔)𝑝(𝐯1,… , 𝐯𝑘) = 𝜔𝑓 (𝑝)(d𝑓𝑝(𝐯1),… , d𝑓𝑝(𝐯𝑘)),

vagyis egyszerűen a differenciállal vett prekompozíció. Integráláskor 𝑓 helyett az 𝑀
lokális paraméterezését, azaz 𝜑−1-et alkalmazzuk.

Megjegyzendő, hogy a d𝑓 operátorral differenciál néven már találkoztunk, ebben a
kontextusban viszont érintővektor előretoltjaként szokták emlegetni, és ahhoz van sok
köze, hogy az érintővektorokra derivációként is lehet gondolni.

1.2. Homológia és kohomológia

A topológia egyik központi kérdése, hogy miként lehet két teret megkülönböztetni egy-
mástól. Erre egy kiváló módszer az invariáns tulajdonságok keresése, mint például soka-
ságok homológiacsoportjai, amelyek a bennük lévő lyukak számáról és típusáról hordoz-
nak hasznos információt. Ennek elmélete eleinte (még Riemann idejében) elég intuitív
alapokon nyugodott, míg Henri Poincaré fejéből ki nem pattant az ötlet, hogy geomet-
riai alakzatok globális szerkezetét algebrai eszközökkel vizsgálja. Történetileg először
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a homológia alakult ki, amely a sokaságba képezett szimplexek generálta lánckomple-
xusokkal dolgozik, a differenciálformák megjelenésével viszont egy merőben másfajta
megközelítés tárulkozott fel. 1931-ben George de Rham észrevette, hogy egy sokaság
lyukainak száma pontosan megegyezik a rajta értelmezhető zárt, de nem egzakt diffe-
renciálformák alterének dimenziójával.

Kategóriák

Hajlamosak vagyunk a matematika területeire különálló szigetekként tekinteni. Azonban
ha egy röpke pillanatra elrugaszkodunk a földtől és a magasba emelkedünk, akkor ma-
dártávlatból megláthatjuk kapcsolatok olyan szövevényes hálózatát, amely alulról nézve
rejtve marad. Ez az új szemlélet egyrészt arra is rávilágít, hogy – paradox módon – dol-
gok tulajdonságait legjobban másokhoz való viszonyaik (és nem pedig tényleges tartal-
muk) alapján lehet megismerni, éppúgy, ahogy egy emberről is sokat elárul viselkedése.
Kézenfekvő példa erre az a Cayley-től származó tétel, miszerint minden véges csoport
valójában egy alkalmas halmaz szimmetriáinak gyűjteménye; vagy egy sokaság homo-
tópiacsoportjai, amelyekről a későbbiekben szó lesz. Másrészt az is rendkívül hasznos,
hogy ha egy bizonyos területen lévő probléma megoldásához nincsenek megfelelő esz-
közeink, akkor azt kedvünkre átszállíthatjuk máshová, hogy ott aztán újrapróbálkozzunk.
A kategóriaelmélet tehát nem egyéb, mint ezen közös mintázatokkal foglalkozó tudo-
mányág. Ebben az alfejezetben anélkül, hogy túl mélyre ásva elvesznénk a részletekben,
csupán azt a néhány alapfogalmat fektetjük le, amelyek nélkülözhetetlenül hozzátartoz-
nak a kohomológia megértéséhez. [2]
1.2.1. Definíció. Egy ℭ kategória az egy (Ob(ℭ),Mor(ℭ), ◦, id) négyes, ahol

• Ob(ℭ) jelöli az objektumok osztályát, ami ha halmaz, akkor kis kategóriáról be-
szélünk;

• Mor(ℭ) az objektumok között menő morfizmusok diszjunkt halmazai6, amelyeket
konkrét esetben Homℭ(𝐴,𝐵) jelöl, magát a nyilat pedig 𝐴 𝑓

→ 𝐵-nek írjuk;
• a ◦ szimbólum egy kompozíciónak nevezett parciális bináris operáció, amely asszo-

ciatív, és minden 𝑓 ∈ Hom(𝐴,𝐵) és 𝑔 ∈ Hom(𝐵,𝐶) párhoz egy egyértelmű
6Tulajdonképpen helyesebb lenne itt is osztályt mondani, ám előre feltesszük, hogy minden kategória,

amivel foglalkozunk, lokálisan kicsi, azaz Hom(𝐴,𝐵) valódi halmaz.
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𝑔◦𝑓 ∈ Hom(𝐴,𝐶) morfizmust rendel;
• végül minden egyes 𝐴 objektumhoz tartozik egy id𝐴 ∈ Hom(𝐴,𝐴) identitás,

amelyre igaz, hogy 𝑓 = 𝑓◦ id𝐴 = id𝐵 ◦𝑓 .
Példaképpen a teljesség igénye nélkül íme egy rövid táblázatos lista a leggyakrab-

ban előforduló kategóriákról (a legutolsó számunkra különös jelentőséggel bír majd az
elkövetkezendő alfejezetekben)7:

Név Objektumok Morfizmusok
𝐒𝐄𝐓 halmazok halmazfüggvények
𝐏𝐎𝐒 poszetek rendezéstartó leképezések
𝐓𝐎𝐏 topologikus terek folytonos leképezések

𝐕𝐄𝐂𝐓𝕂 𝕂 test feletti vektorterek lineáris transzformációk
𝐌𝐀𝐍∞ sima sokaságok diffeomorfizmusok
𝐌𝐄𝐀𝐒 mérhető terek mérhető függvények
𝐆𝐑𝐏 csoportok csoporthomomorfizmusok
𝐀𝐁 Abel-csoportok csoporthomomorfizmusok

𝐑𝐈𝐍𝐆 egységelemes gyűrűk gyűrűhomomorfizmusok
𝐑-𝐌𝐎𝐃 bal-𝑅-modulusok modulushomomorfizmusok
𝐅𝐋𝐃 testek testhomomorfizmusok
𝐒𝐇(𝑋) kévék kévemorfizmusok
𝐂𝐇(𝑅) lánckomplexusok láncleképezések

Ezenkívül mind objektumoknak, mind morfizmusoknak van három különleges faj-
tája:
1.2.2. Definíció. A ℭ kategória egy objektumát iniciálisnak nevezzük, ha belőle minden
𝐴 ∈ Ob(ℭ)-hez pontosan egy morfizmus indul ki; terminálisnak, ha belé minden 𝐴 ∈
Ob(ℭ)-tól pontosan egy morfizmus érkezik; univerzálisnak, ha valamelyik; és zérónak,
ha mindkettő.
1.2.3. Definíció. Legyen 𝐴,𝐵, 𝐶 ∈ Ob(ℭ) és 𝑓 ∈ Hom(𝐴,𝐵).

(i) Az 𝐴 𝑓
→ 𝐵 morfizmus monomorfizmus vagy röviden mono, ha balkancellatív,

azaz valahányszor 𝑔, ℎ ∶ 𝐶 → 𝐴 morfizmusok ℭ-ben, 𝑓◦𝑔 = 𝑓◦ℎ implikálja,
7Dacára annak, hogy a kategóriaelmélészek inkább az elemek viszonyai iránt érdeklődnek, a kategó-

riákat valamiért mégis az objektumokról és nem a morfizmusokról nevezték el.
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hogy 𝑔 = ℎ. Könnyű ellenőrizni, hogy egy injektív függvény mindig mono, de a
fordítottja hamis.

(ii) Az 𝐴 𝑓
→ 𝐵 morfizmus epimorfizmus vagy röviden epi, ha jobbkancellatív, azaz

valahányszor 𝑔, ℎ ∶ 𝐵 → 𝐶 morfizmusok ℭ-ben, 𝑔◦𝑓 = ℎ◦𝑓 implikálja, hogy
𝑔 = ℎ. Most is könnyű ellenőrizni, hogy egy szürjektív függvény mindig epi, de
fordítva ismét hamis.

(iii) Az 𝐴 𝑓
→ 𝐵 morfizmus izomorfizmus vagy röviden izo, ha (egyértelműen) létezik

egy 𝑔 ∶ 𝐵 → 𝐴 inverz morfizmus úgy, hogy 𝑓◦𝑔 = id𝐵 és 𝑔◦𝑓 = id𝐴. Itt is igaz,
hogy minden izo egyszerre mono és epi, de visszafelé már nem.

Ezek után felmerül a kérdés: létezhet-e olyan kategória, amelyben az objektumok ma-
guk is kategóriák? A kissé kiábrándító válasz az, hogy ez nem mindig működik, vagyis
(ahogy minden halmazok halmaza sincs) nincsen minden kategóriák kategóriája. Vi-
szont kis kategóriák esetén egy ilyen szintugrással a 𝐂𝐀𝐓 nevű 2-kategóriát nyerjük.
1.2.4. Definíció. Egy 𝐹 ∶ ℭ → 𝔇 morfizmust (kovariáns) funktornak hívunk, ha

• minden 𝐴 ∈ Ob(ℭ)-re 𝐹 (𝐴) ∈ Ob(𝔇);
• minden 𝑓 ∈ Homℭ(𝐴,𝐵)-re 𝐹 (𝑓 ) ∈ Hom𝔇(𝐹 (𝐴), 𝐹 (𝐵))8;
• megőrzi a kompozíciót, azaz 𝐹 (𝑓◦𝑔) = 𝐹 (𝑓 )◦𝐹 (𝑔);
• és az identitást is, azaz 𝐹 (id𝐴) = id𝐹 (𝐴).

Továbbá ha 𝐹 (𝑓 ) ∈ Hom(𝐹 (𝐵), 𝐹 (𝐴)) és 𝐹 (𝑓◦𝑔) = 𝐹 (𝑔)◦𝐹 (𝑓 ), akkor azt mondjuk,
hogy a funktor kontravariáns. Annak elkerülésére, hogy egy-egy állítást vagy bizonyítást
meg kelljen ismételni a duálisra, bevezetjük a ℭop oppozit (vagy ellentett) kategóriát,
amelyben az objektumok változatlanul maradnak, a nyilak megfordulnak.

Tehát egy funktort nem elég csupán az objektumokon definiálni, a morfizmusokra
is meg kell adni a hatást. A definícióból jól látszik, hogy ezek pontosan a struktúratartó
leképezések kategóriák közt, vagyis segítségükkel fogunk tudni invariánsokat készíteni.
Hasonlóan most is felsorakoztatunk néhányat a legfontosabbak közül:

8Ha az 𝑓 ↦ 𝐹 (𝑓 ) leképezés szürjektív, akkor a funktort teljesnek mondjuk, ha injektív, akkor hűnek,
ha pedig mindkettő, akkor teljesen hűnek.
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• az identikus funktor a legunalmasabb, hiszen mindent önmagába visz;
• a feledékeny funktor az objektumokhoz az alaphalmazukat rendeli kevesebb struk-

túrával (például 𝐆𝐑𝐏 → 𝐒𝐄𝐓);
• a 𝐒𝐄𝐓 és 𝐀𝐁 között futó szabad funktor (amely egyébiránt az előző speciális esetű

adjungáltja9) egy 𝐻 halmazhoz az általa generált szabad Abel-csoportot rendeli;
• a Hom(𝐴,−) funktor egy𝐵 objektumhoz a benne végződő morfizmusok halmazát

rendeli, 𝐵1
𝑓
→ 𝐵2 morfizmusokon pedig az 𝑓 -fel vett posztkompozíciót (𝑓∗) adja;

• a Hom(−, 𝐵) funktor a fentinek kontravariáns párja, amely 𝐴-hoz a belőle induló
morfizmusok halmazát rendeli;

• a −⊗
𝑅
− tenzorszorzat egy (kétoldali) bifunktor 𝐌𝐎𝐃-𝐑×𝐑-𝐌𝐎𝐃 és 𝐀𝐁 között;

• az első fejezetből ismert 𝑉 ∗ duális tér és 𝑓 ∗ visszahúzás egy 𝐕𝐄𝐂𝐓𝕂 ↺ kontra-
variáns funktor képei;

• egy ∶ ℑ → ℭ diagram az egy olyan funktor, amely objektumok és morfizmusok
„sablonos rajzát” egy adott kategórián belül valahogyan interpretálja;

• a pontozott topologikus terek 𝐓𝐎𝐏∙ kategóriájából 𝐆𝐑𝐏-be menő fundamentális
csoportot hamarosan tüzetesebben górcső alá vesszük.

Érdekes, hogy rengeteg matematikai definíció, állítás és bizonyítás (Jacobi-mátrix,
Gauss-elimináció, kiválasztási axióma, Galois főtétele, a Riesz-féle reprezentációs tétel
stb.), nagyon letisztult, sallangmentes megfogalmazást nyer a funktorok nyelvén.

A következő lépés új kategóriák konstruálásánál, hogy magukat a funktorokat tesszük
meg objektummá. Az így kapott 𝔇ℭ kategóriában két funktor közti 2-morfizmus neve
természetes transzformáció.
1.2.5. Definíció. Legyenek adva 𝐹 ,𝐺 ∶ ℭ → 𝔇 funktorok. Ekkor egy 𝜂 ∶ 𝐹 ⇒ 𝐺
természetes transzformáció (𝜂𝐴) komponensek olyan sorozata, hogy minden𝐴 ∈ Ob(ℭ)-
re 𝜂𝐴 ∈ Hom𝔇(𝐹 (𝐴), 𝐺(𝐴)), és valahányszor 𝐴 𝑓

→ 𝐵 morfizmus ℭ-ben, 𝐺(𝑓 )◦𝜂𝐴 =
9azaz minden 𝐴 ∈ Ob(ℭ) és 𝐵 ∈ Ob(𝔇) esetén létezik 𝜏𝐴,𝐵 ∶ Hom𝔇(𝐹 (𝐴), 𝐵) → Homℭ(𝐴,𝐺(𝐵))természetes transzformáció
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𝜂𝐵◦𝐹 (𝑓 ), vagyis az alábbi négyzet kommutál:

𝐹 (𝐴) 𝐺(𝐴)

𝐹 (𝐵) 𝐺(𝐵)

𝜂𝐴

𝐹 (𝑓 ) 𝐺(𝑓 )

𝜂𝐵

↻

Azon speciális esetben, amikor 𝔇 = 𝐒𝐄𝐓, a 𝐒𝐄𝐓ℭop kategória objektumai az előkévék.
Továbbá ha minden 𝐴 ∈ Ob(ℭ)-re 𝜂𝐴 izo, akkor 𝜂-t természetes izomorfizmusnak hív-
juk; jelben: 𝐹 ≅ 𝐺. Ha 𝐹 ∶ ℭ → 𝔇 és 𝐺 ∶ 𝔇 → ℭ funktorok esetén 𝐺◦𝐹 ≅ idℭ és
𝐹◦𝐺 ≅ id𝔇, akkor ℭ ≈ 𝔇, azaz a két kategória ekvivalens.

Ez a definíció igen szerteágazó, ugyanis temérdek nagyon hasznos koncepció szár-
mazik belőle. Például legalább százféle limesz és kolimesz, amelyek univerzális objektu-
mok egy  diagram feletti kúpok vagy alatti kokúpok kategóriájában. A kíváncsi Olvasó
Emily Riehl Category Theory in Context című könyvét böngészve rengeteg érdekes do-
logra bukkanhat.

Tömören (kimondás erejéig) szeretnék kitérni a kategóriaelmélet leghíresebb és leg-
mélyebb állítására, a Joneda-lemmára. Korábban már említettük, hogy egy objektumot
nem a belseje, hanem sokkal inkább környezetéhez fűződő viszonya határoz meg. Mi-
vel minden 𝐴 ∈ Ob(ℭ) objektumhoz társítható egy saját Hom-funktor, ezért ez egy
olyan  ∶ ℭ → 𝐒𝐄𝐓ℭop funktort eredményez, ami 𝐴-hoz Hom(−, 𝐴)-t, egy 𝐴 𝑓

→ 𝐵
morfizmushoz pedig az 𝑓∗ ∶ Hom(−, 𝐴) → Hom(−, 𝐵) természetes transzformációt
rendeli. Ezen okból kifolyólag az ilyen Hom-funktorokat reprezentálhatónak nevezzük.
A beszédes elnevezést igazolandó, le kell ellenőrizni, hogy ez a Joneda-funktor tény-
leg teljesen hű beágyazást ad, azaz 𝐍𝐀𝐓(Hom(−, 𝐴),Hom(−, 𝐵)) ≅ Hom(𝐴,𝐵), ahol
𝐍𝐀𝐓 a természetes transzformációk kategóriáját jelöli. Szerencsére a Joneda-lemma, a
kategóriaelmélet „Szent Grálja” ennél picit erősebbet állít.
1.2.6. Tétel (Joneda). Legyen ℭ lokálisan kis kategória, 𝐴 ∈ Ob(ℭ) egy rögzített objek-
tum és 𝐹 ∶ ℭop → 𝐒𝐄𝐓 tetszőleges funktor. Ekkor 𝐍𝐀𝐓(Hom(−, 𝐴), 𝐹 ) ≅ 𝐹 (𝐴).

Miután elmerengtünk a tétel szépségén, amely abban áll, hogy lerántja a fátylat a
bonyolultról, felfedve a mögötte megbúvó egyszerűséget, vegyük észre, ez arra is ma-
gyarázatul szolgál, hogy miért beszélünk egyszer sokaságokról, máskor pedig a rajtuk
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lévő sima függvények gyűrűjéről. Sőt a következő alfejezetben rögtön learatjuk a tétel
kínálta babérokat egy fontos topológiai alkalmazásán keresztül.

Homológia

Ahogy a bevezetőben már utaltam rá, a topológia egyik fő törekvése a terekben lévő
lyukak leírása és számszerűsítése. A cél közös, az eltérő gondolkodásmód mégis három
különböző megközelítést hozott létre: homotópia, homológia és kohomológia. Az első-
ről csupán érintőlegesen szólunk pár szót, megemlítve, hogy habár ez a legelegánsabb,
számolás szempontjából korántsem ideális. [3], [4]
1.2.7. Definíció. Legyen 𝑋 topologikus tér és 𝑥0 ∈ 𝑋 bázispont. Az 𝑓 ∶ 𝕀𝑛 → 𝑋 foly-
tonos leképezés 𝑛-dimenziós hurok, ha a kocka teljes határát a bázispontba küldi, azaz
𝑓 (𝜕𝕀𝑛) = {𝑥0}. Két ilyen leképezés, 𝑓 és 𝑔 homotóp (folytonosan egymásba deformál-
ható), ha létezik 𝐹 ∶ 𝕀𝑛 × [0, 1] → 𝑋, ami kielégíti az alábbiakat:

• 𝐹 (𝑠, 0) = 𝑓 (𝑠) minden 𝑠-re;
• 𝐹 (𝑠, 1) = 𝑔(𝑠) minden 𝑠-re;
• 𝐹 (𝑠, 𝑡) = 𝑥0 minden 𝑠 ∈ 𝜕𝕀𝑛 és 𝑡 ∈ [0, 1] esetén.

Egy 𝑓 hurkot pontrahúzhatónak vagy nullhomotópnak hívunk, ha végig𝑋-ben maradva
folytonosan a konstans hurokba zsugorítható, azaz 𝑓 ≃ 𝑐𝑥0 .

Megjegyezzük, hogy ekvivalens definíciót kapunk, ha 𝕀𝑛 helyett 𝑛-dimenziós göm-
böt használunk. Be lehet látni, hogy a homotópia ekvivalenciareláció, az ekvivalencia-
osztályok halmazát 𝜋𝑛(𝑋, 𝑥0) jelöli. Továbbá csoportstruktúrát lehet definiálni rajta a
következő módon: ha J𝑓K, J𝑔K ∈ 𝜋𝑛(𝑋, 𝑥0), akkor J𝑓KJ𝑔K ∶= J𝑓 ∗ 𝑔K, ahol

(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑠1,… , 𝑠𝑛) =
{

𝑓 (2𝑠1,… , 𝑠𝑛), 0 ≤ 𝑠1 ≤
1
2

𝑔(2𝑠1 − 1,… , 𝑠𝑛),
1
2
≤ 𝑠1 ≤ 1

Meglepő, de ez a művelet 𝑛 ≥ 2-re kommutatív, sőt útösszefüggő terek esetén független a
bázispont választásától, így a jelölésben is elhagyható: 𝜋𝑛(𝑋, 𝑥1) ≅ 𝜋𝑛(𝑋, 𝑥2) ≅ 𝜋𝑛(𝑋).
Például a kör fundamentális csoportja 𝜋1(𝕊1) ≅ ℤ = ⟨1⟩, minden nagyobb 𝑛-re trivi-
ális, tehát van nem pontrahúzható hurok (generátor), ami tanúsítja, hogy a kör közepe
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üres (1-dimenziós lyuk). Azonban a magasabb homotópiacsoportok hátránya, hogy ki-
számításuk a gyakorlatban rendkívül nehéz feladatnak bizonyult, ezért a homológiához
fordulunk, amely joggal nevezhető a homotópia linearizált, „szelídebb” alternatívájának.

A homológiának három fajtáját különböztetjük meg: szimpliciális, celluláris és szin-
guláris, attól függően, hogy mennyire komplikált terekben dolgozunk. Az első kettő
könnyebben programozható, mégis korlátozott verziók, mert a tereknek csupán szűk
hányadán, (amint az árulkodó nevek mutatják) triangulálható terek, illetve a náluk szi-
gorúan bővebb és viszonylag nagy halmazt alkotó cellakomplexusok esetén működnek,
míg az utóbbi bármely térre. Mivel mindig a speciálistól haladunk az általános felé, így
először a CW-komplexus10 szemléletes fogalmával kell megismerkednünk.
1.2.8. Definíció. Egy 𝑋 CW-komplexust a következő induktív lépésekkel lehet meg-
konstruálni:

• a 0-váz (𝑋0) diszkrét pontokból áll (0-cellák)11;
• az 𝑛-vázat (𝑋𝑛) úgy kapjuk az 𝑛−1-vázból (𝑋𝑛−1), hogy 𝔹𝑛 nyílt egységgolyókkal

homeomorf 𝑛-cellákat (𝑒𝛼𝑛) ragasztunk össze a határuk (𝜕𝑒𝛼𝑛 ≅ 𝕊𝑛−1) mentén a
𝜑𝛼𝑛 ∶ 𝕊𝑛−1 → 𝑋𝑛−1 folytonos leképezések segítségével, s így 𝑋𝑛 = 𝑋𝑛−1 ⊔𝛼 𝑒

𝛼
𝑛 , ahol

𝑥 ∼ 𝜑𝛼𝑛(𝑥) azonosítva vannak 𝑥 ∈ 𝜕𝑒𝛼𝑛 esetén;
• végül 𝑋 =

⋃

𝑛
𝑋𝑛, a gyenge topológiával ellátva, azaz 𝑈 ⊂ 𝑋 nyílt, ha minden

𝑛-re 𝑈 ∩𝑋𝑛 nyílt.
Például minden gráf valójában olyan komplexus, ahol a csúcsok alkotják a 0-vázat,

az élek pedig az 1-cellák hozzájuk rögzítve. Az 𝑛-gömbnek is egyszerű a CW-szerkezete:
egyetlen pont, amelyhez egy 𝑛-cella van ragasztva a határa mentén a konstans 𝕊𝑛−1 →

𝑒0 leképezéssel. A tórusz felépíthető egy 0-cellából (csúcs), két 1-cellából (szélességi
és hosszúsági kör) és egy 2-cellából (a „palást”), amit a négyzet éleinek egyező irányú
azonosításával ragasztunk rájuk a lenti ábrán látható módon. Sokféle térnek adható ilyen
struktúra, többek között a valós és komplex projektív térnek (ℝℙ𝑛, illetve ℂℙ𝑛) is.

A homotópiacsoportok kezelésének egyik nehézsége, speciálisan a fundamentális
csoporté, hogy nem kommutatív. Például az 𝑥, 𝑦 pontokat összekötő 𝑎, 𝑏 élekből álló

10A mozaikszó feloldása az angol closure-finite (lezárás-véges) és weak topology (gyenge topológia)
szavak kezdőbetűje, ami az így keletkező topologikus tér két kardinális tulajdonságából ered.

11Egyes szerzők a −1 indexű üres halmazzal (𝑋−1 = ∅) kezdenek.
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Tórusz CW-felbontása

gráf esetén 𝑎𝑏−1 és 𝑏−1𝑎 különböző hurkok. Azonban vegyük észre, hogy ugyanazt a
kört határolják, csak a bázispont változik. Ezért ha egyenlőnek tekintjük őket (abeli-
záljuk a csoportot), akkor megszabadulunk a bázisponthoz való kötöttségtől, s így lesz a
hurokból geometriai ciklus. Élek így keletkező egész-együtthatós lineáris kombinációját
láncnak hívjuk, az olyan láncot pedig, amely geometriai ciklusokra bontható, (algebrai)
ciklusnak. Ez pontosan akkor teljesül, ha az együtthatók összege 0. A fogalmat ki tudjuk
terjeszteni gráfokról tetszőleges CW-komplexusra.
1.2.9. Definíció. Az 𝑛-cellákból álló ∑

𝑖
𝑎𝑖𝑒

𝑖
𝑛 formális összeget 𝑛-láncnak nevezzük.

Ezek csoportját, vagyis az 𝑛-cellák generálta szabad Abel-csoportot 𝐶CW
𝑛 (𝑋) jelöli. Kö-

zöttük értelmezve van egy 𝜕𝑛 ∶ 𝐶CW
𝑛 (𝑋) → 𝐶CW

𝑛−1(𝑋) peremoperátor, ami egy 𝑛-láncot
az irányított határába küld homomorf módon. Ekkor egy 𝑐 ∈ 𝐶CW

𝑛 (𝑋) lánc pontosan
akkor 𝑛-ciklus, ha 𝜕𝑛(𝑐) = 0, másképpen, ha 𝑐 ∈ Ker(𝜕𝑛).

Továbbá figyeljük meg, hogy ha 𝑐 = 𝜕𝑛+1(𝑑) valamilyen 𝑑 ∈ 𝐶CW
𝑛+1(𝑋)-re, akkor

𝑑 automatikusan ciklus, azaz nullhomotóp, tehát nem fog közre lyukat, hanem egy 𝑛-
cella határát alkotja. Épp emiatt a lyukak számlálásakor az ilyen eseteket ignoráljuk úgy,
hogy kifaktorizálunk velük, hiszen a lyukak pont azon ciklusok, amelyek nem határolnak
semmit. Így kapjuk meg a cellulárishomológia-csoportokat.
1.2.10. Definíció. A 𝐶CW

𝑛 (𝑋) csoportok és a hozzájuk tartozó 𝜕𝑛 homomorfizmusok
együtt lánckomplexust alkotnak:

…
𝜕𝑛+1
⟶ 𝐶CW

𝑛 (𝑋)
𝜕𝑛
⟶ 𝐶CW

𝑛−1(𝑋)
𝜕𝑛−1
⟶ …

Ekkor az 𝑛-edik cellulárishomológia-csoport 𝐻CW
𝑛 (𝑋) = Ker(𝜕𝑛)∕ Im(𝜕𝑛+1).12

12Mivel a 𝜕𝑛◦𝜕𝑛+1 = 0 egyenlet ekvivalens azzal, hogy Im(𝜕𝑛+1) ⊆ Ker(𝜕𝑛), így a definíció értelmes.
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Ám a peremoperátor definiálásakor némi nehézségbe ütközünk: 𝑛 = 1-re egysze-
rűen végpont mínusz kezdőpont, 𝑛 = 2-re szintén nyilvánvaló az irányítás, de 𝑛 ≥ 3-ra
még poliédercellák esetén sem látjuk a megoldást. Kiutat a háromszögelés (trianguláció)
nyújt, miszerint bármely poliéder feldarabolható szimplexekre, amelyek a háromszög és
a tetraéder magasabb dimenziós általánosításai. Így egy csapással leszűkítjük az értel-
mezési tartományt, viszont a határleképezés és irányítás definiálása magától értetődő.
1.2.11. Definíció. Euklideszi térben 𝑛 + 1 általános helyzetű (nem egyazon hipersík-
ban lévő) pont konvex burkát 𝑛-szimplexnek hívjuk. Ezzel ekvivalens, ha azt követeljük
meg, hogy a pontok alkotta különbségvektorok lineárisan függetlenek legyenek. Ekkor
a 𝑣𝑖 pontok a szimplex csúcsai, amelyet ezentúl [𝑣0,… , 𝑣𝑛] fog jelölni. A standard 𝑛-
szimplexnél a szokásos bázisvektorokat választjuk csúcsként, azaz

Δ𝑛 =

{

(𝑡0,… , 𝑡𝑛) ∈ ℝ𝑛+1
|

|

|

|

|

∑

𝑖
𝑡𝑖 = 1 és 𝑡𝑖 ≥ 0

}

,

ahol 𝑡𝑖 az ún. baricentrikus koordináták.
A [𝑣0,… , 𝑣𝑛] jelölésmód rögzíti az élek egy kanonikus orientációját növekvő inde-

xek szerint, valamint lineáris homomorfizmust létesít a standard 𝑛-szimplex és bármely
másik között, a rendezést megtartva. Ha egy 𝑛-szimplex tetszőleges csúcsát töröljük,
akkor a maradék csúcsok egy 𝑛 − 1-szimplexet feszítenek, amelyet az eredeti szimplex
lapjának nevezünk. Ennek irányítása konvencionálisan leöröklődik a szülőről. Az összes
lap együttesen alkotja a szimplex határát, amelyre a 𝜕 szimbólummal hivatkozunk. Ek-
kor a Δ̊𝑛 = Δ𝑛 ⧵ 𝜕Δ𝑛 halmaz a szimplex nyílt belseje. Elérkeztünk a Δ-komplexusok
definíciójához, amelyeken értelmezni fogjuk a szimpliciális homológiáját.
1.2.12. Definíció. Egy 𝑋 téren lévő Δ-komplexus-struktúra 𝜎𝛼 ∶ Δ𝑛 → 𝑋 leképezések
olyan családja, hogy

• 𝜎𝛼↾Δ̊𝑛 injektív, és𝑋 minden pontja kizárólag egyetlen ilyen 𝜎𝛼 képében van benne;
• 𝜎𝛼 megszorítása a szimplex egy lapjára megegyezik valamelyik 𝜎𝛽 ∶ Δ𝑛−1 → 𝑋

leképezéssel;
• 𝐴 ⊆ 𝑋 pontosan akkor nyílt, ha mindegyik 𝛼-ra 𝜎−1

𝛼 (𝐴) nyílt Δ𝑛-ben.
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Szimpliciális komplexus példa (a) és ellenpéldák (b)-(c)

Ez a legutolsó feltétel azt a patológiát kerüli meg, hogy 𝑋 minden pontjára külön
csúcsként tekintsünk. A fenti definíció segítségével 𝑋-et hányadostérként is felépíthet-
jük úgy, hogy a diszjunkt Δ𝑛

𝛼 szimplexek lapjait hozzáragasztjuk a megfelelő alacso-
nyabb dimenziós Δ𝑛−1

𝛽 -hoz. Ebből kifolyólag 𝑋 szükségszerűen hausdorff, továbbá a
𝜎𝛼(Δ̊𝑛) képeket felfoghatjuk, mint 𝑒𝑛𝛼 cellák. Legyen tehát 𝐶Δ

𝑛 (𝑋) az ezek által generált
szabad Abel-csoport, amelynek elemeit 𝑛-láncoknak hívjuk, és amelyek felírhatók véges
formális összegként: ∑

𝛼
𝑛𝛼𝑒

𝑛
𝛼 =

∑

𝛼
𝑛𝛼𝜎𝛼, ahol az együtthatók egészek. Most is definiá-

lunk egy Δ-komplexusokon értelmezett 𝜕𝑛 ∶ 𝐶Δ
𝑛 (𝑋) → 𝐶Δ

𝑛−1(𝑋) peremoperátort, amit –
lévén, hogy homomorfizmus – elegendő a bázison meghatározni:

𝜕𝑛(𝜎𝛼) =
∑

𝑖
(−1)𝑖𝜎𝛼↾[𝑣0,…,𝑣̂𝑖,…,𝑣𝑛],

ahol a kalap szimbólum (̂) az 𝑖-edik csúcs kihagyására utal. A váltakozó előjel biztosítja,
hogy a 𝜕𝑛◦𝜕𝑛+1 = 0 összefüggés igaz maradjon. Az algebrai paletta a korábbi celluláris
esethez hasonlóan fest.
1.2.13. Definíció. A 𝐶Δ

𝑛 (𝑋) csoportok a hozzájuk tartozó 𝜕𝑛 peremoperátorokkal együtt
az alábbi lánckomplexust képezik:

…
𝜕𝑛+1
⟶ 𝐶Δ

𝑛 (𝑋)
𝜕𝑛
⟶ 𝐶Δ

𝑛−1(𝑋)
𝜕𝑛−1
⟶ …

𝜕1
⟶ 𝐶Δ

0

𝜕0
⟶ 0.

25

https://www.researchgate.net/figure/Example-of-a-simplicial-complex-a-taken-from-10-and-no-simplicial-complexes-b-and_fig2_376616275


Ekkor az 𝑛-edik szimpliciálishomológia-csoport 𝐻Δ
𝑛 (𝑋) = Ker(𝜕𝑛)∕ Im(𝜕𝑛+1).

Rögtön felvetődik a kérdés: vajon 𝐻Δ
𝑛 (𝑋) függ-e a tér választott Δ-struktúrájától?

Más szavakkal: ha két Δ-komplexus homotóp ekvivalens (netán még homeomorf is),
akkor izomorfak-e homológiacsoportjaik? A válaszhoz el kell hagynunk a kissé merev
Δ-komplexusok világát egy még általánosabb homológiafogalom reményében.
1.2.14. Definíció. Egy 𝑋 térben lévő szinguláris 𝑛-szimplex az egy 𝜎 ∶ Δ𝑛 → 𝑋 foly-
tonos leképezés, amely tehát nem szükségképpen injektív (beágyazás). A szinguláris 𝑛-
szimplexek mint bázis által generált szabad Abel-csoportot jelölje 𝐶𝑛(𝑋), amelynek ele-
meit (szinguláris) 𝑛-láncoknak hívjuk. Ezek felírhatók véges egész-együtthatós összeg-
ként: ∑

𝑖
𝑛𝑖𝜎𝑖. Az előzőhöz hasonlóan rajtuk is definiált egy 𝜕𝑛 ∶ 𝐶𝑛(𝑥) → 𝐶𝑛−1(𝑋)

peremoperátor:
𝜕𝑛(𝜎) =

∑

𝑖
(−1)𝑖𝜎↾[𝑣0,…,𝑣̂𝑖,…,𝑣𝑛] .

Most is változatlanul igaz, hogy a (𝐶𝑛(𝑋), 𝜕𝑛) páros lánckomplexust hoz létre:

…
𝜕𝑛+1
⟶ 𝐶𝑛(𝑋)

𝜕𝑛
⟶ 𝐶𝑛−1(𝑋)

𝜕𝑛−1
⟶ … ,

s így az 𝑛-edik szingulárishomológia-csoport 𝐻𝑛(𝑋) = Ker(𝜕𝑛)∕ Im(𝜕𝑛+1).
Ebből a definícióból evidens, hogy homeomorf terek homológiacsoportjai izomor-

fak. Másrészről viszont mivel a 𝐶𝑛(𝑋) csoportok gyakran nem-megszámlálhatóak, ezért
egyáltalán nem világos, hogy véges Δ-komplexusokra 𝐻𝑛(𝑋) végesen generált lenne.
Továbbá belátható, hogy a homológiacsoportok már pusztán homotóp ekvivalens terek
esetén is izomorfak. Sőt ennél több is igaz, nevezetesen, hogy Δ-komplexusok esetében
ez a két fogalom megegyezik, azaz minden 𝑛-re 𝐻Δ

𝑛 (𝑋) ≅ 𝐻𝑛(𝑋).
Ha szeretnénk vizsgálni, hogy milyen kapcsolat húzódik𝐻𝑛(𝑋),𝐻𝑛(𝐴) és𝐻𝑛(𝑋∕𝐴)

között, ahol 𝐴 ⊆ 𝑋, akkor naivan úgy vélekedhetnénk, hogy 𝐻𝑛(𝐴) ≤ 𝐻𝑛(𝑋), illetve
𝐻𝑛(𝑋∕𝐴) ≅ 𝐻𝑛(𝑋)∕𝐻𝑛(𝐴). Azonban ezek csak nagyon speciális esetekben állnak fenn.
Ám ennél általánosabb összefüggések feltárásához fel kell elevenítenünk az egzakt so-
rozat fogalmát.
1.2.15. Definíció. Homomorfizmusok egy

…
𝛼𝑛+1
⟶ 𝐴𝑛

𝛼𝑛
⟶ 𝐴𝑛−1

𝛼𝑛−1
⟶ …
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sorozata egzakt, ha minden 𝑛-re Ker(𝛼𝑛) = Im(𝛼𝑛+1). Ennek speciális eseteként

0 ⟶ 𝐴
𝛼

⟶ 𝐵
𝛽

⟶ 𝐶 ⟶ 0

egzakt sorozatot rövid egzakt sorozatnak nevezzük.
Ekkor teljesül a következő

1.2.16. Tétel. Ha 𝐴 olyan nemüres zárt altere az 𝑋 térnek, amely egyben egy 𝑋-beli
környezet deformációs retraktuma, akkor a

… ⟶ 𝐻̃𝑛(𝐴)
𝜄∗

⟶ 𝐻̃𝑛(𝑋)
𝑗∗

⟶ 𝐻̃𝑛(𝑋∕𝐴)
𝜕

⟶ 𝐻̃𝑛−1(𝐴) ⟶ …

sorozat, ahol 𝜄 ∶ 𝐴↪ 𝑋 és 𝑗 ∶ 𝑋 → 𝑋∕𝐴, egzakt valamilyen 𝜕-re.

Itt 𝐻̃𝑛(𝑋) a redukált homológiacsoportokat jelöli, vagyis az alábbi augmentált lánc-
komplexus homológiacsoportjait (𝜂 (∑𝑖 𝑛𝑖𝜎𝑖

)

=
∑

𝑖 𝑛𝑖):

…
𝜕2
⟶ 𝐶1(𝑋)

𝜕1
⟶ 𝐶0(𝑋)

𝜂
⟶ ℤ ⟶ 0.

Kohomológia

Formálisan a homológia duálisának tekinthető, és történetileg is annak továbbfejlesz-
tése, amikor világossá vált, hogy szükséges egy forradalmi perspektívacsere. Ez szá-
mos esetben gazdagabb algebrai struktúrákhoz vezetett (pl. ki fog derülni, hogy a koho-
mológiaosztályokon értelmesen definiálható egyfajta szorzás, amivel már nem pusztán
csoportot, hanem gyűrűt alkotnak) és finomabb topológiai invariánsokat szolgáltatott,
jelentősége azonban túlmutat a homológia egyszerű „tükörképén”, ugyanis természe-
tes módon kompatibilis különböző műveletekkel, amelyek legfontosabbika az előzőleg
megismert differenciálformák. [3], [5]

A következőkben röviden és intuitíve tárgyaljuk a kohomológia általános fogalmi
keretét, hogy utána rátérhessünk a rengetegféle arculata közül (kéve, Čech, Galois stb.)
a minket kifejezetten érdeklőre, a de Rham-kohomológiára, amely összekapcsolja az
analízist a topológiával.

A kohomológia alapötletét egy egyszerű példán keresztül mutatom be. Legyen 𝑋
egy 1-dimenziós Δ-komplexus, vagyis egy digráf (irányított gráf), Δ0(𝑋,𝐺) pedig jelöl-
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je az összes 𝑉 (𝑋) → 𝐺 függvényt egy fix Abel-csoport esetén. Hasonlóan az𝐸(𝑋) → 𝐺
függvények halmaza Δ1(𝑋,𝐺). Definiáljunk egy 𝛿0 ∶ Δ0(𝑋,𝐺) → Δ1(𝑋,𝐺) homomor-
fizmust a 𝜑 ↦ 𝛿0𝜑 hozzárendeléssel, ahol 𝛿0𝜑([𝑣0, 𝑣1]) = 𝜑(𝑣1)−𝜑(𝑣0). Szemléltetésül
ez azt jelenti, hogy ha 𝑋 egy hegyi ösvény és 𝜑 a kereszteződések tengerszint feletti
magasságát méri, akkor 𝛿0𝜑 megadja a közöttük lévő nettó szintemelkedést. Vagy ha
𝑋 egy áramkör és 𝜑 a csomóponti feszültség, akkor 𝛿0𝜑 a potenciálkülönbség. Ekkor
tehát vizsgálhatjuk az ezek alkotta kolánckomplexust, amelynek homológiacsoportjai-
ból megkapjuk az eredeti tér kohomológiacsoportjait, azaz 𝐻0(𝑋,𝐺) = Ker 𝛿0, illetve
𝐻1(𝑋,𝐺) = Δ1(𝑋,𝐺)∕ Im 𝛿0.

Az nyilvánvaló, hogy 𝐻0(𝑋,𝐺)-be pontosan az 𝑋 összefüggőségi komponensein
konstans függvények tartoznak, hiszen épp ezekre igaz a 𝛿0𝜑 = 0 egyenlet. A𝐻1(𝑋,𝐺)
kohomológiacsoport viszont pontosan akkor triviális, ha a 𝛿0𝜑 = 𝜓 differenciálegyen-
letnek van Δ0(𝑋,𝐺)-beli megoldása minden 𝜓 ∈ Δ1(𝑋,𝐺)-re. Feltéve, hogy létezik
megoldás, a Picard–Lindelöf-féle unicitástétel miatt az egyértelműség következik. Ez a
feladat hasonlít ahhoz, amikor adott deriválthoz keresünk alkalmas primitív függvényt.
Tehát a központi kérdés: Ha ismerjük az összes élen a változás mértékét, akkor vissza
tudjuk-e fejteni belőle az eredeti magasságfüggvényt?

Ha a gráf fa, akkor a gyökérből kiindulva indukcióval végighaladunk az úton minden
csúcshoz, s így egyértelmű megoldást nyerünk. Viszont ha a gráf nem aciklikus, azaz
van benne kör, akkor akadályba futunk, ugyanis könnyen előfordulhat, hogy egy él 𝜓-
súlya nem egyezik meg a két végpont 𝜑 általi értékének különbségével. A kohomológia
ezen hiba fokát hivatott számszerűleg mérni.

Most legyen𝑋 egy 2-dimenziósΔ-komplexus, és jelöljeΔ2(𝑋,𝐺) a 2-szimplexekből
𝐺-be menő függvények halmazát. Ekkor 𝛿1 ∶ Δ1(𝑋,𝐺) → Δ2(𝑋,𝐺) az alábbi módon
definiálható: 𝛿1𝜓([𝑣0, 𝑣1, 𝑣2]) = 𝜓([𝑣0, 𝑣1])+𝜓([𝑣1, 𝑣2])−𝜓([𝑣0, 𝑣2]). Mivel 𝛿1𝛿0𝜑 = 0,
ezért ezek ismét kolánckomplexust alkotnak. Tehát a 𝛿1 operátorra kétféleképpen gon-
dolhatunk. Egyrészt 𝛿1𝜓 = 0 pontosan akkor, ha 𝜓 a háromszög éleire nézve additív,
vagyis 𝛿1 az ettől való eltérés mutatója. Másrészt tekinthetünk 𝛿1-re annak akadályaként,
hogy a 𝜓 = 𝛿0𝜑 differenciálegyenletre Δ0(𝑋,𝐺)-beli lokális megoldást találjunk, ami
ekvivalens azzal, hogy 𝛿1𝜓 = 0. Ha ez teljesül, a lokális akadály eltűnik, vagyis 𝜓 ún.
kociklus, ám ez még mindig nem garantálja globális megoldás létezését. Azon kociklu-
sok (Ker 𝛿1), amelyekre nem létezik globális megoldás, jelentik a globális akadályt, és
𝐻1 pont ennek a mérőszáma. Továbbá ez a feladat arra a problémára emlékeztet, ami-
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kor azt kell meghatározni, hogy egy adott vektormező gradiense-e egy alkalmas függ-
vénynek. Itt a lokális akadály a rotáció eltűnése, a globális pedig a zárt görbéken vett
vonalintegrálok eltűnése.

Ezek után kiterjesztjük a definíciót magasabb dimenziókra. Ami ezt lehetővé teszi,
az a dualitás, hiszen mindegy, hogy 𝑛-szimplexekből 𝐺-be menő függvényekről beszé-
lünk, vagy Hom(Δ𝑛(𝑋), 𝐺)-t vizsgáljuk. Így Δ𝑛(𝑋,𝐺)-t nyugodtan azonosíthatjuk ez
utóbbival, azaz Δ𝑛(𝑋) duálisával. Ennek hatására dualizálódik a peremoperátor is:

𝛿𝜑([𝑣0,… , 𝑣𝑛+1]) =
∑

𝑗
(−1)𝑗𝜑([𝑣0,… , 𝑣̂𝑗 ,… , 𝑣𝑛+1]) = 𝜑(𝜕[𝑣0,… , 𝑣𝑛+1]),

ahonnan 𝛿𝜑 = 𝜑𝜕. Tehát a kettő közti algebrai kapcsolatot valójában a𝑋 ↦ Hom(𝑋,𝐺)
funktor szolgáltatja, vagyis a kohomológiacsoportokat úgy kaphatjuk meg, hogy az ere-
deti lánckomplexus tagjait kicseréljük a duálisukkal (emlékezve, hogy a Hom kontrava-
riáns, így a nyilak megfordulnak), a peremoperátort pedig a kohatárral, s ezután vesszük
a Ker 𝛿∕ Im 𝛿 faktort:

…
𝛿𝑛
⟵ 𝐶∗

𝑛 (𝑋)
𝛿𝑛−1
⟵ 𝐶∗

𝑛−1(𝑋)
𝛿𝑛−2
⟵ … .

Dacára annak, hogy a homológia és a kohomológia ugyanazt az információt hordoz-
za (végesen generált esetben egymásból visszanyerhetők), a kohomológia sokkal gazda-
gabb struktúrát tár elénk. A következőkben tömören bemutatom, a kohomológia legfőbb
algebrai tulajdonságait.

Miután láttuk, hogy a kohomológiát a Hom-funktor segítségével származtatjuk a
homológiából, felmerül a kérdés: Ha ismerjük egy tér összes homológiacsoportját, ab-
ból egyértelműen meghatározhatóak-e a kohomológiacsoportjai? A válasz igenlő, de az
összefüggés bonyolultabb egy egyszerű dualizálásnál. A célunk belátni, hogy a koho-
mológiacsoportok kizárólag 𝐻𝑛(𝑋)-től és 𝐺-től függnek. A naiv feltételezés az lenne,
hogy 𝐻𝑛(𝑋,𝐺) ≅ Hom(𝐻𝑛(𝑋), 𝐺), ám kiderül, hogy ez hamis. Mindazonáltal létezik
közöttük egy kiértékelő homomorfizmus, ℎ([𝜑]) ∶ [𝑧] ↦ 𝜑(𝑧) (differenciálformák ese-
tén ez éppen az integrálás). Bebizonyítható, hogy ℎ szürjektív, és az alábbi hasadó rövid
egzakt sorozatot eredményezi (azaz a középső tag a két szomszédjának direktösszege):

0 ⟶ Ker ℎ⟶ 𝐻𝑛(𝑋,𝐺)
ℎ

⟶ Hom(𝐻𝑛(𝑋), 𝐺) ⟶ 0.
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Itt a Ker ℎ tag méri azt az információt, amely a dualizálás során elveszne; ezt nevezzük
Ext-csoportnak.
1.2.17. Definíció. Legyen 𝐻 egy Abel-csoport és 0 → 𝐹1 → 𝐹0 → 𝐻 → 0 annak egy
szabad felbontása. Ekkor Ext(𝐻,𝐺) = Coker(Hom(𝐹0, 𝐺) → Hom(𝐹1, 𝐺)).

Ez a csoport𝐻 torziós részét méri, sőt végesen generált esetben izomorf vele. Ha𝐻
szabad, akkor Ext(𝐻,𝐺) = 0. Ez azért fontos, mert𝐻𝑛+1(𝑋,𝐺)-t részben meghatározza
az előző homológiacsoport, vagyis 𝐻𝑛(𝑋) torziója. Ezt mondja ki a következő
1.2.18. Tétel (Univerzális koefficiens tétele). Szabad lánckomplexusokra fennáll az aláb-
bi izomorfizmus:

𝐻𝑛(𝑋,𝐺) ≅ Hom(𝐻𝑛(𝑋), 𝐺)⊕ Ext(𝐻𝑛−1(𝑋), 𝐺).

A tétel jelentősége többek között az, hogy mivel a valós számtest felett minden mo-
dulus szabad, ezért minden 𝐻-ra Ext(𝐻,ℝ) = 0. Ebből kifolyólag a kohomológia va-
lóban egyszerű duálisa a homológiának, tehát 𝐻𝑛(𝑋,ℝ) ≅ 𝐻∗

𝑛 (𝑋,ℝ). És éppen ez az
azonosság teremti meg a lehetőséget az analitikus reprezentációhoz, hogy egy későb-
bi fejezetben a de Rham-kohomológiát a homológiaosztályok lineáris funkcionáljaiként
kezeljük, ahol a funkcionál ciklus mentén vett integrál lesz.

Mielőtt rátérnénk arra, hogy mitől gazdagabb struktúra a kohomológia, érdemes rög-
zítenünk a fogalmakat, amelyekkel dolgozni fogunk.
1.2.19. Definíció. Egy 𝑋 tér és 𝐺 Abel-csoport esetén a 𝐺-együtthatós szinguláris 𝑛-
koláncok 𝐶𝑛(𝑋,𝐺) csoportját 𝐶𝑛(𝑋) duálisaként, Hom(𝐶𝑛(𝑋), 𝐺)-nek definiáljuk, azaz
𝜑 ∈ 𝐶𝑛(𝑋,𝐺) egy 𝜎 szinguláris 𝑛-szimplexhez valamilyen 𝐺-beli értéket rendel. A 𝜕
peremoperátor dualizáltja a 𝛿 ∶ 𝐶𝑛(𝑋,𝐺) → 𝐶𝑛+1(𝑋,𝐺) kohatárleképezés, így egy
kolánc kohatára a 𝐶𝑛+1(𝑋)

𝜕
⟶ 𝐶𝑛(𝑋)

𝜑
⟶ 𝐺, amelynek értékét egy 𝑛-szimplexen a

𝛿𝜑 = 𝜑𝜕 összefüggés segítségével számolhatjuk:

𝛿𝜑(𝜎) =
∑

𝑗
(−1)𝑗𝜑(𝜎↾[𝑣0,…,𝑣̂𝑗 ,…,𝑣𝑛+1]).

Ekkor automatikusan teljesül, hogy 𝛿2 = 0, tehát az 𝑛-edik 𝐺-együtthatós kohomológia-
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csoport 𝐻𝑛(𝑋,𝐺) = Ker 𝛿∕ Im 𝛿 az alábbi kolánckomplexusban:

… ⟵ 𝐶𝑛+1(𝑋,𝐺)
𝛿𝑛
⟵ 𝐶𝑛(𝑋,𝐺)

𝛿𝑛−1
⟵ 𝐶𝑛−1(𝑋,𝐺) ⟵ … ⟵ 𝐶0(𝑋,𝐺) ⟵ 0.

Ker 𝛿 elemeit kociklusoknak, Im 𝛿-éit kohatároknak hívjuk. Egy 𝜑 kolánc pontosan ak-
kor kociklus, ha 𝛿𝜑 = 𝜑𝜕 = 0, vagyis a határokon eltűnik.

A homológiacsoportok csupán Abel-csoportok, a kohomológia azonban – a duali-
tásnak köszönhetően – gazdagabb struktúrával bír: a csészeszorzat műveletével gyűrűvé
emelhető.
1.2.20. Definíció. Legyenk 𝜑 ∈ 𝐶𝑘(𝑋,𝑅) és 𝜓 ∈ 𝐶𝓁(𝑋,𝑅) koláncok, ahol 𝑅 kommu-
tatív gyűrű. Ekkor a 𝜑 ⌣ 𝜓 ∈ 𝐶𝑘+𝓁(𝑋,𝑅) csészeszorzat értéke egy 𝜎 ∶ Δ𝑘+𝓁 → 𝑋
szinguláris 𝑘 + 𝓁-szimplexen a következő képlettel adható meg:

(𝜑 ⌣ 𝜓)(𝜎) = 𝜑(𝜎↾[𝑣0,…,𝑣𝑘])𝜓(𝜎↾[𝑣𝑘,…,𝑣𝑘+𝓁]).

Tehát a csészeszorzat két részre bontja a szimplexet, ezután külön-külön elvégzi a
𝜑 és 𝜓 általi mérést, majd az eredményeket összeszorozza. Továbbá a csészeszorzat
kompatibilis a kohatárral egy Leibniz-szabály-szerű azonosságon keresztül: 𝛿(𝜑 ⌣ 𝜓) =
𝛿𝜑 ⌣ 𝜓 + (−1)𝑘𝜑 ⌣ 𝛿𝜓 . Ez biztosítja, hogy kociklusok és kohatárok csészeszorzata
kociklus, illetve kohatár marad. Mindez azt jelenti, hogy a csészeszorzat egy jóldefiniált
műveletet indukál a kohomológiaosztályokon:

𝐻𝑘(𝑋,𝑅) ×𝐻𝓁(𝑋,𝑅)
⌣

⟶ 𝐻𝑘+𝓁(𝑋,𝑅).

A csészeszorzat asszociatív és disztributív, valamint ha𝑅 egységelemes, akkor𝐻0(𝑋,𝑅)-
ben is létezik egységelem (a 0-kolánc, ami minden 0-szimplexen 1-et mér). Ezen tulaj-
donságok révén

𝐻∗(𝑋,𝑅) =
⨁

𝑛≥0
𝐻𝑛(𝑋,𝑅)

gradált gyűrűt alkot úgy, hogy 𝐻𝑘 ⌣ 𝐻𝓁 ⊆ 𝐻𝑘+𝓁 és 𝛼 ∈ 𝐻𝑘(𝑋,𝑅), 𝛽 ∈ 𝐻𝓁(𝑋,𝑅)
esetén 𝛼 ⌣ 𝛽 = (−1)𝑘𝓁𝛽 ⌣ 𝛼. A sok szembeötlő hasonlóság az ékszorzattal nem a
véletlen műve; a differenciálformák világában a csészeszorzat éppen az ékszorzatnak
felel meg.
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2. De Rham-kohomológia és a de Rham-tétel

Az előkészítő fejezetekben lefektetett differenciálgeometriai, kategóriaelméleti és ho-
mologikus algebrai alapokra támaszkodva elérkeztünk oda, hogy az absztrakt dualitást
konkrét geometriai formába öntsük, és bevezessük az egyik legfontosabb eszközt, amely
összeköti a lokális differenciálást a globális topológiával: a de Rham-kohomológiát. Eme
fejezet fő célja a de Rham-tétel bizonyítása, amely azt állítja, hogy egy sima sokaságon
a de Rham-kohomológia izomorf a valós-együtthatós szinguláris kohomológiával. [6]

2.1. A de Rham-komplexus

Ugyan a differenciálgeometriáról szóló részben már tárgyaltuk őket, most mégis tömören
összefoglalnám újra, amit a formákról tudni érdemes.

Az ℝ𝑛-en értelmezett Ω∗ Grassmann-féle külső algebra az ékszorzás (∧) műveletével
egy ℝ feletti algebra, amelyet a d𝑥1,… , d𝑥𝑛 differenciálok generálnak, és amelyekre
teljesül, hogy (d𝑥𝑖)2 = 0 (minden 𝑖-re), illetve az antiszimmetria: ha 𝑖 ≠ 𝑗, akkor d𝑥𝑖 ∧
d𝑥𝑗 = −d𝑥𝑗 ∧ d𝑥𝑖. Mint ℝ feletti vektortér az

1, d𝑥𝑖 ∧ d𝑥𝑗
𝑖<𝑗

, d𝑥𝑖 ∧ d𝑥𝑗 ∧ d𝑥𝑘
𝑖<𝑗<𝑘

,… , d𝑥𝑖1 ∧… ∧ d𝑥𝑖𝑘

bázisát alkotják. A sima differenciálformák terét a sima függvények és a külső algeb-
ra tenzorszorzataként definiáljuk: Ω∗(ℝ𝑛) = ∞(ℝ𝑛) ⊗

ℝ
Ω∗, tehát egy 𝜔 differenciál-

forma egyértelműen felírható ∑

𝑓𝐼d𝑥𝐼 összegalakban, ahol az együtthatók sima függ-
vények. Így Ω∗(ℝ𝑛) =

𝑛
⨁

𝑘=0
Ω𝑘(ℝ𝑛) természetes módon gradált algebra, ahol Ω𝑘(ℝ𝑛) a

differenciál-𝑘-formák tere, amelyen értelmezhető egy d ∶ Ω𝑘(ℝ𝑛) → Ω𝑘+1(ℝ𝑛) külső
derivált nevű operátor az alábbi két tulajdonsággal:

• ha 𝑓 ∈ Ω0(ℝ𝑛), akkor d𝑓 =
𝑛
∑

𝑖=1

𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖

d𝑥𝑖;

• ha 𝜔 =
∑

𝑓𝐼d𝑥𝐼 , akkor d𝜔 =
∑

d𝑓𝐼 ∧ d𝑥𝐼 .
Ez adja a klasszikus gradiens, rotáció és divergencia operátorok szintézisét a grad 𝑓 ↭

d𝑓, rot𝑋 ↭ ⋆d𝜔𝑋 , div𝑋 ↭ ⋆d(⋆𝜔𝑋) megfeleltetések után, ahol 𝜔𝑋 az 𝑋 = 𝑃 𝚤 +
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𝑄𝚥 +𝑅𝑘̂ vektormezőhöz asszociált 1-forma, vagyis 𝜔𝑋 = 𝑃d𝑥 +𝑄d𝑦 + 𝑅d𝑧:

Ω0(ℝ3)
d

⟶
grad

Ω1(ℝ3)
d

⟶
rot

Ω2(ℝ3)
d

⟶
div

Ω3(ℝ3).

Az ékszorzata differenciálformákra is kiterjeszthető: 𝜂 =
∑

𝑓𝐼d𝑥𝐼 és 𝜔 =
∑

𝑔𝐽d𝑥𝐽
esetén 𝜂 ∧ 𝜔 =

∑

𝑓𝐼𝑔𝐽d𝑥𝐼 ∧ d𝑥𝐽 . A fokszámokat tekintve gradáltan antikommutatív,
azaz 𝜂 ∧ 𝜔 = (−1)deg𝜂 deg𝜔𝜔 ∧ 𝜂. Emellett a d operátor egy antideriváció, vagyis d(𝜂 ∧
𝜔) = d𝜂 ∧𝜔+ (−1)deg 𝜂𝜂 ∧ d𝜔, amit elég monomokra látni, sőt a Clairaut-tétel és egyéb
tulajdonságai miatt nilpotens, azaz d2 = 0.

Az Ω∗(ℝ𝑛) tér ezen d operátorral együtt alkotja ℝ𝑛 de Rham-komplexusát. A Ker d
elemeit zárt formáknak, az Im d elemeit pedig egzakt formáknak hívjuk. Zárt formák
keresése egyenértékű egy differenciálegyenlet megoldásával. Mivel d2 = 0, ezért min-
den egzakt forma automatikusan zárt lesz; ezek a triviális, érdektelen megoldások. A
nemtriviális, érdekes megoldások halmazának méretét fogja megmondani a 𝑘-adik de
Rham-kohomológia.
2.1.1. Definíció. A tér 𝑘-adik de Rham-kohomológiája a következő vektortér:

𝐻𝑘
dR(ℝ

𝑛) = zárt 𝑘-formák
egzakt 𝑘-formák .

Ebben egy forma kohomológiaosztályát J𝜔K jelöli. Megjegyzendő, hogy mindezt egy
tetszőleges 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 nyílt halmazra is nagyon hasonlóan tudjuk definiálni.

Például𝐻0
dR(ℝ) = ℝ, mert egy sima függvény pontosan akkor zárt, ha konstans. Ál-

talánosságban is igaz, hogy𝐻0
dR a tér összefüggőségi komponenseinek számát adja, mert

a kohomológia megőrzi a véges direktösszeget. Viszont 𝐻1
dR(ℝ) = 0, hiszen a Newton–

Leibniz-formula miatt minden 1-forma egzakt. Sőt 𝐻∗
dR(ℝ

𝑛) egyedül 0 dimenzióban ℝ,
azonkívül triviális. Ez a Poincaré-lemma, amelyet később majd bizonyítunk.

A de Rham-komplexus valójában egy speciális differenciálkomplexus, ahol a lánc-
ban lévő vektorterek a 𝑘-formák terei. Két differenciálkomplexus közti 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 függ-
vényt láncleképezésnek nevezünk, ha kommutál a differenciáloperátorral, azaz 𝑓d𝐴 =
d𝐵𝑓 . Legyen adva differenciálkomplexusok egy rövid egzakt sorozata:

0 ⟶ 𝐴
𝑓

⟶ 𝐵
𝑔

⟶ 𝐶 ⟶ 0,
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ahol 𝑓 és 𝑔 láncleképezések. Ekkor természetes módon indukálódik kohomológiák hosszú
egzakt sorozata:

⋯ 𝐻𝑘(𝐴) 𝐻𝑘(𝐵) 𝐻𝑘(𝐶)

𝐻𝑘+1(𝐴) ⋯

𝑓 ∗ 𝑔∗

d∗
(1)

ahol 𝑐 ∈ 𝐶𝑘 esetén d∗J𝑐K az J𝑎K ∈ 𝐻𝑘+1(𝐴) kohomológiaosztályt jelenti. Egyszerű
diagramvadászattal belátható, hogy d∗ jóldefiniált.

A de Rham-komplexus enyhe módosításával egy másik, ám ugyanolyan fontos in-
variánshoz jutunk. Ha a fenti definícióban csupán kompakt tartójú sima függvényekre
szorítkozunk, azaz Ω∗

c(ℝ
𝑛) = ∞

c (ℝ𝑛)⊗
ℝ
Ω∗, akkor 𝐻∗

c -t kapjuk, amely már ℝ esetén is
eltér az előzőtől. Mivel ℝ-en nincsenek kompakt tartójú nemnulla konstans függvények,
𝐻0

c (ℝ) = 0. Azonban tekintsük az ∫ℝ ∶ Ω1
c(ℝ) → ℝ integrálleképezést, ami nyilván

szürjektív és jóldefiniált. Ha 𝜔 = 𝑔(𝑥)d𝑥 tetszőleges 1-forma, akkor 𝑓 (𝑥) = ∫ 𝑥
−∞ 𝑔(𝑡)d𝑡.

Így 𝜔 pontosan akkor egzakt, ha a teljes integrálja 0, azaz 𝑔(𝑥)d𝑥 ∈ Ker ∫ℝ. Tehát

𝐻1(ℝ) =
Ω1

c(ℝ)
Ker ∫ℝ

≅ Im∫ℝ
= ℝ.

Továbbá igaz a Poincaré-lemma kompakt tartós analogonja, hogy 𝐻∗
c (ℝ

𝑛) = 0, kivéve
𝑛 dimenzióban.

2.2. A Mayer–Vietoris-sorozat

Legyen 𝑓 ∶ ℝ𝑚 → ℝ𝑛 sima függvény. Ez indukál egy 𝑓 ∗ ∶ Ω0(ℝ𝑛) → Ω0(ℝ𝑚) leképe-
zést a kompozíció révén: 𝑓 ∗(𝑔) = 𝑔◦𝑓 , ami az alábbi módon egyértelműen kiterjeszthető
tetszőleges 𝑘-formákra úgy, hogy d-vel kommutáljon:

𝑓 ∗
(

∑

𝑔𝐼d𝑦𝑖1 ∧… ∧ d𝑦𝑖𝑘
)

=
∑

(𝑔𝐼◦𝑓 )d𝑓𝑖1 ∧… ∧ d𝑓𝑖𝑘 ,

ahol 𝑓𝑖 = 𝑦𝑖◦𝑓 az 𝑖-edik komponensfüggvény.
2.2.1. Állítás. A visszahúzás-operátor felcserélhető a külső deriválttal, azaz minden𝜔 ∈
Ω∗(ℝ𝑛) formára d(𝑓 ∗𝜔) = 𝑓 ∗(d𝜔). Továbbá d koordinátafüggetlen.
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Bizonyítás. A bizonyítás a láncszabály közvetlen alkalmazásán múlik, a linearitás miatt
pedig elegendő monomokra ellenőrizni.

d(𝑓 ∗(𝑔𝐼d𝑦𝑖1 ∧… ∧ d𝑦𝑖𝑘)) = d(𝑔𝐼◦𝑓 ) ∧ d𝑓𝑖1 ∧… ∧ d𝑓𝑖𝑘

=
𝑛
∑

𝑖=1

((

𝜕𝑔𝐼
𝜕𝑦𝑖

◦𝑓
)

d𝑓𝑖

)

d𝑓𝑖1 ∧… ∧ d𝑓𝑖𝑘 = 𝑓 ∗(d(𝑔𝐼d𝑦𝑖1 ∧… ∧ d𝑦𝑖𝑘)).

A kategóriaelmélet nyelvén úgy is fogalmazhatunk, hogy Ω∗ ∶ 𝐄𝐔𝐂𝐋𝑛 → 𝐂𝐃𝐆𝐀𝑅

egy kontravariáns funktor az euklideszi terek kategóriájából a kommutatív differenci-
álgradált algebrák kategóriájába. Egy 𝜔 differenciálforma egy általános 𝑀 sokaságon
𝜔𝛼 ∈ Ω∗(𝜑𝛼(𝑈𝛼)) lokális formák olyan családja, amelyben bármely két forma az𝑈𝛼∩𝑈𝛽
átfedéseken kompatibilis a visszahúzással, azaz 𝑖∗𝜔𝛼 = 𝑗∗𝜔𝛽 , ahol 𝑖, 𝑗 kanonikus be-
ágyazások. Az előző esethez hasonlóan egy 𝑓 ∶𝑀 → 𝑁 sima függvény is indukál egy
𝑓 ∗ ∶ Ω∗(𝑁) → Ω∗(𝑀) visszahúzást. Így Ω∗ a sima sokaságok 𝐌𝐀𝐍∞ kategóriájából
képező funktor lesz, s a de Rham-komplexus globális értelmet nyer.

A sokaságok globális vizsgálatához azonban elengedhetetlen eszköz a lokális infor-
mációk „összefésülése”.
2.2.2. Definíció. Egy𝑀 sima sokaságon az {𝑈𝛼} nyílt fedéshez tartozó {𝜚𝛼} nemnegatív
sima függvényekből álló családot egységosztásnak nevezünk, ha minden 𝑝 ∈𝑀 pontnak
van olyan környezete, ahol ∑ 𝜚𝛼 véges, illetve ∑

𝜚𝛼 = 1. Sőt supp 𝜚𝛼 ⊂ 𝑈𝛼 is feltehető.
Ez garantálja, hogy a lokálisan definiált formákból globális formát alkothassunk,

ami technikai alapjául szolgál a Mayer–Vietoris-sorozat konstrukciójának, amellyel ki
lehet számolni két nyílt halmaz uniójának kohomológiáját. Ez különösen hasznos, ha az
eredeti tér túl komplikált. Tegyük fel, hogy 𝑀 = 𝑈 ∪ 𝑉 , ahol 𝑈, 𝑉 nyíltak. Ekkor az

𝑀 ⟵ 𝑈 ⊔ 𝑉
𝜕1
⇇
𝜕2
𝑈 ∩ 𝑉

sorozatra alkalmazva az Ω∗ kontravariáns funktort, a következő sorozatot kapjuk:

Ω∗(𝑀) ⟶ Ω∗(𝑈 )⊕Ω∗(𝑉 )
𝜕∗1
⇉
𝜕∗2

Ω∗(𝑈 ∩ 𝑉 ),

ahol 𝜔↾𝑈= 𝑖∗(𝜔). Ha most vesszük az utolsó két leképezés különbségét, akkor adódik a

35



híres Mayer–Vietoris-sorozat:

0 ⟶ Ω∗(𝑀) ⟶ Ω∗(𝑈 )⊕Ω∗(𝑉 )
𝛿

⟶ Ω∗(𝑈 ∩ 𝑉 ) ⟶ 0,

ahol 𝛿 ∶ (𝜔, 𝜂) ↦ 𝜂 − 𝜔.
2.2.3. Állítás. A Mayer–Vietoris-sorozat egzakt.

Bizonyítás. Az utolsó lépést kivéve minden világos. Először tekintsük az𝑀 = ℝ esetet.
Legyen 𝑓 sima függvény 𝑈 ∩ 𝑉 -n. Ekkor a {𝜚𝑈 , 𝜚𝑉 } egységosztás segítségével 𝑓 felír-
ható (𝜚𝑈𝑓 ) − (−𝜚𝑉 𝑓 ) alakban, ahol supp 𝜚𝑈 ⊂ 𝑈 és supp 𝜚𝑉 ⊂ 𝑉 . Általános esetben ha
𝜔 ∈ Ω𝑘(𝑈 ∩ 𝑉 ), akkor (−𝜚𝑉𝜔, 𝜚𝑈𝜔) ∈ Ω𝑘(𝑈 )⊕Ω𝑘(𝑉 ) képe éppen 𝜔. Tehát beláttuk a
szürjektivitást.

A Mayer–Vietoris-sorozat indukálja a kohomológia (1)-hez hasonló hosszú egzakt
sorozatát. Másrészt viszont előidézi az alábbi dupla komplexust:

0 Ω𝑘+1(𝑀) Ω𝑘+1(𝑈 )⊕Ω𝑘+1(𝑉 ) Ω𝑘+1(𝑈 ∩ 𝑉 ) 0

0 Ω𝑘(𝑀) Ω𝑘(𝑈 )⊕Ω𝑘(𝑉 ) Ω𝑘(𝑈 ∩ 𝑉 ) 0

d ↻ d ↻ d

Ha 𝜔 ∈ Ω𝑘(𝑈 ∩ 𝑉 ) zárt, akkor az egzaktság miatt létezik 𝜂 ∈ Ω𝑘(𝑈 ) ⊕ Ω𝑘(𝑉 ),
amelynek képe𝜔. Az egységosztás szerint ez épp (−𝜚𝑉𝜔, 𝜚𝑈𝜔). A kommutativitás miatt
d𝜂 szintén 0-ba megy Ω𝑘+1(𝑈 ∩ 𝑉 )-ben. Mivel 𝛿 a kivonásfüggvény, ezért −d(𝜚𝑉𝜔)
és d(𝜚𝑈𝜔) megegyeznek a metszeten. Ismét az egzaktságnak köszönhetően találhatunk
Ω𝑘+1(𝑀)-beli elemet, amelynek képe d𝜂 és amelyet összeragasztással kapunk:

𝑑∗[𝜔] =

{

[−𝑑(𝜌𝑉𝜔)] 𝑈 -n
[𝑑(𝜌𝑈𝜔)] 𝑉 -n

Nemkompakt sokaságok esetén a de Rham-kohomológia nem teljesíti a Poincaré-
dualitást (amiről később szót ejtünk), hiszen a visszahúzás nem feltétlenül őrzi meg a
kompakt tartót (pl.𝑀×ℝ →𝑀), így Ω∗

c nem lesz funktor. Ezt orvosolandó vagy csupán
proprius leképezéseket engedünk meg (azaz kompakt őse kompakt), vagy 𝜄 ∶ 𝑈 → 𝑀
beágyazásokra szorítkozunk, ahol 𝑈 nyílt. Ez utóbbinál Ω∗

c kovariáns funktor, és 𝜄∗ az a
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leképezés, amely 0-val kiterjeszti a formát𝑈 -ról𝑀-re. Ehhez is létezik Mayer–Vietoris-
sorozat:

0 ⟵ Ω∗
c(𝑀) ⟵ Ω∗

c(𝑈 )⊕Ω∗
c(𝑉 )

𝛿
⟵ Ω∗

c(𝑈 ∩ 𝑉 ) ⟵ 0,

amely a kompakt tartós kohomológia hosszú egzakt sorozatát indukálja.
2.2.4. Állítás. A kompakt tartós Mayer–Vietoris-sorozat egzakt.

Bizonyítás. A bizonyítás a korábbihoz nagyon hasonlóan történik.
Megjegyezzük, hogy kompakt sokaságokra a kettő megegyezik. Például 𝐻0(𝕊1) =

𝐻0
c (𝕊

1) = ℝ (egy összefüggőségi komponens), valamint 𝐻1(𝕊1) = 𝐻1
c (𝕊

1) = ℝ (egy
darab lyuk). Nemkompaktakra viszont drasztikusan eltérhetnek.

2.3. Formák integrálása

2.3.1. Definíció. Legyen 𝜔 = 𝑓d𝑥1 ∧ … ∧ d𝑥𝑛 kompakt tartójú 𝑛-forma. Ekkor az in-
tegrálját ℝ𝑛-en úgy definiáljuk, mintha többváltozós Riemann-integrál lenne:

∫ℝ𝑛
𝜔 = ∫ℝ𝑛

𝑓 (𝑥1,… , 𝑥𝑛)d𝑥1 …d𝑥𝑛.

Egy 𝑇 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑛 diffeomorfizmus alatt, ahol 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖◦𝑇 (𝑦1,… , 𝑦𝑛) = 𝑇𝑖(𝑦1… , 𝑦𝑛),

∫ℝ𝑛
𝑇 ∗𝜔 = ∫ℝ𝑛

(𝑓◦𝑇 )d𝑇1 ∧… ∧ d𝑇𝑛 = ∫ℝ𝑛
(𝑓◦𝑇 ) (𝑇 )d𝑦1…d𝑦𝑛,

s így a változócsere képlete miatt ∫ℝ𝑛
𝑇 ∗𝜔 = ±∫ℝ𝑛

𝜔, a Jacobi-determináns előjelétől
függően. Ha  (𝑇 ) mindenütt pozitív, akkor 𝑇 irányítástartó.
2.3.2. Definíció. Egy𝑀 sima sokaság {(𝑈𝛼, 𝜑𝛼)} atlasszal irányított, ha a 𝑔𝛼𝛽 = 𝜑𝛼◦𝜑−1

𝛽

áttérési leképezések mind irányítástartóak, illetve irányítható, ha van irányított atlasza.
2.3.3. Állítás. Egy 𝑛-dimenziós 𝑀 sokaság pontosan akkor irányítható, ha létezik rajta
sehol sem eltűnő globális 𝑛-forma.

Két ilyen forma esetén 𝜔1 = 𝑓𝜔2 valamilyen sehol sem eltűnő 𝑓 függvényre. Sőt
ha 𝑀 összefüggő, akkor 𝑓 vagy mindenütt pozitív, vagy mindenütt negatív. Így a sehol
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sem eltűnő 𝑛-formák két ekvivalenciaosztályra bomlanak, melyek közül bármelyiket ne-
vezhetjük 𝑀 irányításának vagy orientációjának; jelben: [𝑀].
2.3.4. Definíció. Egy kompakt tartójú 𝜂 ∈ Ω𝑛

c(𝑀) forma integrálját az egységfelbontás
segítségével értelmezzük globálisan:

∫[𝑀]
𝜂 =

∑

𝛼
∫𝑈𝛼

𝜚𝛼𝜂 =
∑

𝛼
∫ℝ𝑛

(𝜑−1
𝛼 )∗(𝜚𝛼𝜂).

Könnyen megmutatható, hogy ez a definíció független a fedés és az egységfelbontás
választásától, amennyiben az atlasz orientációtartó, illetve 𝜚𝛼𝜂 kompakt tartójúvá tehető,
hogy az integrál ne legyen végtelen.

A felső féltér határának (𝜕𝑛 = {𝑥𝑛 = 0}) irányítása definíció szerint a (−1)𝑛d𝑥1 ∧
… ∧ d𝑥𝑛−1 ekvivalenciaosztály, 𝑀 határáé pedig 𝜑∗[𝜕𝑛] = [𝜕𝑀]↾𝜕𝑈 , ahol 𝜑 ∶ 𝑀 ⊃
𝑈 → 𝑛 irányítástartó diffeomorfizmus és 𝜕𝑈 = 𝜕𝑀 ∩ 𝑈 .

2.4. A Stokes-tétel

2.4.1. Tétel. Legyen 𝜔 kompakt tartójú 𝑛 − 1-forma egy 𝑛-dimenziós irányítható 𝑀
sokaságon. Ekkor

∫𝑀
d𝜔 = ∫𝜕𝑀

𝜔.

Ez a vektorkalkulusból ismert integráltételek (Green-tétel, divergenciatétel stb.) leg-
általánosabb alakja, amely gyönyörűen, mintegy átfogó elvként egyesíti őket. Továbbá
biztosítja, hogy az integrálás a kohomológiaosztályokon is értelmes legyen. A Stokes-
tétel valójában azt mondja ki, hogy külső derivált a peremoperátor adjungáltja. Ez a
kapcsolat alapozza meg a de Rham-izomorfizmust.
Bizonyítás. Legyen {𝑈𝛼} irányított atlasz és {𝜚𝛼} olyan egységosztás, hogy supp 𝜚𝛼 ⊂
𝑈𝛼. Ekkor 𝜔 előáll ∑ 𝜚𝛼𝜔 alakban. Az integrálás linearitása miatt a tételt elegendő 𝜚𝛼𝜔-
ra bizonyítani. Tudjuk, hogy supp (𝜚𝛼𝜔) ⊂ 𝑈𝛼, és – lévén, hogy kompakt halmaz zárt
részhalmaza – maga is kompakt. Mivel minden 𝑈𝛼 vagy ℝ𝑛-nel, vagy 𝑛-nel homeo-
morf, ezért két esetet különböztetünk meg.

(i) Megintcsak az integrandus linearitásának köszönhetően nézhetünk egyetlen tagot,
így 𝜔 = 𝑓d𝑥1 ∧…∧ d𝑥𝑛−1, ahonnan d𝜔 = ± 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
d𝑥1 ∧…∧ d𝑥𝑛. De a Fubini-tétel
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és a Newton–Leibniz-formula következtében

∫ℝ𝑛
d𝜔 = ±∫

(

∫

∞

−∞

𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑛

d𝑥𝑛

)

d𝑥1 ∧… ∧ d𝑥𝑛−1 = 0,

hiszen 𝑓 kompakt tartójú. Mivel 𝜕ℝ𝑛 üres, a jobb oldalon szintén 0 van.
(ii) Most csupán a felső félsíkot tekintjük, mert 𝑛-re minden ugyanúgy működik.

Legyen 𝜔 = 𝑓d𝑥 + 𝑔d𝑦, amiből d𝜔 =
(

𝜕𝑔
𝜕𝑥

− 𝜕𝑓
𝜕𝑦

)

d𝑥 ∧ d𝑦. Az első tag az előző
gondolatmenetet követve eltűnik, míg a másodikból

− ∫2

𝜕𝑓
𝜕𝑦

d𝑥 ∧ d𝑦 = −∫

∞

−∞

(

∫

∞

0

𝜕𝑓
𝜕𝑦

d𝑦
)

d𝑥 =

− ∫

∞

−∞
(𝑓 (𝑥,∞) − 𝑓 (𝑥, 0))d𝑥 = ∫

∞

−∞
𝑓 (𝑥, 0)d𝑥 = ∫𝜕2

𝜔

lesz.

2.5. A Poincaré-lemma

A de Rham-tétel bizonyításához szükséges másik alapkövet a Poincaré-lemma és a ho-
motópiainvariancia jelenti. Az első miatt tudjuk, hogy pontrahúzható (kontraktibilis) te-
rek esetén a kohomológia lokálisan triviális, a második pedig rávilágít arra, hogy homo-
tóp ekvivalens terek kohomológiája izomorf.
2.5.1. Tétel (Poincaré-lemma).

𝐻𝑘(ℝ𝑛) =

{

ℝ, ha 𝑘 = 0;
0 egyébként.

Bizonyítás. A célunk belátni, hogy 𝐻𝑘(ℝ𝑛+1) ≅ 𝐻𝑘(ℝ𝑛), mert utána indukcióval elju-
tunk a pontig. Tekintsük a 𝜋 ∶ ℝ𝑛 × ℝ → ℝ𝑛 projekciót és az 𝑠 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑛 × ℝ
zérószelést. Megmutatjuk, hogy ezek inverz izomorfizmust indukálnak a kohomológiák
között. Mivel 𝜋◦𝑠 = id, a visszahúzott formák szintjén 𝑠∗◦𝜋∗ = id azonnal teljesül;
a nehézséget a másik irány okozza: 𝜋∗◦𝑠∗ vajon az identitás-e? Ez általában hamis, de
formákra mégis fennáll! Ennek igazolásához elegendő találnunk egy olyan 𝐾 operátort
(amit később homotópiaoperátornak fogunk hívni), amelyre 1 − 𝜋∗◦𝑠∗ = ±(d𝐾 ±𝐾d),
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hiszen a zárójelben lévő rész zárt formából egzaktat csinál, így a kohomológiában 0 lesz
(ekkor azt mondjuk 𝜋∗◦𝑠∗ lánchomotóp az identitással).

Bármely 𝜔 forma az ℝ𝑛×ℝ téren két típusú tag lineáris kombinációja: 𝜋∗𝜑𝑓 (𝑥, 𝑡) és
𝜋∗𝜑𝑓 (𝑥, 𝑡)d𝑡, ahol 𝜑 forma ℝ𝑛-en. Ekkor a 𝐾 ∶ Ω𝑘(ℝ𝑛 ×ℝ) → Ω𝑘−1(ℝ𝑛 ×ℝ) operátort
a következőképpen definiáljuk:

𝜋∗𝜑𝑓 (𝑥, 𝑡) ↦ 0;

𝜋∗𝜑𝑓 (𝑥, 𝑡)d𝑡↦ 𝜋∗𝜑∫

𝑡

0
𝑓.

A másodiknál a „felhúzás” utáni nemnulla vertikális komponenst 𝐾 kiintegrálja. Most
ellenőrizzük, hogy tényleg kielégíti a fenti egyenlőséget. Az első fajtájú formákra

(d𝐾 −𝐾d)𝜔 = −𝐾d𝜔 = −𝐾
(

(d𝜋∗𝜑)𝑓 + (−1)𝑘𝜋∗𝜑 ∧
(

𝜕𝑓
𝜕𝑥

d𝑥 +
𝜕𝑓
𝜕𝑡

d𝑡
))

= (−1)𝑘−1𝜋∗𝜑∫

𝑡

0

𝜕𝑓
𝜕𝑡

= (−1)𝑘−1𝜋∗𝜑[𝑓 (𝑥, 𝑡) − 𝑓 (𝑥, 0)]

adódik, míg a második esetben egyrészt (1 − 𝜋∗◦𝑠∗)𝜔 = 𝜔, merthogy 𝑠∗(d𝑡) = d(𝑠∗𝑡) =
d(0) = 0, másrészt pedig

𝐾d𝜔 = 𝜋∗d𝜑∫

𝑡

0
𝑓 + (−1)𝑘−1𝜋∗𝜑d𝑥∫

𝑡

0

𝜕𝑓
𝜕𝑥

;

d(𝐾𝜔) = 𝜋∗d𝜑∫

𝑡

0
𝑓 + (−1)𝑘−1𝜋∗𝜑 ∧

[

d𝑥
(

∫

𝑡

0

𝜕𝑓
𝜕𝑥

)

+ 𝑓d𝑡
]

.

A kivonás elvégzésekor majdnem minden kiesik, csupán (−1)𝑘−1𝜔 marad. Mindkétszer
a kívánt egyenlőséget kapjuk, tehát 𝐻∗(ℝ𝑛 ×ℝ)

𝜋∗

⇆
𝑠∗
𝐻∗(ℝ𝑛) valóban izomorfizmus.

Általánosabban is belátható, hogy𝐻∗(𝑀 ×ℝ) ≅ 𝐻∗(𝑀) ugyanúgy igaz tetszőleges
𝑀 sokaságra. Íme még néhány következmény.
2.5.2. Következmény. Ha 𝑓 ≃ 𝑔, azaz 𝑓 és 𝑔 homotóp, akkor a kohomológiában ugyan-
azt a leképezést indukálják, vagyis 𝑓 ∗ = 𝑔∗.

2.5.3. Definíció. Két sokaság homotópiatípusa megegyezik, ha léteznek 𝑓 ∶ 𝑀 → 𝑁
és 𝑔 ∶ 𝑁 → 𝑀 sima függvények úgy, hogy 𝑓◦𝑔 ≃ id𝑁 , valamint 𝑔◦𝑓 ≃ id𝑀 . Ha 𝑀
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homotópiatípusa triviális, akkor pontrahúzhatónak vagy idegen szóval kontraktibilisnek
nevezzük.
2.5.4. Következmény. Ugyanazon homotópiatípusba tartozó sokaságok egyező de Rham-
kohomológiával rendelkeznek.

2.5.5. Definíció. Legyen 𝜄 ∶ 𝐴 ↪𝑀 beágyazás. Ekkor a retrakció egy olyan 𝑟 ∶𝑀 →

𝐴 leképezés, amelyre 𝑟↾𝐴= id. Továbbá ha 𝜄◦𝑟 ≃ id𝑀 , akkor a neve deformációs retrak-
ció.
2.5.6. Következmény. Ha𝐴 deformációs retraktuma𝑀-nek, akkor de Rham-kohomoló-
giájuk megegyezik.

Kompakt tartós esetben a dimenzió eltolódik.
2.5.7. Állítás. 𝐻𝑘+1

c (𝑀 ×ℝ) ≅ 𝐻𝑘
c (𝑀).

Bizonyítás. Az eltérést az okozza, hogy𝑀-beli forma visszahúzottja nem lesz kompakt
tartójú. Ezért bevezetünk helyette egy új eszközt, a 𝜋∗ ∶ Ω𝑘

c (𝑀 ×ℝ) → Ω𝑘−1
c (𝑀) előre-

toltat fibrummenti integrálásként, azaz

𝜋∗𝜑𝑓 (𝑥, 𝑡) ↦ 0;

𝜋∗𝜑𝑓 (𝑥, 𝑡)d𝑡↦ 𝜑∫

∞

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑡)d𝑡,

ahol 𝜑 (nem szükségszerűen kompakt tartójú) forma a bázistéren, 𝑓 pedig kompakt tar-
tójú függvény. Megmutatható, hogy 𝜋∗ kommutál a külső deriválttal, így maga is lánc-
leképezés, s mint olyan, indukál egy 𝐻𝑘

c → 𝐻𝑘−1
c leképezést.

Ahhoz, hogy izomorfizmust kapjunk, kell még egy𝑀 →𝑀×ℝ leképezés visszafelé
is. Rögzítsünk egy kompakt tartójú 𝑒 = 𝑒(𝑡)d𝑡 formát ℝ-en, aminek teljes integrálja 1,
és definiáljuk az 𝑒∗ ∶ Ω𝑘

c (𝑀) → Ω𝑘+1
c (𝑀 ×ℝ) leképezést egyszerű ékszorzásként:

𝜑 ↦ 𝜋∗𝜑 ∧ 𝑒.

Ez nyilvánvalóan kommutál d-vel, továbbá definíció szerint 𝜋∗◦𝑒∗ = id. A másik irány
esetén ugyanaz a helyzet: 𝑒∗◦𝜋∗ = id a formák szintjén hamis, de a kohomológiára
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fennáll. Most is konstruálható egy𝐾 ∶ Ω𝑘
c (𝑀 ×ℝ) → Ω𝑘−1

c (𝑀 ×ℝ) homotópiaoperátor
az alábbi módon:

𝜋∗𝜑𝑓 (𝑥, 𝑡) ↦ 0

𝜋∗𝜑𝑓 (𝑥, 𝑡)d𝑡↦ 𝜋∗𝜑∫

𝑡

−∞
𝑓 − 𝜋∗𝜑∫

𝑡

−∞
𝑒∫

∞

−∞
𝑓.

Itt a második tag egy korrekciós faktor, hogy az eredmény kompakt tartójú maradjon.
Annak igazolása, hogy az így megadott𝐾 szintén kielégíti az előzőleg ismertetett egyen-
lőséget, nagyon hasonló számolással történik, ezért a kedves Olvasóra bízzuk.
2.5.8. Következmény (Kompakt tartós Poincaré-lemma).

𝐻𝑘
c (ℝ

𝑛) =

{

ℝ, ha 𝑘 = 𝑛;
0 máskülönben.

2.6. Jó fedések

A de Rham-tétel bizonyításához a Poincaré-lemmát kihasználandó, a sokaságot valahogy
lokálisan feldaraboljuk olyan részekre, amelyeknek ismerjük a kohomológiáját.
2.6.1. Definíció. Legyen𝑀 𝑛-dimenziós sokaság. Egy {𝑈𝛼} nyílt fedést jónak nevezünk,
ha fedésbeli elemek minden nemüres véges metszete ℝ𝑛-nel diffeomorf.

A definíció értelmes, mert...
2.6.2. Állítás. Minden sokaságnak létezik jó fedése, amely kompakt esetben választható
akár végesnek is.

A bizonyításhoz először tisztáznunk kell néhány fogalmat.
2.6.3. Definíció. Az𝑀 sima sokaság 𝑝𝑀 érintőterén definiált ⟨⋅, ⋅⟩𝑝 metrikát Riemann-
metrikának nevezzük, ha bármely 𝑋, 𝑌 ∈ (𝑀)-re 𝑝 ↦ ⟨𝑋(𝑝), 𝑌 (𝑝)⟩𝑝 sima függvény.
2.6.4. Definíció. Egy (𝑀,𝑔) Riemann-sokaságon, ahol 𝑔 jelöli a Riemann-metrikát, két
pont közötti legrövidebb utat (ún. geodetikust) olyan 𝛾 ∶ [𝑎, 𝑏] → 𝑀 görbeként defi-
niálunk, amely stacionárius pontja (lokális minimuma) az 𝐿(𝛾) = ∫

𝑏

𝑎

√

𝑔(𝛾̇(𝑡), 𝛾̇(𝑡))d𝑡

hossznak.
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Az egységosztás segítségével minden sokaság felruházható Riemann-struktúrával.
Bizonyítás. Tehát legyen 𝑀 Riemann-sokaság. Köztudott, hogy ekkor minden pontnak
van geodetikusan konvex környezete (azaz bármely két pontot összekötő legrövidebb
út is belül halad). Mivel ezek metszetre zártak és ℝ𝑛-nel diffeomorfak, ezért jó fedést
alkotnak.
2.6.5. Definíció. Legyen adva két fedés,  = {𝑈𝛼}𝛼∈𝐼 és  = {𝑉𝛽}𝛽∈𝐽 . Ha minden 𝛽-ra
𝑉𝛽 ⊆ 𝑈𝜓(𝛽) valamilyen 𝜓 ∶ 𝐽 → 𝐼 függvény esetén, akkor azt mondjuk, hogy az utóbbi
rendszer az előbbi finomítása; jelben:  <  .

Könnyen megmutatható, hogy tetszőleges nyílt fedésből finomítással jó fedést lehet
csinálni. Továbbá a jó fedések kofinálisak a nyílt fedések rendezett halmazában. A követ-
kező állítás egyfajta algebrai fogódzót nyújt, hogy a kohomológia viszonylag kezelhető,
nem „száll el” a végtelenbe, zökkenőmentessé téve ezzel a felbontás induktív voltát.
2.6.6. Állítás. Ha 𝑀-nek létezik véges jó fedése, akkor de Rham-kohomológiája véges
dimenziós.

Bizonyítás. A jó fedés elemszáma szerinti indukcióval bizonyítunk. Az alaplépés triviá-
lis. Most tegyük fel, hogy legfeljebb 𝑝-elemű jó fedésre már tudjuk az állítást. Vegyünk
egy 𝑝+ 1-elemű jó fedést. Ekkor (𝑈0 ∪…∪𝑈𝑝−1) ∩𝑈𝑝 = (𝑈0 ∩𝑈𝑝) ∪… ∪ (𝑈𝑝−1 ∩𝑈𝑝)
egy 𝑝-elemű jó fedést ad. Hipotézis szerint 𝑈0 ∪ … ∪ 𝑈𝑝−1, 𝑈𝑝 és a metszet véges di-
menziós, így a Mayer–Vietoris-féle hosszú egzakt sorozat azon tulajdonsága miatt, hogy
𝐻𝑘(𝑈 ∪ 𝑉 ) ≅ Im 𝑑∗ ⊕ Ker 𝑟, az egész unió is az.

Analóg állítás mondható ki a kompakt tartós esetre.

2.7. A Poincaré-dualitás

2.7.1. Definíció. Egy ⟨⋅, ⋅⟩ ∶ 𝑉 ⊗𝑊 → ℝ párosítás véges dimenziós vektorterek között
nemelfajuló (nemdegenerált), ha ⟨𝑣,𝑤⟩ = 0 minden 𝑤 ∈ 𝑊 -re egyedül 𝑣 = 0 esetén
teljesülhet, és fordítva.

Egyszerűen meggondolható, hogy ez ekvivalens azzal, hogy a 𝑣 ↦ ⟨𝑣, ⋅⟩ leképezés
𝑉 → 𝑊 ∗ izomorfizmus. A Stokes-tétel miatt egy irányított 𝑀 sokasághoz létezik

∫ ∶ 𝐻𝑘(𝑀)⊗𝐻𝑛−𝑘
c (𝑀) → ℝ
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párosítás. Tehát az integrálás teremti meg a köztük lévő kapcsolatot.
2.7.2. Tétel (Poincaré-dualitás). Ez a párosítás nemelfajuló, valahányszor𝑀 irányítható
𝑛-dimenziós sokaság, és van véges jó fedése. Másképp: 𝐻𝑘(𝑀) ≅ 𝐻𝑛−𝑘

c (𝑀)∗.

… 𝐻𝑘(𝑈 ∪ 𝑉 ) 𝐻𝑘(𝑈 )⊕𝐻𝑘(𝑉 ) 𝐻𝑘(𝑈 ∩ 𝑉 ) 𝐻𝑘+1(𝑈 ∪ 𝑉 ) …

… 𝐻𝑛−𝑘
c (𝑈 ∪ 𝑉 ) 𝐻𝑛−𝑘

c (𝑈 )⊕𝐻𝑛−𝑘
c (𝑉 ) 𝐻𝑛−𝑘

c (𝑈 ∩ 𝑉 ) 𝐻𝑛−𝑘−1
c (𝑈 ∪ 𝑉 ) …

ℝ ℝ ℝ ℝ

⊗

𝑟

⊗

𝛿

⊗

d∗

⊗

∫𝑈∪𝑉 ∫𝑈 + ∫𝑉 ∫𝑈∩𝑉

d∗

∫𝑈∪𝑉

2.7.3. Lemma. A fenti diagram előjel-kommutatív, vagyis

∫𝑈∩𝑉
𝜔 ∧ d∗𝜂 = ±∫𝑈∪𝑉

d∗𝜔 ∧ 𝜂, 𝜔 ∈ 𝐻𝑘(𝑈 ∩ 𝑉 ), 𝜂 ∈ 𝐻𝑛−𝑘−1
c (𝑈 ∪ 𝑉 ).

Bizonyítás. Az első két négyzet triviálisan kommutatív, így elég csak a harmadikat vizs-
gálnunk. A d∗𝜂 definícióját behelyettesítve átalakítjuk a bal oldali integrált:

∫𝑈∩𝑉
𝜔 ∧ d∗𝜂 = ∫𝑈∩𝑉

𝜔 ∧ (d𝜚𝑉 )𝜂 = (−1)deg𝜔 ∫𝑈∩𝑉
(d𝜚𝑉 )𝜔 ∧ 𝜂,

ahol felhasználtuk, hogy a formák zártsága miatt d(𝜚𝑉 𝜂) = (d𝜚𝑉 )𝜂, és ugyanez 𝜔-ra is.
A jobb oldali integrál esetében mivel supp d∗𝜔 ⊂ 𝑈 ∩ 𝑉 , ezért behelyettesítés után

∫𝑈∪𝑉
d∗𝜔 ∧ 𝜂 = −∫𝑈∩𝑉

(d𝜚𝑉 )𝜔 ∧ 𝜂.

A kettő együttvéve kiadja az állítást első felét. Viszont mégis kész vagyunk, hiszen a
fenti diagram a dualitási elv értelmében ekvivalens az alábbival:
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… 𝐻𝑘(𝑈 ∪ 𝑉 ) 𝐻𝑘(𝑈 )⊕𝐻𝑘(𝑉 ) 𝐻𝑘(𝑈 ∩ 𝑉 ) …

… 𝐻𝑛−𝑘
c (𝑈 ∪ 𝑉 )∗ 𝐻𝑛−𝑘

c (𝑈 )∗ ⊕𝐻𝑛−𝑘
c (𝑉 )∗ 𝐻𝑛−𝑘

c (𝑈 ∩ 𝑉 )∗ …

Bizonyítás. Ha a Poincaré-dualitás érvényes 𝑈, 𝑉 -re és a metszetükre, akkor az abszt-
rakt algebrából ismert öt-lemma miatt az uniójukra is. A jó fedés elemszáma szerinti
indukcióval folytatjuk. Az alaplépés a két Poincaré-lemmából következik. Innentől a bi-
zonyítás szóról szóra megegyezik a 2.6.6. Állítás-éval.
2.7.4. Megjegyzés. A 2.7.2. Tétel-ben szereplő végességi feltétel szükségtelen. Azon-
ban 𝐻𝑘

c (𝑀) ≅ 𝐻𝑛−𝑘(𝑀)∗ általában hamis, ami abból fakad, hogy ugyan direktösszeg
duálisa direktszorzat, de ez fordítva már nem igaz.
2.7.5. Következmény. Ha 𝑀 𝑛-dimenziós összefüggő és irányítható sokaság, akkor
𝐻𝑛

c (𝑀) ≅ ℝ. Ha ráadásul még kompakt is, akkor 𝐻𝑛(𝑀) ≅ ℝ.

A hosszú út után a babérokat learatva immár kimondhatjuk a dolgozat fő tételét.
2.7.6. Tétel (de Rham). A de Rham kohomológia izomorf a valós-együtthatós szingu-
láris kohomológiával, azaz 𝐻∗

dR(𝑀) ≅ 𝐻∗(𝑀,ℝ), ahol az izomorfia az integráláson
keresztül valósul meg.

Jóllehet a fenti érvelés kizárólag véges típusú sokaságokra működik, ez az eset lefed
minden kompakt sokaságot, valamint minden olyat is, ami kompakt sokaságból véges
sok kontraktibilis darab kivágásával kapható, vagyis azon esetek zömét, amelyekkel az
ember általában foglalkozik. Azonban rövid kiegészítésként mégis vázolunk egy sokkal
finomabb eszköztárat, amely a nem véges típusúakkal is képes elbánni.
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3. Kitekintés

3.1. Čech-kohomológia

A Čech-féle dupla komplexus

Az eddigiekben bemutatott Mayer–Vietoris-érvelés rávilágított arra, miként építhető fel
egy sokaság globális kohomológiája lokális adatokból, véges típusú esetben. A de Rham-
tétel teljes mélységű bizonyításához azonban szükségünk van ezen elv általánosítására
tetszőleges (akár megszámlálhatóan végtelen) nyílt fedésekre. Ezt az absztrakt keret-
rendszert szolgáltatja a Čech-féle dupla komplexus, amely a kombinatorikus topológia
eszköztárával operál.

Legyen 𝑀 egy sima sokaság és  = {𝑈𝛼}𝛼∈𝐼 egy nyílt fedése. Tekintsük a fedés
elemeinek összes lehetséges véges metszetét: 𝑈𝛼0…𝛼𝑝 = 𝑈𝛼0 ∩… ∩ 𝑈𝛼𝑝 .
3.1.1. Definíció. A fedéshez tartozó 𝑝-edrendű Čech-koláncok terét a 𝑞-formák értékével
a következőképpen definiáljuk:

𝐶̌𝑝( ,Ω𝑞) =
⨉

𝛼0<⋯<𝛼𝑝

Ω𝑞(𝑈𝛼0…𝛼𝑝).

Ezen terek direktösszege alkotja a 𝐾𝑝,𝑞 = 𝐶̌𝑝( ,Ω𝑞) dupla komplexust.
A dupla komplexuson két természetes differenciáloperátor hat:
• vertikálisan a szokásos külső derivált, amely a formák fokszámát növeli:

d ∶ 𝐾𝑝,𝑞 → 𝐾𝑝,𝑞+1;
• horizontálisan a Čech-differenciaoperátor, amely pedig a metszetek rendjét:
𝛿 ∶ 𝐾𝑝,𝑞 → 𝐾𝑝+1,𝑞.

Ha 𝜔 ∈ 𝐾𝑝,𝑞, akkor 𝛿𝜔 komponensei:

(𝛿𝜔)𝛼0…𝛼𝑝+1 =
𝑝+1
∑

𝑖=0
(−1)𝑖𝜔𝛼0…𝛼̂𝑖…𝛼𝑝+1↾𝑈𝛼0…𝛼𝑝+1

.

Mivel a két operátor független módon hat (az egyik a formák belső struktúráján, a másik
a fedés kombinatorikáján), ezért kommutálnak: d𝛿 = 𝛿d. A dupla komplexus szimplává
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tehető, ha az antidiagonális mentén 𝑝 + 𝑞 = 𝑛 szerint szummázunk. Ekkor a totális
differenciált D = 𝛿 + (−1)𝑝d-nek definiáljuk, ami kielégíti a D2 = 0 feltételt.

Az általánosított Mayer–Vietoris-elv

A Čech-komplexus ereje abban rejlik, hogy sorai és oszlopai lánckomplexusokat alkot-
nak.
3.1.2. Állítás. Bármely  nyílt fedés esetén a

0 ⟶ Ω∗(𝑀)
𝑟

⟶ 𝐶̌0( ,Ω∗)
𝛿

⟶ 𝐶̌1( ,Ω∗)
𝛿

⟶ …

augmentált sorok egzaktak, ahol 𝑟 a megszorítás, 𝛿-t pedig a beágyazás indukálja.

Ez az állítás valójában a korábban látott Mayer–Vietoris-sorozat általánosítása. Az
egzaktság bizonyítása itt is az egységosztás okos alkalmazásán múlik: egy 𝛿-kociklusból
egy explicit homotópiaoperátor segítségével konstruálható meg a „primitív” kolánc. Eb-
ből kifolyólag a dupla komplexusD-kohomológiája izomorf a de Rham-kohomológiával,
azaz

𝐻∗
D(𝐶̌

∗( ,Ω∗)) ≅ 𝐻∗
dR(𝑀).

A de Rham-tétel általánosítása

A komplexus vertikális irányú vizsgálatához rögzítsük a 𝑝 indexet, és tekintsük a formák
zártságát.
3.1.3. Definíció. A 𝐶̌𝑝( ,ℝ) vektortér a fedés 𝑝+1-szeres metszetein értelmezett lokáli-
san konstans függvények tere. A legalsó nemnulla sorban lévő (𝐶̌∗( ,ℝ), 𝛿) komplexus
kohomológiáját nevezzük az  fedéshez tartozó Čech-kohomológiának: 𝐻∗( ,ℝ).

Amennyiben a fedés jó, a Poincaré-lemma miatt minden oszlop augmentációja eg-
zakt. Ekkor egy tisztán algebrai érvelés (pl. kígyó-lemma) révén belátható, hogy a totális
kohomológia a Čech-kohomológiával is izomorf, amiből azonnal következik a
3.1.4. Tétel (de Rham, Čech-féle megfogalmazás). Ha  jó fedése az 𝑀 sokaságnak,
akkor izomorfizmus áll fenn a de Rham-kohomológia és a Čech-kohomológia között,
vagyis

𝐻∗
dR(𝑀) ≅ 𝐻∗( ,ℝ).
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Ez az eredmény alapvető fontosságú, hiszen megmutatja, hogy a sokaság folytonos,
differenciálgeometriai objektumai (a formák) és a diszkrét, kombinatorikus adatok (a fe-
dés metszetstruktúrája) ugyanazt a globális topológiai információt hordozzák. A Čech-
megközelítés továbbá lehetővé teszi a de Rham-tétel kiterjesztését nemvéges típusú so-
kaságokra, amennyiben a fedések finomításának direktlimeszét tekintjük.

3.2. Hodge-elmélet

A dolgozatban részletesen bemutatott de Rham-elmélet és a hozzá kapcsolódó izomor-
fizmustételek a modern differenciáltopológia alapkövei, ugyanakkor egyben kaput is
nyitnak a matematika egyik legmélyebb szintézise, a Hodge-elmélet felé. Míg a de Rham-
kohomológia a sokaság globális topológiai szerkezetét vizsgálja, a Hodge-elmélet köz-
ponti kérdése az, hogy ezen absztrakt kohomológiaosztályok közül kiválasztható-e egy-
egy olyan kitüntetett, „kanonikus” reprezentáns, amely a sokaság belső geometriai (met-
rikus) tulajdonságait is tükrözi.

A válaszhoz a sokaságot fel kell ruháznunk egy Riemann-metrikával, amely lehetővé
teszi a korábban bevezetett Hodge-csillag (⋆) globális értelmezését és egy természetes
𝐿2-skalárszorzat definiálását a formák terén. Ezen struktúra segítségével bevezethető a
külső derivált adjungáltja, a kodifferenciál (𝛿), valamint a kettő kombinációjaként előálló
Laplace–Beltrami-operátor: Δ = d𝛿 + 𝛿d.

A Hodge-elmélet „ékköve” a Hodge-tétel, amely kimondja, hogy egy kompakt orien-
tálható Riemann-sokaságon minden de Rham-kohomológiaosztályban pontosan egyet-
len harmonikus forma létezik (azaz olyan 𝜔, amelyre Δ𝜔 = 0). Formálisan ez az alábbi
izomorfizmust jelenti:

𝑘(𝑀) ≅ 𝐻𝑘
dR(𝑀),

ahol 𝑘(𝑀) a harmonikus 𝑘-formák vektortere.
Ez adja hidunk végső támpillérét: egy topológiai objektumot (kohomológia) egy ana-

litikus feltétel (elliptikus parciális differenciálegyenlet megoldása) és egy geometriai
adat (metrika) segítségével reprezentálunk. Bár jelen munka keretei nem tették lehetővé
a Hodge-tétel bizonyításának részletezését (Fredholm-alternatíva, Szoboljev-terek stb.),
az itt felépített de Rham-gépezet megkerülhetetlen alapot szolgáltat ezen összefüggések
későbbi mélyreható vizsgálatához.
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