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1. Elokésziiletek

A de Rham-elmélet a modern matematika egyik olyan 4ga, amely nagyon jol mint4zza,
miként fonddnak 0ssze egymastdl latszdlag tavol esd diszciplindk. Torténeti gyokerei az
1930-as évekig nyulnak vissza, amikor is a zsenidlis svajci geométer, Georges de Rham
tézisében el6szor vetette fol azon forradalmi elképzelését, hogy a kohomoldgia vizsga-
latara differencialformékat hasznaljon. igy elmélete természetes mddon fekszik a diffe-
rencidlgeometria és az algebrai topoldgia metszetében, eziltal hidat épitve kozottiik. Az
elmélet teljes elsajatitasahoz tehit elengedhetetlen az imént emlitett t€émak mélyrehat6d
ismerete. Napjainkra ez a kezdetben 0nallo kutatasi teriilet erds eszkoztarra fejl6dott mas
tudomanyagak, mint példaul a kvantummechanika szamara.

A jelen dolgozat célja tehat a de Rham-elmélet alapjainak részletes bemutatisa. En-
nek érdekében az els6 fejezetet a megértéshez feltétleniil sziikséges eldkészitésre sza-
nom, amely 0sszegy(ijti mindazt, amit a differencialformakrél, valamint a kohomol4gi-
ardl tudni illik, hiszen ezek egyiittesen alkotjak azt a k6zos nyelvet, amelyen a de Rham-

elmélet allitasai megfogalmazhatdak.



1.1. Differencialgeometria’

A differenciidlformik elmélete abbol az igénybdl sziiletett, hogy az euklideszi térben mii-
velt klasszikus vektorkalkulus apparatusat (derivalas és integralas) sokkal altalanosabb
kozegben, sokasdgokon — azaz csupan lokalisan euklideszi tereken — is értelmezni lehes-
sen. Azonban ezeken az intuitive gorbiiltnek nevezhet6 tereken nincs globalis koordi-
natarendszer, ezért némi absztrakciot kell bevezetniink. Pontosan effajta fiiggetlenséget
szolgaltatnak a differencidlformak, amelyeket emiatt szamos mas teriileten hasznalnak, a
fizikusok példaul a Maxwell-egyenletek kifejezésénél. Tovabba igazolddott az a megér-
z€s, hogy a kiilonboz6 integraltételek valojaban mind az altalanos Stokes-tétel specidlis
esetei kontosben. S6t kideriilt, hogy a differencialformak alkalmasak egy topologikus

sz

tér sajatossagainak, tobbek kozott a benniik 1év6 ,,lyukak™ detektalasara. [1]

Kiilso algebra

Ahhoz, hogy kés6bb majd integralni tudjunk sima sokasagokon, el8szor sziikségiink van
valamilyen ,,mér&eszkozre”. A linearis algebrabdl ismert feszitett altérrel anal6g mddon
definidlunk egy 0j vektormiiveletet, az ékszorzatot, ami mar képes lesz rogziteni a rend-

szer irdnyitasat (orientacidjat) is. Am elétte tisztaznunk kell a kiils6 algebra fogalmat.

1.1.1. Definicio. Legyen V' n-dimenzids vektortér egy K test felett. Minden k£ nemnega-

tiv egészre a k-adik tenzorhatvany TXV = V@ =V ® ... ® V. Ezek direktosszege
——

k
TV =PTV=KeVerVee..
k=0
alkotja a tenzoralgebrat, amely egy gradalt (fokszamozott) algebra a konkatenéci6 (0ssze-

flizés) miiveletével. Ekkor a Grassmann-féle kiils6 algebraennek az T = (V®V |V € V)

idedl altali faktorizaltja, vagyis

AV)=TW)/I=@PTV/I=PAYV.
k=0 k=0
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Az 1j elemeket multivektoroknak vagy roviden k-vektoroknak hivjuk, a tenzorszorzatot

pedig felvaltja az ékszorzat, amelynek jele két vektor esetén: UAV=uQ® V + L.

A tenzorszorzat haromféle konstrukciojat (bazis, faktortér, univerzalis tulajdonsag)
és fizikai interpreticidjat helysziike miatt kihagyjuk. A linearis algebra megengedi vek-
torok skilazasat és Osszegét, ezzel szemben a tenzoralgebra az a struktira, amely tar-
talmazza az Osszes lehetséges ,,szorzatot”. A gradalt jelz6 arra utal, hogy minden tenzor
egyértelmiien el6all homogén (n-edrendii) elemek véges 6sszegeként. Ereje egyrészt ab-
ban rejlik, hogy nehéz multilinearis problémakbdl konnyebb linearis problémékat gyart:
egy k-multilinearis fiiggvény T*V -n definidlt linearis fiiggvénynek tekinthetd. Masrészt
pedig egyéb fontos algebrak alapjat képezi, hiszen hanyadosstruktiraként megkaphat6
beldle tobbek kozott a polinomok szimmetrikus algebréja, a relativitaselméletben al-
kalmazott Clifford-algebra és a Hodge-elmélet fokuszaban allo kiils6é algebra. Amikor
tehét a vV ® v alakd elemek generalta idedllal faktorizdlunk, kényszerfeltételt szabunk ki:
megkoveteljiik, hogy V A V = 0 teljesiiljon. Ennek azonnali kovetkezménye az antikom-
mutativitas, vagyis U A V = —V A U. Ez az informéci6 tarolja az iranyitast. Az ékszorzat
tovabba asszociativ és az Osszeadisra nézve disztributiv, illetve az eredmény pontosan
akkor 0, ha a tagok linearisan 6sszefiiggdek.

Szemléletesen gy gondolhatunk egy ¥, A ... AV, alaki k-vektorra, minta v, ..., ¥V,
vektorok altal meghatarozott, irdnyitassal rendelkezd ,,térdarab”; pontosabban ennek ek-
vivalenciaosztilya, mert a konkrét alak 1ényegtelen, csak a méret szamit. Példaul a O-
vektor egy skalar, az 1-vektor egy szokasos vektor, a 2-vektor (bivektor) el6jeles teriilet,
a 3-vektor (R3-ban pszeudoskalar) pedig el6jeles térfogat.

Az absztrakt abrazolas utan fejezziik ki 6ket koordinatik segitségével!

1.1.2. Allitas. Tegyiik fel, hogy €,, ... ,€, a V vektortér bdzisa. Ekkor 31'1 A... Agik, ahol
1 <i, <...<i, £ n,vagyis az indexek lexikografikus sorrendben dllnak, bazisdt alkot-

ja A*V -nek, ami igy (:) -dimenzios vektortér. Ezekre gyakran ,,pengeként” hivatkoznak.

Most mar minden k-vektor felirhaté a baziselemek linedris kombinicidjaként. PEl-
daul a sikon minden 2-vektor a€, A €, alakd, mig a térben ugyanezek aé, A €, + b€, A
33 + 031 A 33 alakot Oltenek, ahol a, b, c € R.



Hodge-csillag

Mivel a binomidlis egyiitthaté szimmetrikus, A¥V és A"V dimenzidja megegyezik,
ami azt sejteti, hogy létezhet kozottiik izomorfizmus. Valoban, és épp a Hodge-csillag
fogja ezt 1étrehozni. El6tte viszont pétolnunk kell egy hidnyz6 lancszemet. Eddig V -r6l
elég volt feltenni, hogy vektortér, most azonban szeretnénk mer&legességrol is beszélni,
ezért belsd vagy skalarszorzattal ruhdzzuk fel. fgy mar definialhatjuk a Hodge-csillagot,

az ortokomplementum analogonjat.

1.1.3. Definicié. Az n-dimenzios V' vektortér feletti A¥V kiils6 algebra ortonormalt bé-

zisan a skaldrszorzatot a kovetkez6képpen definialjuk:

5 o

(& A...NE

. .e.
1 1> "N

-
A A€ )=y
Tetszbleges vektorok esetén a Gram-matrixot hasznéljuk:

(Vi A AVGW A AW = det((V, W)

Majd ezt a formulat bilinearisan kiterjesztjiik a teljes térre.

1.1.4. Definicié. Ekkor egyértelmiien létezik egy Hodge-csillagnak nevezett x : AV —
A""KV lineéaris leképezés, amely minden a, # € A*V kozott az alabbi Osszefiiggést adja:

a A *f = {a, f)o, ahol ® = &, A ... A€, sztenderd térfogati forma.

Vizuélisan ez azt jelenti, hogy példaul & = €, A€, esetén xa = 33, vagyis az elsd két
egységvektor altal kifeszitett paralelogramma jobbkéz-szabdaly szerinti pozitiv iranyitasa

normalisa.

Differencialformak

A mindennapi életben megfigyelhetjiik, hogy a mért dolgoknak és a méréeszkdzoknek
ugyanaz a dimenzidja: hosszisigot vonalzoval, térfogatot edénnyel mériink. Egyetemi
tanulményaink soran is talalkozunk hasonl6 dualitassal, mégpedig amikor egy vektort
merdlegesen vetitiink egy méasikra. Valgjaban euklideszi terek esetén egyetlen ilyen pa-
rositas 1étezik, amely bizonyos értelemben a skaldrszorzat kiterjesztése. Altalinosabb
sokasagoknal viszont latni fogjuk, hogy a belsd szorzat értéke pontrol pontra valtozik,

ami a Riemann-metrikahoz vezet.



Ahogy mar pedzegettem, két vektor skalarszorzdsakor a kimenet egy valos szam,
ami azt méri, hogy azok mennyire mutatnak egy irdnyba. A kovetkezd definici6 elészor

magéanak a mérésnek a fogalmat teszi precizzé.

1.1.5. Definicié. Legyen V valds vektortér, és v € V. Ekkor V*-gal jeloljiik V dudlis
terét, azaz a V -n értelmezett valosértékii linearis funkcionalok halmazat. Haa, f € V¥,
akkor (a + A)(V) = a(V) + V), illetve (ca)(V) = ca(V) minden ¢ € R-re. A dudlis tér
elemeit dudlvektoroknak vagy kovektoroknak hivjuk, mig az eredetiek neve primdlvektor

vagy egyszerlien vektor. V* helyett Hom(V', K) is irhat6.

A fenti példaban tehat az elsd vektor jatssza a kovektor szerepét. JOl tudjuk, hogy
minden R?> — R linedris fiiggvény f(x,y, z) = ax + by + cz alaki, amit az [a b c]
sorvektorral asszocidlhatunk, igy euklideszi térben megkiilonboztethetetlenek a hagyo-

manyos vektorokt6l. Azonban akadnak érdekesebb példak is. A [0, 1] zart intervallumon
1

integralhat6 valds fiiggvények vektorterében a @(f) = f(x)dx leképezés linearis

0

funkcional. Ugyancsak az f — f(0) képlettel megadott Dirac-delta.
Ezek utan a kiils6 algebra és a kovektorok koncepcidjat kombinalva végiil eljutunk a
k-formakig, amelyek a mi kulcsfontossagti multilinearis mérémfiszereink. Egy dimen-

zidban csupan azt tudjuk mérni, hogy a kitiintetett vektorunk mennyire esik a kovektor
n

irdnyaba, azaz minden @ € V* 1-forméra a(V) := Z a,v;. Bz nem més, mint az (a, V)
i=1

skalarszorzat az a normdjaval skilazva. Két dimenzi6 esetén a helyzet kissé bonyolul-
tabb. Mit mér ilyenkor egy 2-forma? A vilasz az, hogy a bivektor ,,arnyékanak’ nagysa-
gat, vagyis az a A f hipersikra valé merdleges projekci6 teriiletét, ami keresztszorzattal

szamithato:
a@) a(V)

pE@) B

Ezen a ponton vegyiik észre, hogy az ékszorzat antikommutativitdsa miatt a mérés érzé-

(@A B, V) 1= a@pF) — a(MP@) =

keny a relativ orientaciora, azaz (a A f)(V, 1) = —(a A f)W, V) = (B A )W, V).
Az el6bbiek fényében kimondhatjuk:

1.1.6. Definicio. Minden « € A*V* k-forma az egy olyan V X ... X V — R totalisan

N—_——
k



antiszimmetrikus (avagy alternild) multilineéris funkcional, amelyre

a () - a(v)
(aI/\.../\ak)(Ul,...,Uk): E .‘. E ) (XiEV*.

a(v) - a(vy)
A k = 0 specialis eset egy skalart eredményez.

Koordinatikkal kifejezve:

a= 2 & i Ei N NE

1<ij<...<ig<n

ahol €, a dualbézis, melyre € ,.(é'j) = 0,;, a Kronecker-delta.
Miképp egy vektormez6 minden ponthoz egy-egy vektort rendel, igy fogjuk az el-
késziilt méromiiszeriinket ,,szétteriteni”’, hogy egy differencialformat kapjunk. Egyelore

tovabbra is euklideszi térben maradva:

1.1.7. Definicié. Egy w differencidlforma az U C R" nyilt részhalmazon megfelel egy
U — A¥(R")* sima leképezésnek?, vagyis minden p € U ponthoz sima médon valasz-

tunk egy k-format. Ezek halmaza Q*(U), a koérintGnyalab egy szelése.

Ha kiértékeliink egy w differencidlformét egy X vektormezd mentén, akkor w(X)
visszaadja a k = 0 specialis esetet, azaz egy sima skalarfiiggvényt, amely minden pont-
ban megmutatja, hogy milyen erds a vektormez6 folyama w irdnyaban.

Az eddig targyalt miiveletek differencidlforméikon pontonként miikddnek. Tehat
° (*a))p = *w,;

e (wAN),=w,An,;

o (w(Xy,.... X)), = 0,(X)) -, (X))

Emlékezziink vissza, hogy mivel a vektormez6k halmaza, X maga is vektortér, ren-

delkezik bazissal: % jeloli® az i-edik koordinatatengellyel parhuzamos, egységhosszi

’Ez igy nem egészen korrekt formalisan, ugyanis A*(7*R")-t kéne frni — hogy miért, azt csak kés6bb
leplezem le —, de szerencsére esetiinkben a két kifejezés ekvivalens, hiszen 7*R" = (R")*.

3Halkan megjegyzem, hogy a szimbélum hasonlatosséga a parcialis derivaltakhoz nem véletlen, 4m
ennek magyardzata nem fér bele a dolgozat kereteibe, mert mellékvaganyra sodorna a témat.
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vektorokbdl allo vektormezdt. Ekkor minden sima X € X(R") a kdvetkez6képpen fest:

X =a,(x,...,x,) 9 +...+a,(x,...,x,) di’ a; € C*(R").
x

—— %X
X 1 X n

Differencidlformak esetén a torténet a vektor-kovektor parnal tapasztalt dualitast tiikkrozi:

jelolje* dx; az i-edik koordinatatengellyel parhuzamos, egynorméju differenciélformat.

Ekkor minden w € Q*(U")-ra

o= Y a4 (x....x)dx AL Ady, a, ., €C).

Tseendy i’ Tyseensd
1<ij<...<i<n

Most is igaz, hogy dx,.< > =,

9
ax; y*
Kiils6 derivalt

Az érme mésik oldala, amivel a differencidlgeometria foglalkozik, az Newton és Leibniz
forradalmi otlete: a derivalas és az integralas, differencidlformékra kiterjesztve.

A derivaltat sokféleképpen lehet interpretalni: egy dimenzidban a grafikon egy pont-
jéba huzott érintd meredeksége; adott pontban a fiiggvény legjobb linearis approximéci-
0ja; infinitezimdlis rita; sebességvektor eldretoltja; stb. Tobbvaltozos analizisbdl renge-
teg valfajat ismerjiik, Ggymint gradiens, divergencia és rotacid, amelyek a valtozas més-
mas aspektusat mérik: maximum novekedés, forrés-, illetve orvénystirliség. Meglepden
a felsoroltaknak 1étezik egy kozos altalanositasuk: a kiils6 derivalt, amely differencial-

formakon hat.

1.1.8. Definicio. A kiils6 derivdlt az az egyértelmii d : QF — QF*! lineéris operator,

amely kielégiti az alabbiakat:

o 0
e df(X)=D,f,avagydf = Z a—fdxi, fec® differencial;
i=1 9%
e dwAn)=doAn+ (=)o Ady, weQ ne Leibniz-szabaly;
e dod=d*>=0 nilpotencia.

4 Az el6z6vel ellentétben az itt hasznalt d bettinek nagy jelentSsége van, ezért hamarosan kiilon alfeje-
zetet szentelek neki.
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Hadd ejtsek néhany szo6t arrdl, hogy mi motivélta ezt a definiciot! Az elsd tulaj-
donsagban szerepld iranymenti derivalt azt mondja meg, hogy az f fiiggvény hogyan

véltozik egy p pontban, ha az X vektormezd mentén mozdulunk el. Konkrétabban:

fp+eX)— )
€

D/ 1,= .

Tehat egy sima fiiggvény differencialja az az egyértelmili 1-forma, amelyet tetszdleges
vektormezdre hattatva épp az iranymenti derivalt adja. Koordinatés alakja felttin6en ha-
sonlit a gradiensre, viszont ez, amellett hogy nem vektormezd, hanem 1-forma, fiiggetlen
a metrikatdl. S6t euklideszi térben bizonyos mértékig dudlis fogalmak: a differencial az
a leképezés, amely X-et (V f, X )-be kiildi.

A Leibniz-féle szorzatszabaly (amely Leibniznek csak a nevét kdlcsonzi) biztositja,
hogy magasabb rendii forméak derivaltjait rekurzivan szamoljuk az elsd sor kezd6lépé-
sébol.

Végiil a harmadik tulajdonsag egyrészrél a rot o grad = 0, masrészrdl a dod = @
(azaz hatér hatéra iires) gondolatmenetét kovetve nyujt sziikséges feltételt az unicitashoz,

illetve kés6bb a de Rham-kohomoldgia definidlasahoz. Lokélisan azonban a Young-tétel

egyszerl kovetkezménye.

Sokasagok

Mielétt belekezdenénk az integralasrdl szol6 alfejezetbe, muszaj bucsut inteniink az euk-
lideszi térnek, ahol eddig dolgoztunk, és absztraktabb vizekre evezniink, hogy felépit-

hessiik a differencidlforméik elméletét immar tetszSleges sokasagon.

1.1.9. Definicio. Egy (M, 7) topologikus tér sokasdg, ha hausdorff (7,,), masodik meg-
szamléalhato (M,) és lokalisan euklideszi (azaz minden M -beli pontnak 1étezik U nyilt

kornyezete, amely valamilyen n esetén R"-nel homeomorf).

Ezutan sima gorbéken keresztiil definialni szeretnénk az érintdteret, amely az el6z6-
ekben latott euklideszi tér szerepét fogja betdlteni. Ehhez viszont el6bb extra struktaraval

kell felszerelni a sokasagot, hogy egyéltalan értelme legyen rajta simasagrol beszélni.

1.1.10. Definicié. Legyen M sokasag és U C M nyilt. Ekkora ¢ : U — R" leképezést
térképnek nevezziik, ha U ~ @(U). Ezeknek egy specidlis {¢,; | i € I} gyljteménye,

12



ahol @, : U; —» R" és U U =M,az A atlasz.

i
iel

Ez a konstrukci6 teszi lehet6vé, hogy lokélisan koordinatazzuk a sokasagot, hiszen

@' éppen egy ilyen lokalis paraméterezést jelent.

1.1.11. Definicié. Rogzitett A esetén azt mondjuk, hogy f : M — R differencidlhaté
p € M-ben, ha fog~! differencidlhaté ¢(p)-ben. Sokasidgok kozotti leképezésre hasonld
igaz: f : M — N differenciilhat6 p-ben, ha wo fog™! differencidlhat6 ¢(p)-ben.

Mivel @(p) € R", a fenti definici6 értelmes, de még nem j6. A probléma orvoslasara

bevezetjiik a kdvetkezot:

1.1.12. Definicio. Ap : U - R"ésy : V — R"térképeket C"-kompatibilisnek hivjuk,
ha yop™'} o€ C', vagyis az attérési leképezés r-szer folytonosan differencialhatd
az atfedéseken. Ha egy atlaszban minden térkép ilyen, akkor az C"-atlasz, amiknek ekvi-
valenciaosztalya C"-struktiirat ad meg M -en. Egyébként két C™-atlasz akkor ekvivalens,

ha unidjuk is C"-atlasz. A C®-struktiraval rendelkezd sokasdgokat simanak nevezziik.

1.1.13. Definicid. Ha az M sokasag atlaszaban minden U, vagy R"-nel, vagy a fels6
féltérrel (H" = {x, > 0}) homeomorf, akkor M -et peremes sokasagnak nevezziik, és a
hatdrat — amely maga is n — 1-dimenzids részsokasig, 6rokolt iranyitassal® —, d M -mel
jeloljiik.

Most mar definidlhatjuk egy M sokasig érintterét.

1.1.14. Definicié. El6szor M C R” legyen sima részsokasag, azaz minden x € M -hez
van U nyilt kornyezet, hogy M NU = {x € U | f,(x) = ... = f,(x) = 0} valamilyen
sima fiiggvények esetén. Ekkor TpM ={y'0) |y : (—e,e) > M sima, y(0) = p}az M

érintotere.

Konnyen belathat6, hogy ez megegyezik a {V € R” | Vi V L Vf,(p)} halmazzal. A
dolog buktat6ja, hogy ez kizardlag részsokasagokra érvényes, ezért megint absztrahalni
kell.

1.1.15. Definicio. Legyen M sima sokaség ésI',M = {y : (—¢,€) > M sima | y(0) =
p}. Tekintsiink két gorbét ekvivalensnek, vagyis y, ~ ¥,, ha (poy,)'(0) = (@oy,) (0),
azaz a derivéltjuk lokalisan megegyezik (fiiggvénycsira). Ekkor T M =T )M /~.

3J6llehet ezt egy kiilon lemmaéban kell beltni.
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A @, : [r] » (@oy)(0) hozzérendelés révén 7,M vektortérré tehetd, igy a szo-
kasos miiveletek elvégezhetdek. Tovabba ez utdbbi részsokasidgok esetén ekvivalens az
el6zdvel, tehat nem kaptunk 0j definicidt, a régit terjesztettiik ki. Emlitésre méltd, hogy
létezik egy harmadik megfogalmazas is, amely derivicidkat hasznal. Am ezzel mi b6-
vebben nem foglalkozunk.

Ha a sokasag Osszes pontjdhoz tartozd diszjunkt érintStereket egyetlen halmazba
gytjtjiik, akkor kapjuk a kovetkezd definiciot
1.1.16. Definicié. Legyen M sima n-dimenzids sokasag. Ekkor TM = |_| T,M az

PEM
érintényaldab, amelyen szintén definidlhaté vektortérstruktira, s6t val6jaban maga is egy

2n-dimenzids sima sokasag. Ertelmezve van rajta egy természetes 7 : TM —-> M
projekcié tigy, hogy z(p,V) = p, ezért minden p € M-re a z~'(p) skép a pontbeli

érintdtér lesz, amit fibrumnak (magyarosan rostnak) neveziink.

Az el6z0 alfejezetben kissé pongyolan kezelt vektormezd fogalmat is ennek segitsé-

gével lehet pontositani az érintényalab egy sima szeléseként.

1.1.17. Definicid. Az X sima vektormezd az egy olyan M — T M sima leképezés (azaz
minden pontba egy érintovektort rak), amire 7oX = id,,. Ezek halmazat tovabbra is
X(M) jeloli.

igy végre nagy altalanossagban is beszélhetiink differencialformékrél. A definicid
1gazabdl csak annyit valtozik, hogy amit eddig euklideszi térben csindltunk, azt most

atemeljiik az adott sokasag €rintSterére.
1.1.18. Definicié. Legyen M sima sokasdg. Ekkor a tenzorhatvdny
TEM=TMQ®..QTMRT*M®...  T*M = Mult(T*M)* X (T M)",R).

~ e
4

k

A differencidlformdk pedig T M — M azon szelései, ahol minden p pontban a k-
linearis leképezés alternal6 forma. Halmazuk jele QF(M).
Integralas és Stokes-tétel

Ahogy az egyvaltozos derivalast és integralast csodilatosan 0sszekoti a kalkulus alapté-

tele (a Newton—Leibniz-formula), miszerint egy [a, b] zart intervallumon folytonos va-
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b
16sértékd fiiggvény esetén f(x)dx = f(b)— f(a), épplgy létezik ennek és az Hsszes

a
tobbi integraltételnek egy kozos altalanositisa a differencialformak korében.

1.1.19. Tétel (Stokes). Legyen M egy n+ 1-dimenzios irdnyithaté sima sokasdg és @ €

Q¥(M). Ekkor
/ w= / dw.
oM M

Habar teljesen csupan a kohomologia targyaldsakor fogjuk megérteni, azért vegyiik
észre, hogy mennyire szembetling a fenti képlettel valé hasonlésaga! Valoban: k = 1-
re ez éppen a Newton—Leibniz-formulat, k = 2-re a Green-tételt, k = 3-ra pedig a
divergenciatételt adja.

Egyébként differencidlformak integridldsa vonal mentén, feliileten vagy térben csak
annyiban kiilonbozik a rendes Riemann-integralastdl, hogy w-t el6szor vissza kell huzni

egy euklideszi tartoményba.

1.1.20. Definicié. Legyen f : M — N sima leképezés és w € QF(N). Ekkor az N-en
1év6 differencidlforma M -re val6 visszahiizottja f altal

(f*®), (V15 ., V) = @, @A f, (V) oo, A, (V)

vagyis egyszeriien a differenciallal vett prekompozici6. Integralaskor f helyett az M

lokélis paraméterezését, azaz ¢~'-et alkalmazzuk.

Megjegyzendd, hogy a df operatorral differencial néven mar taldlkoztunk, ebben a
kontextusban viszont érintévektor eldretoltjaként szoktak emlegetni, és ahhoz van sok

koze, hogy az érintévektorokra derivacioként is lehet gondolni.

1.2. Homologia és kohomologia

A topoldgia egyik kozponti kérdése, hogy miként lehet két teret megkiilonboztetni egy-
mastol. Erre egy kivalo modszer az invarians tulajdonsagok keresése, mint példaul soka-
sagok homoldgiacsoportjai, amelyek a benniik 1év6 lyukak szamarol és tipusarél hordoz-
nak hasznos informéaciét. Ennek elmélete eleinte (még Riemann idejében) elég intuitiv
alapokon nyugodott, mig Henri Poincaré fejébdl ki nem pattant az otlet, hogy geomet-

riai alakzatok globalis szerkezetét algebrai eszkozokkel vizsgalja. Torténetileg el6szor
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a homologia alakult ki, amely a sokasagba képezett szimplexek generélta lanckomple-
xusokkal dolgozik, a differenciadlformak megjelenésével viszont egy mer6ben masfajta
megkozelités tarulkozott fel. 1931-ben George de Rham észrevette, hogy egy sokasig
lyukainak szdma pontosan megegyezik a rajta értelmezhet6 zéart, de nem egzakt diffe-

rencidlformak alterének dimenzi6javal.

Kategoriak

Hajlamosak vagyunk a matematika teriileteire kiilonallo szigetekként tekinteni. Azonban
ha egy ropke pillanatra elrugaszkodunk a f61dt6l és a magasba emelkediink, akkor ma-
dartavlatbol meglathatjuk kapcsolatok olyan szovevényes halozatat, amely alulrél nézve
rejtve marad. Ez az 0 szemlélet egyrészt arra is ravilagit, hogy — paradox médon — dol-
gok tulajdonsagait legjobban masokhoz vald viszonyaik (és nem pedig tényleges tartal-
muk) alapjan lehet megismerni, éppigy, ahogy egy emberrdl is sokat elarul viselkedése.
Kézenfekvo példa erre az a Cayley-t8] szarmaz6 tétel, miszerint minden véges csoport
valdjidban egy alkalmas halmaz szimmetridinak gy{ijteménye; vagy egy sokasag homo-

2z 2

topiacsoportjai, amelyekrdl a késébbiekben sz6 lesz. Masrészt az is rendkiviil hasznos,
hogy ha egy bizonyos teriileten 1évd probléma megoldasdhoz nincsenek megfeleld esz-
kozeink, akkor azt kedviinkre atszallithatjuk méashova, hogy ott aztan Gjraprobalkozzunk.
A kategdriaelmélet tehit nem egyéb, mint ezen k6zo6s mintidzatokkal foglalkozé tudo-
manyag. Ebben az alfejezetben anélkiil, hogy til mélyre asva elvesznénk a részletekben,
csupan azt a néhany alapfogalmat fektetjiik le, amelyek nélkiilézhetetleniil hozzétartoz-

nak a kohomol6gia megértéséhez. [2]
1.2.1. Definicié. Egy € kategoria az egy (Ob(€), Mor(€), o, id) négyes, ahol
e Ob(C) jeloli az objektumok osztalyat, ami ha halmaz, akkor kis kategdriarol be-
széliink;

6

e Mor(€) az objektumok kozott mend morfizmusok diszjunkt halmazai®, amelyeket

konkrét esetben Homg (A, B) jelol, magat a nyilat pedig A 1» B-nek irjuk;

e ao szimbolum egy kompozicidnak nevezett parcilis binéris operacio, amely asszo-

ciativ, és minden f € Hom(A, B) és g € Hom(B, C) parhoz egy egyértelmii

Tulajdonképpen helyesebb lenne itt is osztdlyt mondani, 4m elére feltessziik, hogy minden kategoria,
amivel foglalkozunk, lokalisan kicsi, azaz Hom(A, B) valédi halmaz.
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gof € Hom(A, C) morfizmust rendel;

e végiil minden egyes A objektumhoz tartozik egy id, € Hom(A, A) identitas,
amelyre igaz, hogy f = foid, =idgzof.

Példaképpen a teljesség igénye nélkiil ime egy rovid tablazatos lista a leggyakrab-
ban el6forduld kategériakrol (a legutolsé szamunkra kiilonos jelentdséggel bir majd az

elkovetkezendd alfejezetekben)’:

Név Objektumok Morfizmusok
SET halmazok halmazfiiggvények
POS poszetek rendezéstart6 leképezések
TOP topologikus terek folytonos leképezések
VECT, | K test feletti vektorterek | lineéris transzformaciok
MAN® sima sokasagok diffeomorfizmusok
MEAS mérhet6 terek mérhet6 fiiggvények
GRP csoportok csoporthomomorfizmusok
AB Abel-csoportok csoporthomomorfizmusok
RING egységelemes gylirtk gytrtihomomorfizmusok
R-MOD bal- R-modulusok modulushomomorfizmusok
FLD testek testhomomorfizmusok
SH(X) kévék kévemorfizmusok
CH(R) lanckomplexusok lancleképezések

Ezenkiviil mind objektumoknak, mind morfizmusoknak van harom kiilonleges faj-

taja:

1.2.2. Definicié. A € kategdria egy objektumat inicidlisnak nevezziik, ha beldle minden
A € Ob(C€)-hez pontosan egy morfizmus indul ki; termindlisnak, ha belé minden A €
Ob(C€)-t6] pontosan egy morfizmus érkezik; univerzalisnak, ha valamelyik; és zéréonak,
ha mindkett6.

1.2.3. Definicio. Legyen A, B,C € Ob(C€) és f € Hom(A, B).

. f .
(i) Az A — B morfizmus monomorfizmus vagy roviden mono, ha balkancellativ,

azaz valahanyszor g,h : C — A morfizmusok €-ben, fog = foh implikalja,

"Dacéra annak, hogy a kategériaelmélészek inkabb az elemek viszonyai irant érdeklédnek, a katego-
ridkat valamiért mégis az objektumokrol és nem a morfizmusokrdl nevezték el.
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hogy g = h. Konny ellendrizni, hogy egy injektiv fliggvény mindig mono, de a

forditottja hamis.

!
(1) Az A — B morfizmus epimorfizmus vagy roviden epi, ha jobbkancellativ, azaz
valahanyszor g, h : B — C morfizmusok €-ben, gof = hof implikélja, hogy
g = h. Most is konnyti ellendrizni, hogy egy sziirjektiv fliggvény mindig epi, de

forditva ismét hamis.

f
(ii1)) Az A — B morfizmus izomorfizmus vagy roviden izo, ha (egyértelmiien) 1étezik
egy g : B — A inverz morfizmus ugy, hogy fog =1dy és gof =1id,. Itt is igaz,

hogy minden izo egyszerre mono és epi, de visszafelé méar nem.

Ezek utan felmeriil a kérdés: 1étezhet-e olyan kategdria, amelyben az objektumok ma-
guk is kategoridk? A kissé kiabrandito valasz az, hogy ez nem mindig miikodik, vagyis
(ahogy minden halmazok halmaza sincs) nincsen minden kategoridk kategoriaja. Vi-

szont kis kategdridk esetén egy ilyen szintugrassal a CAT nevii 2-kategdriat nyerjiik.
1.2.4. Definicié. Egy F : € — D morfizmust (kovarians) funktornak hivunk, ha

e minden A € Ob(C)-re F(A) € Ob(D);

e minden f € Homg (A, B)-re F(f) € Homg(F(A), F(B))?;

e megdbrzi a kompoziciodt, azaz F(fog) = F(f)oF(g);

e &sazidentitast is, azaz F(id,) = idp 4.

Tovabba ha F(f) € Hom(F(B), F(A)) és F(fog) = F(g)oF(f), akkor azt mondjuk,
hogy a funktor kontravaridns. Annak elkeriilésére, hogy egy-egy allitast vagy bizonyitast
meg kelljen ismételni a duélisra, bevezetjiik a €°P oppozit (vagy ellentett) kategoriit,

amelyben az objektumok véltozatlanul maradnak, a nyilak megfordulnak.

Tehat egy funktort nem elég csupan az objektumokon definidlni, a morfizmusokra
is meg kell adni a hatast. A definici6bdl jol latszik, hogy ezek pontosan a struktdratartd
leképezések kategdriak kozt, vagyis segitségiikkel fogunk tudni invaridnsokat késziteni.

Hasonl6an most is felsorakoztatunk néhanyat a legfontosabbak koziil:

8Ha az f — F(f) leképezés sziirjektiv, akkor a funktort teljesnek mondjuk, ha injektiv, akkor hiinek,
ha pedig mindkettd, akkor teljesen hiinek.
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az identikus funktor a legunalmasabb, hiszen mindent &nmagéaba visz;

a feledékeny funktor az objektumokhoz az alaphalmazukat rendeli kevesebb struk-
taraval (példaul GRP — SET);

27 7z

aSET és AB kozott futd szabad funktor (amely egyébirant az el6z6 specidlis esetli

adjungéltja’) egy H halmazhoz az altala generalt szabad Abel-csoportot rendeli;

a Hom(A, —) funktor egy B objektumhoz a benne végz6d6 morfizmusok halmazat

S
rendeli, B; — B, morfizmusokon pedig az f-fel vett posztkompoziciot (f,) adja;

a Hom(—, B) funktor a fentinek kontravarians parja, amely A-hoz a beldle indul6

morfizmusok halmazat rendeli;

a — ® — tenzorszorzat egy (kétoldali) bifunktor MOD-R x R-MOD és AB kozott;
R

az elsé fejezetbdl ismert V* dudlis tér és f* visszahtizas egy VECT O kontra-

varians funktor képei;

egy D : 8 — € diagram az egy olyan funktor, amely objektumok és morfizmusok

,»sablonos rajzat” egy adott kategdrian beliil valahogyan interpretalja;

a pontozott topologikus terek TOP, kategéridjabol GRP-be mend fundamentalis

csoportot hamarosan tiizetesebben gorcsd ala vessziik.

Erdekes, hogy rengeteg matematikai definicio, allitas és bizonyitas (Jacobi-matrix,

Gauss-eliminacid, kivalasztasi axidma, Galois f6tétele, a Riesz-féle reprezentacios tétel

stb.), nagyon letisztult, sallangmentes megfogalmazast nyer a funktorok nyelvén.

A kovetkezd 1épés 1) kategdriak konstrudlasanal, hogy magukat a funktorokat tessziik

meg objektumma. Az igy kapott D¢ kategéridban két funktor kozti 2-morfizmus neve

természetes transzformacio.

1.2.5. Definicio. Legyenek adva F,G : € — D funktorok. Ekkoregy  : F = G

természetes transzformécio (7 ,) komponensek olyan sorozata, hogy minden A € Ob(€)-
S
re 1, € Homg(F(A), G(A)), és valahanyszor A — B morfizmus G-ben, G(f)on, =

9azaz minden A € Ob(€) és B € Ob(D) esetén létezik 74 p - Homg(F(A), B) - Homg (A, G(B))
természetes transzformacid
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ngoF(f), vagyis az alabbi négyzet kommutal:

F(A) —3 G(A)

F(f )\L O \LG(f )

F(B) — G(B)

Azon speciilis esetben, amikor ® = SET, a SET®” kategéria objektumai az elkévék.
Tovabbi ha minden A € Ob(C)-re 7, izo, akkor -t természetes izomorfizmusnak hiv-
juk; jelben: F = G.Ha F : € - Dés G : D — € funktorok esetén GoF = idg és

FoG = idg, akkor € = D, azaz a két kategoria ekvivalens.

Ez a definicid igen szertedgaz6, ugyanis temérdek nagyon hasznos koncepcid szar-
mazik bel6le. Példaul legalabb szazféle limesz és kolimesz, amelyek univerzalis objektu-
Emily Riehl Category Theory in Context cimii konyvét bongészve rengeteg érdekes do-
logra bukkanhat.

Tomoren (kimondas erejéig) szeretnék kitérni a kategdriaelmélet leghiresebb és leg-
mélyebb allitasara, a Joneda-lemmara. Korabban mar emlitettiik, hogy egy objektumot
nem a belseje, hanem sokkal inkébb kornyezetéhez fiz6d6 viszonya hataroz meg. Mi-
vel minden A € Ob(€) objektumhoz tarsithaté egy sajat Hom-funktor, ezért ez egy
olyan Y : € — SET®” funktort eredményez, ami A-hoz Hom(—, A)-t, egy A 1> B
morfizmushoz pedig az f, : Hom(—, A) - Hom(—, B) természetes transzforméciot
rendeli. Ezen okbdl kifolydlag az ilyen Hom-funktorokat reprezentalhatonak nevezziik.
A beszédes elnevezést igazolando, le kell ellendrizni, hogy ez a Joneda-funktor tény-
leg teljesen hii bedgyazast ad, azaz NAT(Hom(—, A), Hom(—, B)) = Hom(A, B), ahol
NAT a természetes transzformécidk kategorigjat jeloli. Szerencsére a Joneda-lemma, a

kategoriaelmélet ,,.Szent Gréalja” ennél picit erdsebbet allit.

1.2.6. Tétel (Joneda). Legyen € lokdlisan kis kategoria, A € Ob(C) egy rogzitett objek-
tum és F . C°° — SET tetszoleges funktor. Ekkor NAT(Hom(—, A), F) = F(A).

Miutan elmerengtiink a tétel szépségén, amely abban 4all, hogy lerantja a fatylat a
bonyolultrdl, felfedve a mogotte megbivo egyszeriiséget, vegylik észre, ez arra is ma-

gyarazatul szolgal, hogy miért besz€liink egyszer sokasagokrol, maskor pedig a rajtuk
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1évS sima fiiggvények gyfirtijérdl. S6t a kovetkezd alfejezetben rogton learatjuk a tétel

kinalta babérokat egy fontos topoldgiai alkalmazasan keresztiil.

Homologia

Ahogy a bevezetGben mar utaltam ré, a topoldgia egyik f6 torekvése a terekben 1évo
lyukak lefrasa és szamszer(isitése. A cél k6zos, az eltér6 gondolkodasmod mégis harom
kiilonboz6 megkozelitést hozott 1étre: homotopia, homolodgia és kohomoldgia. Az elsd-
6l csupén érintSlegesen szolunk par sz6t, megemlitve, hogy habar ez a legelegansabb,

szamolas szempontjabol korantsem idedlis. [3], [4]

1.2.7. Definicido. Legyen X topologikus tér és x, € X bazispont. Az f : " — X foly-
tonos leképezés n-dimenzids hurok, ha a kocka teljes hatarat a bazispontba kiildi, azaz
fI") = {x,}. Két ilyen leképezés, f és g homotdp (folytonosan egymésba deformal-
hat6), ha létezik F : 1" X [0, 1] - X, ami kielégiti az alabbiakat:

e F(s,0) = f(s) minden s-re;
e F(s,1) = g(s) minden s-re;
e F(s,t)=x,minden s € dl" és t € [0, 1] esetén.

Egy f hurkot pontrahiizhatonak vagy nullhomotéopnak hivunk, ha végig X -ben maradva

folytonosan a konstans hurokba zsugorithato, azaz f ~ ¢, .

Megjegyezziik, hogy ekvivalens definiciét kapunk, ha [” helyett n-dimenziés gom-
bot hasznilunk. Be lehet latni, hogy a homotdpia ekvivalenciarelacid, az ekvivalencia-
osztalyok halmazét z,(X, x,) jeloli. Tovabba csoportstruktirit lehet definidlni rajta a
kovetkez6 médon: ha [f], [g] € =,(X, x,), akkor [f][g] := [f * g], ahol

()
IAN IA

SQ2sy,...,8,),
g2s,—1,...,s,),

IA

1
1

(f *8)(sy,...,8,) = {

IA

S

SN

Meglepd, de ez amiivelet n > 2-re kommutativ, s6t ttdsszefiiggd terek esetén fiiggetlen a
bazispont valasztasatol, igy a jelolésben is elhagyhato: z,(X, x,) = (X, x,) = 7,(X).
Példaul a kor fundamentalis csoportja 7,(S!) = Z = (1), minden nagyobb n-re trivi-

alis, tehat van nem pontrahtizhaté hurok (generator), ami tantsitja, hogy a kor kdzepe
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tires (1-dimenzids lyuk). Azonban a magasabb homotdpiacsoportok hétranya, hogy ki-
szamitasuk a gyakorlatban rendkiviil nehéz feladatnak bizonyult, ezért a homol6gidhoz
fordulunk, amely joggal nevezhet a homotdpia linearizalt, ,,szelidebb” alternativdjanak.

A homolégianak harom fajt4jat kiilonboztetjiikk meg: szimplicialis, cellularis és szin-
gularis, attdl fiiggéen, hogy mennyire komplikélt terekben dolgozunk. Az elsd kettd
konnyebben programozhatd, mégis korlatozott verzidk, mert a tereknek csupan sziik
hanyadan, (amint az arulkod6é nevek mutatjak) triangulalhat6 terek, illetve a niluk szi-
goruan bdvebb és viszonylag nagy halmazt alkot6 cellakomplexusok esetén miikodnek,
mig az utébbi barmely térre. Mivel mindig a speciélist6]l haladunk az altalanos felé, igy

el8szor a CW-komplexus'® szemléletes fogalmaval kell megismerkedniink.

1.2.8. Definicio. Egy X CW-komplexust a kovetkezd induktiv 1épésekkel lehet meg-

konstrualni:
e a0-vaz (X,) diszkrét pontokbol all (0-cellak)'!;

e az n-vazat (X,) agy kapjuk az n—1-vazbol (X,,_,), hogy B" nyilt egységgolyokkal
homeomorf n-celldkat (e?) ragasztunk Ossze a hataruk (de? = S"1) mentén a
(75 S - X, _, folytonos leképezések segitségével, s igy X, = X,_; L e”, ahol

X ~ @%(x) azonositva vannak x € de” esetén;

o végill X = U X,. a gyenge topologiaval elldtva, azaz U C X nyilt, ha minden
n-re U N X, nyilt.

Példaul minden graf valdjaban olyan komplexus, ahol a csicsok alkotjak a 0-vazat,
az élek pedig az 1-cellak hozzajuk rogzitve. Az n-gombnek is egyszerli a CW-szerkezete:
egyetlen pont, amelyhez egy n-cella van ragasztva a hatira mentén a konstans $"! —
e, leképezéssel. A torusz felépithetd egy 0-cellabol (csucs), két 1-cellabdl (szélességi
és hosszusagi kor) és egy 2-cellabodl (a ,,paldst”), amit a négyzet éleinek egyezd irdnyud
azonositasaval ragasztunk rajuk a lenti abran lathat6 médon. Sokféle térnek adhat6 ilyen
struktira, tobbek kozott a valés és komplex projektiv térnek (RP”, illetve CP") is.

A homotdpiacsoportok kezelésének egyik nehézsége, specidlisan a fundamentalis

csoporté, hogy nem kommutativ. Péld4ul az x, y pontokat 0sszekotd a, b élekbdl allo

10A mozaikszé felold4sa az angol closure-finite (lezaras-véges) és weak topology (gyenge topoldgia)
szavak kezddbetlije, ami az igy keletkezd topologikus tér két kardindlis tulajdonsdgabdl ered.
Egyes szerz6k a —1 indexii iires halmazzal (X_, = @) kezdenek.
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Toérusz CW-felbontasa

graf esetén ab™! és b~'a kiilonb6zd hurkok. Azonban vegyiik észre, hogy ugyanazt a
kort hatéroljak, csak a bazispont véltozik. Ezért ha egyenldnek tekintjiik Sket (abeli-
zaljuk a csoportot), akkor megszabadulunk a bazisponthoz val6 kotottségtol, s igy lesz a
hurokbdl geometriai ciklus. Elek igy keletkezd egész-egyiitthatds linearis kombinaciojat
lancnak hivjuk, az olyan lancot pedig, amely geometriai ciklusokra bonthatd, (algebrai)
ciklusnak. Ez pontosan akkor teljesiil, ha az egyiitthatok dsszege 0. A fogalmat ki tudjuk
terjeszteni grafokrol tetsz6leges CW-komplexusra.

1.2.9. Definicio. Az n-cellakbol all6 Z a,e! formélis dsszeget n-ldncnak nevezzik.

Ezek csoportjat, vagyis az n-cellak generalta szabad Abel-csoportot CSW(X ) jeloli. Ko-
zottiik értelmezve van egy d, : CSV(X) — CSY(X) peremoperdtor, ami egy n-lancot
az iranyitott hataraba kiild homomorf médon. Ekkor egy ¢ € CEW(X ) lanc pontosan

akkor n-ciklus, ha 0,(c) = 0, masképpen, ha ¢ € Ker(d,).

Tovabbd figyeljik meg, hogy ha ¢ = 9,,,(d) valamilyen d € C_/(X)-re, akkor
d automatikusan ciklus, azaz nullhomot6p, tehat nem fog kozre lyukat, hanem egy n-
cella hatéarat alkotja. Epp emiatt a lyukak szamlalasakor az ilyen eseteket ignoraljuk ugy,
hogy kifaktorizalunk veliik, hiszen a lyukak pont azon ciklusok, amelyek nem hatarolnak

semmit. Igy kapjuk meg a cellularishomoldgia-csoportokat.

1.2.10. Definicié. A C}SW(X ) csoportok és a hozzjuk tartozé d, homomorfizmusok

egyiitt lanckomplexust alkotnak:
an+l CW dn CW 0n—|
e — CN(X) — C (X)) — ...

Ekkor az n-edik celluldrishomolégia-csoport HSV(X) = Ker(d,)/ Im(9,,,,)."?

2Mivel a ,00,,,; = 0 egyenlet ekvivalens azzal, hogy Im(d,, ;) C Ker(d,,), igy a definicié értelmes.
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Am a peremoperator definidldsakor némi nehézségbe litkoziink: n = 1-re egysze-
riien végpont minusz kezd&pont, n = 2-re szintén nyilvanval6 az iranyitas, de n > 3-ra
még poliédercellak esetén sem latjuk a megoldast. Kiutat a hdromszogelés (triangulacio)
ny(jt, miszerint barmely poliéder feldarabolhat6 szimplexekre, amelyek a haromszog és
a tetraéder magasabb dimenzids altalanositisai. fgy egy csapassal leszlkitjiik az értel-

mezE€si tartomanyt, viszont a hatarleképezés és iranyitas definidlasa magétdl értet6do.

1.2.11. Definicié. Euklideszi térben n + 1 altalanos helyzeti (nem egyazon hipersik-
ban 1évd) pont konvex burkét n-szimplexnek hivjuk. Ezzel ekvivalens, ha azt koveteljiik
meg, hogy a pontok alkotta kiilonbségvektorok linearisan fiiggetlenek legyenek. Ekkor
a v; pontok a szimplex csidcsai, amelyet ezentdl [v,, ..., v,] fog jeldlni. A standard n-

szimplexnél a szokdsos bazisvektorokat valasztjuk csicsként, azaz
A"=Q (fg . t,) ER™N t=16s1,>0 3,
i

ahol ¢; az un. baricentrikus koordindtdk.

A [v, ..., v,] jelolésmod rogziti az élek egy kanonikus orientacidjat novekvo inde-
xek szerint, valamint linearis homomorfizmust 1étesit a standard n-szimplex és barmely
masik kozott, a rendezést megtartva. Ha egy n-szimplex tetszleges csucsat toroljiik,
akkor a maradék csticsok egy n — 1-szimplexet feszitenek, amelyet az eredeti szimplex
lapjanak neveziink. Ennek irdnyitasa konvencionélisan ledroklddik a sziilor6l. Az dsszes
lap egyiittesen alkotja a szimplex hatarat, amelyre a 0 szimbolummal hivatkozunk. Ek-
kor a A" = A"\ dA" halmaz a szimplex nyilt belseje. Elérkeztiink a A-komplexusok

definici6jahoz, amelyeken értelmezni fogjuk a szimplicidlis homologiajat.

2z

1.2.12. Definicio. Egy X téren 1év6 A-komplexus-struktiira o, : A" — X leképezések
olyan csaladja, hogy

e o, [ injektiv, és X minden pontja kizardlag egyetlen ilyen o, képében van benne;

e o, megszoritdsa a szimplex egy lapjara megegyezik valamelyik o, : Al S X

leképezéssel,

e A C X pontosan akkor nyilt, ha mindegyik a-ra a;l(A) nyilt A”-ben.
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(c)
Szimplicialis komplexus példa (a) és ellenpéldak (b)-(c)

Ez a legutolso feltétel azt a patoldgiat keriili meg, hogy X minden pontjira kiilon
csdcsként tekintsiink. A fenti definici6 segitségével X -et hanyadostérként is felépithet-
jik agy, hogy a diszjunkt A” szimplexek lapjait hozzaragasztjuk a megfelel6 alacso-
nyabb dimenzids AZ‘I-hoz. Ebbdl kifolydlag X sziikségszerien hausdorft, tovabba a
aa(ﬁ”) képeket felfoghatjuk, mint e” cellak. Legyen tehét CnA(X ) az ezek altal generalt
szabad Abel-csoport, amelynek elemeit n-lancoknak hivjuk, és amelyek felirhatok véges

formalis 0sszegként: Z n.e’ = Z n,o,, ahol az egyiitthatok egészek. Most is definia-
a [

lunk egy A-komplexusokon értelmezett 0, : CnA(X ) — CnA_ ,(X) peremoperitort, amit —

1évén, hogy homomorfizmus — elegend a bazison meghatérozni:
an(aaz) = Z(_l)laa r[vo,...,ﬁ,~,...,u,,]’
i

ahol a kalap szimbo6lum (") az i-edik csucs kihagyasara utal. A valtakoz6 el6jel biztositja,
hogy a d,00,,, = 0 Osszefiiggés igaz maradjon. Az algebrai paletta a korabbi cellularis

esethez hasonldan fest.

1.2.13. Definicio. A C nA (X) csoportok a hozzajuk tartozo d, peremoperatorokkal egyiitt

az alabbi lanckomplexust képezik:

Ony 0y 0,_ 0 0,
=5 CAX) = C2 (X)) 5 ... — CA — 0.
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Ekkor az n-edik szimplicialishomologia-csoport HHA(X) = Ker(d,)/ Im(d,, ).

Rogton felvetddik a kérdés: vajon H nA(X ) fligg-e a tér valasztott A-struktirijatol?
Mas szavakkal: ha két A-komplexus homot6p ekvivalens (netin még homeomorf is),
akkor izomorfak-e homoldgiacsoportjaik? A valaszhoz el kell hagynunk a kissé merev

A-komplexusok vilagat egy még altalanosabb homolégiafogalom reményében.

1.2.14. Definicio. Egy X térben 1év0 szinguldris n-szimplex az egy o : A" — X foly-
tonos leképezés, amely tehit nem sziikségképpen injektiv (bedgyazis). A szingularis n-
szimplexek mint bazis altal generalt szabad Abel-csoportot jelolje C,(X), amelynek ele-
meit (szinguléris) n-lancoknak hivjuk. Ezek felirhatok véges egész-egyiitthatds 6sszeg-

7 2

ként: Z n;0;. Az el6z6hoz hasonloan rajtuk is definialt egy 9, : C,(x) = C,_;(X)

peremoperator:

0,(0) = Y (Dot o -
Most is valtozatlanul igaz, hogy a (C,(X), d,) paros lanckomplexust hoz 1étre:

anJrl

0, 0,_
=5 C(X) — C (X)) — ...,

s igy az n-edik szinguldrishomolégia-csoport H,(X) = Ker(d,)/ Im(d,, ).

Ebbdl a definicidbdl evidens, hogy homeomorf terek homoldgiacsoportjai izomor-
fak. Masrészr6l viszont mivel a C,(X) csoportok gyakran nem-megszamlalhatoak, ezért
egyaltalan nem vilagos, hogy véges A-komplexusokra H,(X) végesen generalt lenne.
Tovéabba belathatd, hogy a homoldgiacsoportok mar pusztan homotdp ekvivalens terek
esetén is izomorfak. S6t ennél tobb is igaz, nevezetesen, hogy A-komplexusok esetében
ez a két fogalom megegyezik, azaz minden n-re H nA(X )= H (X).

Ha szeretnénk vizsgalni, hogy milyen kapcsolat huzédik H,(X), H,(A) és H,(X /A)
kozott, ahol A C X, akkor naivan ugy vélekedhetnénk, hogy H,(A) < H,(X), illetve
H,(X/A)= H,(X)/H,(A). Azonban ezek csak nagyon specialis esetekben allnak fenn.
Am ennél ltalanosabb Osszefiiggések feltarasahoz fel kell eleveniteniink az egzakt so-

rozat fogalmat.
1.2.15. Definicié. Homomorfizmusok egy

Ay ay Ay
— A, — A, — ..
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sorozata egzakt, ha minden n-re Ker(a,) = Im(a,,, ;). Ennek specialis eseteként

n+1

()—)A—a>B—ﬂ>C—>()

egzakt sorozatot rovid egzakt sorozatnak nevezziik.
Ekkor teljesiil a kovetkez6

1.2.16. Tétel. Ha A olyan nemiires zdrt altere az X térnek, amely egyben egy X -beli

kornyezet deformdcios retraktuma, akkor a
~ Ly ~ '* ~ 0 ~
. — H (A) - H(X) -5 H(X/A) — H,_(A) — ...

sorozat, ahol1 : A <> X és j : X — X /A, egzakt valamilyen o0-re.

Itt I—~In(X ) a redukalt homolégiacsoportokat jeloli, vagyis az alabbi augmentalt lanc-
komplexus homoldgiacsoportjait (7 (X, n,0,) = Y, n,):

) 0 n
.—CX)— CX)— Z—0.

Kohomologia

Formalisan a homolégia dualisanak tekinthet, és torténetileg is annak tovabbfejlesz-
tése, amikor vilagossa valt, hogy sziikséges egy forradalmi perspektivacsere. Ez sza-
mos esetben gazdagabb algebrai struktirakhoz vezetett (pl. ki fog deriilni, hogy a koho-
molégiaosztalyokon értelmesen definidlhat6 egyfajta szorzas, amivel mar nem pusztan
csoportot, hanem gyfirfit alkotnak) és finomabb topoldgiai invaridnsokat szolgéaltatott,
jelentdsége azonban tdlmutat a homologia egyszerti , tiikorképén”, ugyanis természe-
tes modon kompatibilis kiilonbdzd miiveletekkel, amelyek legfontosabbika az el6z6leg
megismert differencidlformak. [3], [5]

A kovetkezdkben roviden és intuitive targyaljuk a kohomoldgia éaltalanos fogalmi
keretét, hogy utdna ratérhessiink a rengetegféle arculata koziil (kéve, Cech, Galois stb.)
a minket kifejezetten érdekldre, a de Rham-kohomoldgiara, amely Osszekapcsolja az
analizist a topologiaval.

A kohomologia alapotletét egy egyszerli példan keresztiil mutatom be. Legyen X

egy 1-dimenziés A-komplexus, vagyis egy digraf (iranyitott graf), A°(X, G) pedig jeldl-
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jeaz 0sszes V(X) — G fiiggvényt egy fix Abel-csoport esetén. Hasonléan az E(X) - G
fiiggvények halmaza A!'(X, G). Definidljunk egy 6, : A°(X, G) - A!(X, G) homomor-
fizmust a @ — 6, hozzarendeléssel, ahol 5, ([v,, v;]) = @(v,) — @(v,). Szemléltetésiil
ez azt jelenti, hogy ha X egy hegyi 0svény és ¢ a keresztez6dések tengerszint feletti
magassagat méri, akkor 6, megadja a kozottiik 1év6 nettd szintemelkedést. Vagy ha
X egy dramkor és @ a csomOponti fesziiltség, akkor §,¢ a potencidlkiilonbség. Ekkor
tehat vizsgélhatjuk az ezek alkotta koldnckomplexust, amelynek homolégiacsoportjai-
bol megkapjuk az eredeti tér kohomoldgiacsoportjait, azaz H°(X, G) = Ker §,,, illetve
H'(X,G) = AY(X,G)/Im3é,.

Az nyilvanvalo, hogy H°(X, G)-be pontosan az X osszefiigg6ségi komponensein
konstans fiiggvények tartoznak, hiszen épp ezekre igaz a 5, = 0 egyenlet. A H'(X, G)
kohomoldgiacsoport viszont pontosan akkor trivialis, ha a §,¢p = y differencidlegyen-
letnek van A°(X, G)-beli megolddsa minden v € A!(X, G)-re. Feltéve, hogy létezik
megoldas, a Picard—Lindelof-féle unicitistétel miatt az egyértelmiiség kovetkezik. Ez a
feladat hasonlit ahhoz, amikor adott derivalthoz keresiink alkalmas primitiv fiiggvényt.
Tehat a kozponti kérdés: Ha ismerjiik az dsszes élen a valtozas mértékét, akkor vissza
tudjuk-e fejteni beldle az eredeti magassagfiiggvényt?

Ha a gréf fa, akkor a gyokérbdl kiindulva indukcidval végighaladunk az aton minden
csdcshoz, s igy egyértelmii megoldast nyeriink. Viszont ha a graf nem aciklikus, azaz
van benne kor, akkor akadalyba futunk, ugyanis konnyen el6fordulhat, hogy egy él y-
stlya nem egyezik meg a két végpont ¢ altali értékének kiilonbségével. A kohomoldgia
ezen hiba fokéat hivatott szdmszertileg mérni.

Most legyen X egy 2-dimenziés A-komplexus, és jeldlje A%(X, G) a 2-szimplexekbdl
G-be mend fiiggvények halmazat. Ekkor 6, : AY(X,G) — A%(X,G) az alabbi médon
definialhat6: 6,y ([vy, vy, v,]) = w([vy, v D+ ([vy, V1) —w([vy, v, ]). Mivel 6,6, = 0,
ezért ezek ismét kolanckomplexust alkotnak. Tehat a 6, operatorra kétféleképpen gon-
dolhatunk. Egyrészt 6,y = 0O pontosan akkor, ha y a haromszog éleire nézve additiv,
vagyis 0, az ettdl valo eltérés mutatdja. Masrészt tekinthetiink 6, -re annak akadalyaként,
hogy a w = §,¢ differencialegyenletre A°(X, G)-beli lokalis megoldast taldljunk, ami
ekvivalens azzal, hogy 6,y = 0. Ha ez teljesiil, a lokalis akadaly elttinik, vagyis y Un.
kociklus, &m ez még mindig nem garantalja globalis megoldas 1étezését. Azon kociklu-
sok (Ker §,), amelyekre nem létezik globalis megoldas, jelentik a globdlis akadalyt, és

H' pont ennek a mér6szdma. Tovabba ez a feladat arra a problémara emlékeztet, ami-
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kor azt kell meghatarozni, hogy egy adott vektormezd gradiense-e egy alkalmas fiigg-
vénynek. Itt a lokalis akadély a rotaci6 elttinése, a globalis pedig a zart gorbéken vett
vonalintegralok eltlinése.

Ezek utan kiterjesztjiik a definiciot magasabb dimenzidkra. Ami ezt lehetdvé teszi,
az a dualitas, hiszen mindegy, hogy n-szimplexekbdl G-be mend fliggvényekrdl beszé-
liink, vagy Hom(A ,(X), G)-t vizsgaljuk. igy A"(X, G)-t nyugodtan azonosithatjuk ez

utébbival, azaz A, (X) dualisaval. Ennek hatasara dualizalodik a peremoperitor is:

op([vg,s ..., U] = Z(—l)’(p([vo, e ﬁj, s Uy ) = @lvy, ..., 0,41,
J

ahonnan 6@ = @ad. Tehat a kettd kozti algebrai kapcsolatot valgjaban a X — Hom(X, G)
funktor szolgéltatja, vagyis a kohomoldgiacsoportokat tigy kaphatjuk meg, hogy az ere-
deti lanckomplexus tagjait kicseréljiik a dualisukkal (emlékezve, hogy a Hom kontrava-
rians, igy a nyilak megfordulnak), a peremoperatort pedig a kohatarral, s ezutan vessziik
a Ker 6/ Im 6 faktort:

5,, 5,,71 5n72
= C(X) — C" (X)) — ...

Dacéra annak, hogy a homoldgia és a kohomoldgia ugyanazt az informéciét hordoz-
za (végesen generalt esetben egymasbdl visszanyerhetdk), a kohomoldgia sokkal gazda-
gabb struktirat tar elénk. A kovetkez6kben tomoren bemutatom, a kohomologia legf6bb
algebrai tulajdonsagait.

Miutéan lattuk, hogy a kohomolégiat a Hom-funktor segitségével szarmaztatjuk a
homol6giabol, felmeriil a kérdés: Ha ismerjiik egy tér 0sszes homoldgiacsoportjat, ab-
bol egyértelmiien meghatarozhatéak-e a kohomologiacsoportjai? A valasz igenld, de az
Osszefiiggés bonyolultabb egy egyszerli dualizalasnal. A célunk belatni, hogy a koho-
mologiacsoportok kizardlag H,(X)-t6l és G-t6l fiiggnek. A naiv feltételezés az lenne,
hogy H"(X, G) = Hom(H ,(X), G), am kideriil, hogy ez hamis. Mindazonaltal 1étezik
kozottiik egy kiértékeld homomorfizmus, A([@]) : [z] = @(z) (differencidlformék ese-
tén ez éppen az integralas). Bebizonyithatd, hogy # sziirjektiv, és az alabbi hasad6 rovid

egzakt sorozatot eredményezi (azaz a kozépso tag a két szomszédjanak direktosszege):

h
0 — Kerh — H"(X,G) — Hom(H ,(X),G) — 0.
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Itt a Ker h tag méri azt az informacio6t, amely a dualizalas soran elveszne; ezt nevezziik

Ext-csoportnak.

1.2.17. Definicio. Legyen H egy Abel-csoport és 0 — F, - F, - H — 0 annak egy
szabad felbontésa. Ekkor Ext(H, G) = Coker(Hom(F,, G) - Hom(F|, G)).

Ez a csoport H torzids részEét méri, sot végesen generalt esetben izomorf vele. Ha H
szabad, akkor Ext(H , G) = 0. Ez azért fontos, mert H""'(X, G)-t részben meghatarozza

az el6z6 homoldgiacsoport, vagyis H,(X) torzidja. Ezt mondja ki a kovetkez6

1.2.18. Tétel (Univerzalis koefficiens tétele). Szabad lanckomplexusokra fenndll az aldab-

bi izomorfizmus:
H"(X,G) ~ Hom(H,(X),G) ® Ext(H,_,(X), G).

A tétel jelent6sége tobbek kozott az, hogy mivel a valos szamtest felett minden mo-
dulus szabad, ezért minden H-ra Ext(H,R) = 0. Ebbdl kifolyolag a kohomoldgia va-
l6ban egyszerti dudlisa a homol6gianak, tehat H"(X,R) = H*(X,R). Es éppen ez az
azonossag teremti meg a lehet6séget az analitikus reprezentacidhoz, hogy egy késdb-
bi fejezetben a de Rham-kohomologiat a homologiaosztalyok lineéris funkcionaljaiként
kezeljiik, ahol a funkcional ciklus mentén vett integral lesz.

Mielétt ratérnénk arra, hogy mit6l gazdagabb struktira a kohomoldgia, érdemes rog-

zitenilink a fogalmakat, amelyekkel dolgozni fogunk.

1.2.19. Definicid. Egy X tér és G Abel-csoport esetén a G-egyiitthatos szinguldris n-
koldancok C"(X, G) csoportjat C,(X) dualisaként, Hom(C,(X), G)-nek definialjuk, azaz
@ € C"(X,G) egy o szingularis n-szimplexhez valamilyen G-beli értéket rendel. A 0
peremoperator dualizaltja a 6 : C"(X,G) — C"(X,G) kohatdrleképezés, igy egy
kolanc kohatéra a C,,
o = @a Osszefiiggés segitségével szamolhatjuk:

9
(X) — C,(X) SN G, amelynek értékét egy n-szimplexen a

op(o) = Z(—l)j(ﬂ(ffT[vo,“.,aj,...,um])-

J

Ekkor automatikusan teljesiil, hogy 6% = 0, tehat az n-edik G-egyiitthatés kohomolégia-
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csoport H'(X,G) = Ker 6/ Im 6 az alabbi kolanckomplexusban:

o, 0,
o — C"Y(X,G) —— C"(X,G) <= C"(X,G) — ... — C°(X,G) — 0.

Ker 6 elemeit kociklusoknak, Im 6-€it kohatdroknak hivjuk. Egy ¢ koldnc pontosan ak-
kor kociklus, ha 6¢ = @o = 0, vagyis a hatarokon elttinik.

A homoldgiacsoportok csupan Abel-csoportok, a kohomolégia azonban — a duali-
tasnak koszonhetden — gazdagabb struktiraval bir: a csészeszorzat miiveletével gylir(ivé

emelhetd.

1.2.20. Definicié. Legyenk ¢ € C*(X, R) és w € C?(X, R) kolancok, ahol R kommu-
tativ gy(ri. Ekkor a ¢ « w € C**?(X, R) csészeszorzat értéke egy o : A — X

szingularis k + £-szimplexen a kovetkezd képlettel adhaté meg:

..........

Tehat a csészeszorzat két részre bontja a szimplexet, ezutan kiilon-kiilon elvégzi a
@ és y altali mérést, majd az eredményeket 0sszeszorozza. Tovabba a csészeszorzat
kompatibilis a kohatarral egy Leibniz-szabaly-szeri azonossagon keresztiil: 6(p -« v) =
¢ < y + (=1)kp < Sy. Ez biztositja, hogy kociklusok és kohatarok csészeszorzata
kociklus, illetve kohatar marad. Mindez azt jelenti, hogy a csészeszorzat egy joldefinialt

miiveletet indukal a kohomoldgiaosztalyokon:
H*X,R)x H’(X, R) — H"(X,R).

A csészeszorzat asszociativ és disztributiv, valamint ha R egységelemes, akkor H°(X, R)-
ben is létezik egységelem (a 0-kolanc, ami minden O-szimplexen 1-et mér). Ezen tulaj-
donsigok révén
H*(X,R) =@ H"(X,R)
n>0

gradalt gyiirfit alkot dgy, hogy H* « H? C H**’ ésa € H*(X,R), f € H/(X,R)
esetén a« v f = (=B < a. A sok szembeotls hasonlosdg az ékszorzattal nem a
véletlen miive; a differencidlformédk vilagdban a csészeszorzat éppen az ékszorzatnak

felel meg.
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2. De Rham-kohomologia és a de Rham-tétel

Az elokészits fejezetekben lefektetett differencidlgeometriai, kategoriaelméleti és ho-
mologikus algebrai alapokra tdmaszkodva elérkeztiink oda, hogy az absztrakt dualitdst
konkrét geometriai formaba Ontsiik, és bevezessiik az egyik legfontosabb eszkozt, amely
0sszekoti a lokalis differencialast a globalis topologiaval: a de Rham-kohomologiat. Eme
fejezet f6 célja a de Rham-tétel bizonyitasa, amely azt allitja, hogy egy sima sokasagon

a de Rham-kohomolégia izomorf a valds-egyiitthatos szingularis kohomolégiaval. [6]

2.1. A de Rham-komplexus

Ugyan a differencidlgeometriarol sz616 részben mar targyaltuk ket, most mégis tomoren
0sszefoglalndm ajra, amit a formakrol tudni érdemes.

Az R"-en értelmezett Q* Grassmann-féle kiils6 algebra az ékszorzas (A) miiveletével
egy R feletti algebra, amelyet a dx,, ...,dx, differencidlok generdlnak, és amelyekre
teljesiil, hogy (dxl.)2 = 0 (minden i-re), illetve az antiszimmetria: ha i # j, akkor dx; A

dx; = —dx; A dx;. Mint R feletti vektortér az

Ldx; Adx;,dx; Adx; Adx,,....dx; A...Adx;
i<j i<j<k
bazisat alkotjak. A sima differencidlformék terét a sima fliggvények és a kiilsé algeb-
ra tenzorszorzataként definidljuk: Q*(R") = C*®(R") ® Q*, tehat egy w differenciél-
R
forma egyértelmiien felirhat6 )’ f,dx, sszegalakban, ahol az egyiitthatdk sima fiigg-
vények. fgy Q*(R") = @) Q*(R") természetes médon gradalt algebra, ahol Q*(R") a

k=0
differenciél-k-formék tere, amelyen értelmezhets egy d : QK(R") — Q*(R") kiilsd

derivalt nevi{i operator az alabbi két tulajdonsaggal:

e ha f € Q'(R"), akkor df = Z Z—fdx.;
x

i=1 i

e haw =) f;dx;, akkor dw = Y. df; A dx;.

Ez adja a klasszikus gradiens, rotaci6 €s divergencia operatorok szintézisét a grad f «»
df,rot X «» xdw,,divX «» *d(*w,) megfeleltetések utan, ahol w, az X = Pi+
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Qj + Rk vektormez6hoz asszocialt 1-forma, vagyis @ x = Pdx 4+ Qdy + Rdz:

QR - Q'(RY) - QX(R?Y) — QI(RY).
grad rot div
Az ékszorzata differencialformakra is kiterjeszthet: n = ). f,dx; és w = Y g,dx;
esetén n A w = Y, f;g,dx; A dx;. A fokszdmokat tekintve gradaltan antikommutativ,
azaz n A w = (—1)%e1devq A n. Emellett a d operator egy antiderivacio, vagyis d(n A
) = dn A @ + (—=1)%e"y A dw, amit elég monomokra latni, s6t a Clairaut-tétel €s egyéb
tulajdonségai miatt nilpotens, azaz d*> = 0.

Az Q*(R") tér ezen d operatorral egyiitt alkotja R” de Rham-komplexusat. A Ker d
elemeit zart formaknak, az Imd elemeit pedig egzakt formaknak hivjuk. Zart formak
keresése egyenértékii egy differencidlegyenlet megoldasaval. Mivel d* = 0, ezért min-
den egzakt forma automatikusan zart lesz; ezek a trivialis, érdektelen megoldasok. A
nemtrividlis, érdekes megoldasok halmazinak méretét fogja megmondani a k-adik de

Rham-kohomolégia.

2.1.1. Definicid. A tér k-adik de Rham-kohomologidja a kovetkezé vektortér:

H(fR (R") = zart k-formalf '
egzakt k-formak

Ebben egy forma kohomoldgiaosztalyat [ew] jeloli. Megjegyzendd, hogy mindezt egy

tetsz6leges U C R” nyilt halmazra is nagyon hasonléan tudjuk definialni.

Példaul HgR([R{) = R, mert egy sima fiiggvény pontosan akkor zért, ha konstans. Al-
talanossigban is igaz, hogy H gR a tér Osszefliggdségi komponenseinek szamat adja, mert
a kohomoldgia megdrzi a véges direktosszeget. Viszont H G{R([R) = 0, hiszen a Newton—
Leibniz-formula miatt minden 1-forma egzakt. S6t H j, (R") egyediil 0 dimenzioban R,
azonkiviil trivialis. Ez a Poincaré-lemma, amelyet kés6bb majd bizonyitunk.

A de Rham-komplexus val6jaban egy specialis differencialkomplexus, ahol a lanc-
ban 1év6 vektorterek a k-formak terei. Két differencidlkomplexus kozti f : A — B fiigg-
vényt lancleképezésnek neveziink, ha kommutal a differencialoperatorral, azaz fd, =

dg f. Legyen adva differencialkomplexusok egy rovid egzakt sorozata:

0— A— B—5C—0,
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ahol f és g lancleképezések. Ekkor természetes médon indukélodik kohomolégiak hossza

egzakt sorozata:

v ———% HYNA) —L— HYB) —— HNC)
(1)

Hk+l(A) %

ahol ¢ € C* esetén d*[c] az [a] € H*"'(A) kohomoldgiaosztilyt jelenti. Egyszer(i
diagramvadaszattal belathat6, hogy d* joldefinialt.

A de Rham-komplexus enyhe mddositasaval egy mésik, &m ugyanolyan fontos in-
varianshoz jutunk. Ha a fenti definicidban csupan kompakt tartji sima fiiggvényekre
szoritkozunk, azaz Q¥ (R") = C*(R") ® Q*, akkor H-t kapjuk, amely mar R esetén is
eltér az el6z6t61. Mivel R-en nincsenekRkompakt tartdju nemnulla konstans fliggvények,
HY(R) = 0. Azonban tekintsiik az f, : Q!(R) — R integralleképezést, ami nyilvan
sziirjektiv és joldefinialt. Ha @ = g(x)dx tetsz6leges 1-forma, akkor f(x) = f_xoo g()dr.
igy  pontosan akkor egzakt, ha a teljes integralja 0, azaz g(x)dx € Ker fR. Tehat

QR
H'(R) = o )glmsz.
R

Ker fR

Tovabba igaz a Poincaré-lemma kompakt tartés analogonja, hogy H}(R") = 0, kivéve

n dimenzidban.

2.2. A Mayer-Vietoris-sorozat

Legyen f : R™ — R" sima fiiggvény. Ez indukal egy f* : Q°(R") — Q°(R™) leképe-
zést akompozicid révén: f*(g) = gof, ami az alabbi mddon egyértelmiien kiterjeszthetd

tetszbleges k-formakra gy, hogy d-vel kommutéljon:

r* (Z gdy, A /\dyik> = Y (g0df, A LS,

ahol f; = y,of az i-edik komponensfiiggvény.

2.2.1. Allitas. A visszahuzds-operdtor felcserélhetd a kiilso derivalttal, azaz minden w €
Q*(R") formdra d(f*w) = f*(dw). Tovabba d koordindtafiiggetlen.
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Bizonyitds. A bizonyitas a lancszabély kozvetlen alkalmazasan mulik, a linearits miatt

pedig elegend6 monomokra ellendrizni.

d(f*(gdy;, A ... Ady,)) =d(gof) AdS, Ao AdS;

S ([0
=) <<aiy’of> df,.> dfy, A Adf, = f1d@gdy, A Ady,)). D
i=1 i

A kategoriaelmélet nyelvén gy is fogalmazhatunk, hogy Q* : EUCL, - CDGA,
egy kontravarians funktor az euklideszi terek kategoridjabol a kommutativ differenci-
w, € Q' (¢,(U,)) lokalis formak olyan csaladja, amelyben barmely két forma az U,NU,
atfedéseken kompatibilis a visszahuzéssal, azaz i*w, = j*a)ﬁ, ahol i, j kanonikus be-
agyazasok. Az el6z6 esethez hasonldéan egy f : M — N sima fiiggvény is indukal egy
f* 1 QY(N) - Q*(M) visszahizast. igy Q* a sima sokasagok MAN® kateg6riajabol
képez6 funktor lesz, s a de Rham-komplexus globalis értelmet nyer.

A sokasagok globalis vizsgéalatdhoz azonban elengedhetetlen eszk6z a lokélis infor-

maciok ,,0sszefésiilése”.

2.2.2. Definicié. Egy M sima sokasagon az {U , } nyilt fedéshez tartoz6 { ¢, } nemnegativ
sima fliggvényekbdl 4116 csaladot egységosztasnak neveziink, ha minden p € M pontnak
van olyan kornyezete, ahol )’ ¢, véges, illetve )’ o, = 1. S6t supp ¢, C U, is feltehetd.

Ez garantélja, hogy a lokalisan definialt formakbol globalis format alkothassunk,

ami technikai alapjaul szolgal a Mayer—Vietoris-sorozat konstrukciojanak, amellyel ki
eredeti tér tdl komplikalt. Tegyiik fel, hogy M = U U V, ahol U, V nyiltak. Ekkor az
0
M—UuveslinV
)
sorozatra alkalmazva az Q* kontravarians funktort, a kovetkez$ sorozatot kapjuk:
%
QM) —- QU)PQ (V)= QUNYV),
%
ahol o= i*(w). Ha most vessziik az utolso két leképezés kiilonbségét, akkor adodik a
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hires Mayer—Vietoris-sorozat:
B
0 — QM) —QU)BQ(V) — QUNV)—0,

ahol 6 : (w,n) —» n— .
2.2.3. Allitas. A Mayer—Vietoris-sorozat egzakt.

Bizonyitds. Az utolsé 1épést kivéve minden vildgos. El6szor tekintsiik az M = R esetet.
Legyen f sima fliggvény U N V-n. Ekkor a {¢,, 0, } egységosztas segitségével f felir-
hat6 (¢, f) — (—oy, f) alakban, ahol supp ¢, C U és suppo, C V. Altalanos esetben ha
w € QXU N V), akkor (—o,w, oyw) € QX(U) ® Q (V) képe éppen w. Tehét belattuk a

szlirjektivitast. O]

A Mayer—Vietoris-sorozat indukalja a kohomoldgia (1)-hez hasonl6 hosszu egzakt

sorozatat. Masrészt viszont el6idézi az alabbi dupla komplexust:

0 — Q'(M) — Q)@ (V) — Q' (U NnV) — 0

1o 1 o ]

0 — QM) — Q' U)B Q* (V) — Q*UnV) — 0

Ha w € QXU n V) zart, akkor az egzaktsag miatt 1étezik n € QK(U) @ QK(V),
amelynek képe w. Az egységosztas szerint ez épp (—o, , oy w). A kommutativitas miatt
dn szintén 0-ba megy Q**'(U n V)-ben. Mivel § a kivonasfiiggvény, ezért —d(o, @)
és d(o,w) megegyeznek a metszeten. Ismét az egzaktsagnak koszonhetden taldlhatunk

Q +1(M)-beli elemet, amelynek képe dr és amelyet Osszeragasztassal kapunk:

dw] = 4 [Tdy®] Umn
[d(pyw)] V-n

Nemkompakt sokasagok esetén a de Rham-kohomol6gia nem teljesiti a Poincaré-
dualitast (amir8l késébb szot ejtiink), hiszen a visszahizas nem feltétleniil 6rzi meg a
kompakt tartot (pl. M XR — M), igy Q7 nem lesz funktor. Ezt orvosoland6 vagy csupan
proprius leképezéseket engediink meg (azaz kompakt 6se kompakt), vagy 1 : U - M
beédgyazéasokra szoritkozunk, ahol U nyilt. Ez ut6bbinél Q7 kovarians funktor, €s 1, az a
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leképezés, amely O-val kiterjeszti a format U-r6l M -re. Ehhez is 1étezik Mayer—Vietoris-

sorozat:
5
0 «— QC*(M) — Q:(U) (43) QZ‘(V) «— Q:(U NnNV)«—20,

amely a kompakt tartds kohomoldgia hosszi egzakt sorozatat indukalja.
2.2.4. Allitas. A kompakt tartos Mayer—Vietoris-sorozat egzakt.
Bizonyitds. A bizonyitas a korabbihoz nagyon hasonl6an torténik. [

Megjegyezziik, hogy kompakt sokasagokra a ketté megegyezik. Példaul HO(S') =
HY(S") = R (egy osszefiiggdségi komponens), valamint H'(S') = H!(S") = R (egy
darab lyuk). Nemkompaktakra viszont drasztikusan eltérhetnek.

2.3. Formak integralasa
2.3.1. Definicido. Legyen o = fdx, A ... A dx, kompakt tart6ji n-forma. Ekkor az in-

tegraljat R"-en Ugy definialjuk, mintha tobbvaltozés Riemann-integral lenne:

/ W= S(xq, .o, x,)dx, .. dx,,.

Rn

Egy T : R" — R"diffeomorfizmus alatt, ahol x; = x,0T(y,, ..., y,) = T;(y; ..., ¥,)»

/ T w = (foT)dT, /\.../\dTn=/ (foT)J(T)dy, ...dy,,
n Rn R»

s igy a valtozOcsere képlete miatt / T w = + / w, a Jacobi-determinans el&jelétsl

R" R"
fliggéen. Ha J (T') mindeniitt pozitiv, akkor T iranyitastarto.

2.3.2. Definicio. Egy M simasokasdg {(U,, @,)} atlasszal iranyitott,haag,, = (pOJO(p/;1

attérési leképezések mind iranyitastartéak, illetve irdnyithaté, ha van iranyitott atlasza.

2.3.3. Allitas. Egy n-dimenziés M sokasag pontosan akkor irdnyithato, ha létezik rajta

sy s

sehol sem eltiind globdlis n-forma.

Két ilyen forma esetén w, = fw, valamilyen sehol sem eltlind f fiiggvényre. S6t

ha M 6sszefiiggd, akkor f vagy mindeniitt pozitiv, vagy mindeniitt negativ. igy a sehol
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sem eltlind n-formak két ekvivalenciaosztalyra bomlanak, melyek koziil barmelyiket ne-

vezhetjiilk M irdnyitasanak vagy orientacidjanak; jelben: [ M].

2.3.4. Definicio. Egy kompakt tart6ja n € Q'(M) forma integrdljit az egységfelbontas

segitségével értelmezziik globalisan:

/ n= Z/ 0.1 = Z/ (@, )" (01)-
[M] a YU, a JR"

Konnyen megmutathatd, hogy ez a definicid fiiggetlen a fedés és az egységfelbontas
valasztasatol, amennyiben az atlasz orientéciotartd, illetve o, kompakt tartojiva tehetd,
hogy az integral ne legyen végtelen.

A felsé féltér hataranak (0H" = {x, = 0}) irdnyitasa definici0 szerint a (—1)"dx; A
... Adx,_, ekvivalenciaosztaly, M hat4raé pedig ¢p*[0H"] = [0M]],,, ahol ¢ : M D
U — H" irdnyitastart6 diffeomorfizmus és 0U = oM N U.

2.4. A Stokes-tétel

2.4.1. Tétel. Legyen w kompakt tartojii n — 1-forma egy n-dimenzios irdnyithaté M

/da)=/ .
M oM

Ez a vektorkalkulusbdl ismert integraltételek (Green-tétel, divergenciatétel stb.) leg-

sokasdgon. Ekkor

altalanosabb alakja, amely gyonyoriien, mintegy atfogd elvként egyesiti Sket. Tovabba
biztositja, hogy az integralas a kohomoldgiaosztalyokon is értelmes legyen. A Stokes-
tétel valojaban azt mondja ki, hogy kiilsé derivalt a peremoperator adjungéltja. Ez a

kapcsolat alapozza meg a de Rham-izomorfizmust.

Bizonyitds. Legyen {U,} iranyitott atlasz és {o,} olyan egységosztds, hogy supp ¢, C
U,. Ekkor w el6all )’ o, alakban. Az integralas linearitasa miatt a tételt elegends o, -
ra bizonyitani. Tudjuk, hogy supp (¢,w) C U,, és — 1évén, hogy kompakt halmaz zart
részhalmaza — maga is kompakt. Mivel minden U, vagy R"-nel, vagy H"-nel homeo-

morf, ezért két esetet kiilonboztetiink meg.

(i) Megintcsak az integrandus linearitdsanak koszonhetden nézhetiink egyetlen tagot,

Ldx, A ... Adx,. De a Fubini-tétel

igy w = fdx; A ... Adx,_,, ahonnan dw = +
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és a Newton—Leibniz-formula kovetkeztében

/da)zi/</ ﬁdxn>dx1/\.../\dxn_1=0,
R~ —0 axn

hiszen f kompakt tartdja. Mivel dR” iires, a jobb oldalon szintén O van.

(i) Most csupén a fels6 félsikot tekintjiik, mert H"-re minden ugyanigy mukodik.
Jg

% —
gondolatmenetet kovetve eltlinik, mig a masodikbdl

H? ay -0 0 ay

—/m(f(x,oo)—f(x,o))dxz/oof(x,O)dxz/ ®
-0 —0o0 o0H?

lesz. OJ

Legyen w = fdx + gdy, amibdl dw = ( %) dx A dy. Az elsé tag az el6z6

2.5. A Poincaré-lemma

A de Rham-tétel bizonyitasdhoz sziikséges masik alapkovet a Poincaré-lemma €s a ho-
motdpiainvariancia jelenti. Az els6 miatt tudjuk, hogy pontrahtizhat6 (kontraktibilis) te-
rek esetén a kohomoldgia lokalisan trivialis, a mésodik pedig ravilagit arra, hogy homo-

top ekvivalens terek kohomoldgidja izomorf.

2.5.1. Tétel (Poincaré-lemma).

HER) = R, hak =0;
0 egyébként.

Bizonyitds. A célunk belatni, hogy H*(R"*!') =~ H*(R"), mert utdna indukciéval elju-
tunk a pontig. Tekintsilk a # : R" X R — R” projekcidt és az s : R" - R" X R
z€rbszelést. Megmutatjuk, hogy ezek inverz izomorfizmust indukalnak a kohomol6gidk
kozott. Mivel zos = id, a visszahuzott formak szintjén s*oz™ = id azonnal teljesiil;
a nehézséget a masik irdny okozza: 7*os* vajon az identitas-e? Ez 4ltalaban hamis, de
formakra mégis fennall! Ennek igazolasdhoz elegendd taldlnunk egy olyan K operatort

(amit kés6bb homotopiaoperatornak fogunk hivni), amelyre 1 — z¥os* = +(dK + Kd),
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hiszen a zargjelben 1év0 rész zart forméabol egzaktat csindl, igy a kohomoldgiaban O lesz
(ekkor azt mondjuk z*os* lanchomotdp az identitassal).

Barmely o forma az R" X R téren két tipusu tag linearis kombinacidja: 7*@ f(x, t) és
@ f(x,1)dt, ahol @ forma R"-en. Ekkor a K : Q¥(R" x R) — Q¢!(R" x R) operatort

a kovetkez6képpen definialjuk:

T'ef(x,1) = 0;

o f(x,t)dt — ﬂ*qo/ f.
0

A masodikndl a ,,felhtizas” utani nemnulla vertikalis komponenst K kiintegralja. Most

ellendrizziik, hogy tényleg kielégiti a fenti egyenldséget. Az els6 fajtiji formakra

(dK — Kd)w = —Kdw = —K <(d7r*(p)f + (-Drz*p A <%dx + %dt))
k—1__x t af k—1__x
=(=D""7% o D" 7l f (x,1) = f(x,0)]
0

adddik, mig a masodik esetben egyrészt (1 — 7*os*)w = w, merthogy s*(df) = d(s*t) =

d(0) = 0, masrészt pedig

t t af
Kdw = ﬂ'*d(p/ [+ (—l)k'lﬂ*(pdx/ —
0 0 0X

o[ L)+ 10l
0 0X

A kivonas elvégzésekor majdnem minden kiesik, csupan (—1)*~!w marad. Mindkétszer

d(Kw) = n*dqo/ f+ED % A
0

a kivant egyenl&séget kapjuk, tehat H*(R" X R) & H*(R") valoban izomorfizmus. [

Altalanosabban is belathato, hogy H*(M X R) = H*(M) ugyanugy igaz tetsz6leges

M sokasagra. Ime még néhany kovetkezmény.

2.5.2. Kovetkezmény. Ha f ~ g, azaz f és g homotop, akkor a kohomologidaban ugyan-
azt a leképezést indukdljdk, vagyis f* = g*.

2.5.3. Definicio. Két sokasag homotopiatipusa megegyezik, ha léteznek f : M — N
és g : N — M sima fiiggvények ugy, hogy fog =~ id,, valamint gof ~ id,,. Ha M
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homotopiatipusa trivialis, akkor pontrahiizhatéonak vagy idegen szoval kontraktibilisnek

nevezzik.

2.5.4. Kovetkezmény. Ugyanazon homotopiatipusba tartozo sokasdgok egyezd de Rham-

kohomologiaval rendelkeznek.

2.5.5. Definicio. Legyen: : A & M beagyazas. Ekkor a retrakcio egy olyanr : M —
A leképezés, amelyre r| ,= id. Tovabba ha ior ~ id,,, akkor a neve deformdciés retrak-

(%

Clo.

2.5.6. Kovetkezmény. Ha A deformdcios retraktuma M -nek, akkor de Rham-kohomolo-

gidjuk megegyezik.
Kompakt tartos esetben a dimenzi6 eltolddik.
2.5.7. Allitas. H**'(M x R) = HX(M).

Bizonyitds. Az eltérést az okozza, hogy M -beli forma visszahiizottja nem lesz kompakt
tartdju. Ezért bevezetiink helyette egy 4j eszkozt, a z,, : Q’C‘(M XR) - Q’C“l(M ) el6re-

toltat fibrummenti integralasként, azaz
' f(x,1) —~ 0;
'@ f(x,0)dt — @ / f(x, e,
ahol @ (nem sziikségszerien kompakt tartdji) forma a bazistéren, f pedig kompakt tar-
toju fiiggvény. Megmutathatd, hogy 7, kommutal a kiilsd derivalttal, igy maga is lanc-
leképezés, s mint olyan, indukél egy H* — H*"! leképezést.
Ahhoz, hogy izomorfizmust kapjunk, kell mégegy M — M XR leképezés visszafelé

is. Rogzitslink egy kompakt tartoju e = e(¢)dr format R-en, aminek teljes integralja 1,

és definidljuk az e, : QY(M) — Q*(M x R) leképezést egyszerti ékszorzasként:
@ r'pAe.

Ez nyilvanvaléan kommutal d-vel, tovabba definicid szerint 7, oe, = id. A mésik irdny

esetén ugyanaz a helyzet: e or, = id a formak szintjén hamis, de a kohomoldgidra
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fennall. Most is konstrualhaté egy K : Q¥(M xR) — Q*~'(M x R) homotdpiaoperator

az alabbi moédon:

pf(x,t) >0

ﬂ*(pf(X,t)dtl—):t*qo/ f—ﬂ*(p/ e/ f.

Itt a masodik tag egy korrekcids faktor, hogy az eredmény kompakt tart6ja maradjon.
Annak igazolésa, hogy az igy megadott K szintén kielégiti az el6z6leg ismertetett egyen-

16séget, nagyon hasonl6 szdmolassal torténik, ezért a kedves Olvasora bizzuk. [
2.5.8. Kovetkezmény (Kompakt tartés Poincaré-lemma).

H"([R"):{ R, hak=n;

0  mdskiilonben.

2.6. Jo fedések

A de Rham-tétel bizonyitasahoz a Poincaré-lemmat kihasznalandd, a sokasagot valahogy

c sz

2.6.1. Definicié. Legyen M n-dimenzios sokasag. Egy {U, } nyilt fedést jonak neveziink,

ha fedésbeli elemek minden nemiires véges metszete R"-nel diffeomorf.
A definicié értelmes, mert...

2.6.2. Allitas. Minden sokasdgnak létezik jo fedése, amely kompakt esetben vdlaszthato

akdr végesnek is.
A bizonyitashoz el&szor tisztaznunk kell néhany fogalmat.

2.6.3. Definicio. Az M sima sokaség 7, M érintSterén definialt (-, -) , metrikét Riemann-

metrikdnak nevezziik, ha barmely X,Y € X(M)-re p = (X(p), Y (p)) , sima fiiggvény.

2.6.4. Definicié. Egy (M, g) Riemann-sokasigon, ahol g jeloli a Riemann-metrikat, két

pont kozotti legrovidebb utat (an. geodetikust) olyan y : [a,b] — M gorbeként defi-
b

nidlunk, amely stacionarius pontja (lokalis minimuma) az L(y) = / gy, y())dt

hossznak.
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Az egységosztas segitségével minden sokasag felruhazhaté Riemann-struktaraval.

Bizonyitds. Tehat legyen M Riemann-sokasag. Koztudott, hogy ekkor minden pontnak
van geodetikusan konvex kornyezete (azaz barmely két pontot 6sszekotd legrovidebb
ut is beliil halad). Mivel ezek metszetre zartak és R”-nel diffeomorfak, ezért j6 fedést
alkotnak. []

2.6.5. Definicio. Legyen advakét fedés, U" = {U, },c; €s V = {V}} c;- Haminden f-ra
Vs C U, valamilyen y @ J — [ fiiggvény esetén, akkor azt mondjuk, hogy az utobbi

rendszer az el6bbi finomitdsa; jelben: U” < V.

Konnyen megmutathat6, hogy tetszdleges nyilt fedésbdl finomitassal jo fedést lehet
csinalni. Tovabba a j6 fedések kofinalisak a nyilt fedések rendezett halmazaban. A kovet-
kezd 4llitas egyfajta algebrai fogddzot nytjt, hogy a kohomoldgia viszonylag kezelhetd,

nem ,,szall el” a végtelenbe, zokkenSmentessé téve ezzel a felbontas induktiv voltat.

2.6.6. Allitas. Ha M -nek létezik véges jo fedése, akkor de Rham-kohomolégidja véges
dimenzios.

Bizonyitds. A jo fedés elemszama szerinti indukcidval bizonyitunk. Az alaplépés trivia-
lis. Most tegyiik fel, hogy legfeljebb p-elemi j6 fedésre mar tudjuk az allitast. Vegyiink
egy p + l-elemti j6 fedést. Ekkor (U, u...0U,_)nU,=U,nUHU...uU, nU,)
egy p-elemi j6 fedést ad. Hipotézis szerint Uy U ... U U,_4,
menzids, igy a Mayer—Vietoris-féle hosszi egzakt sorozat azon tulajdonsidga miatt, hogy

H*U uV) ~Imd* @ Ker r, az egész unio is az. O

U, és a metszet véges di-

Analdg allitdas mondhat6 ki a kompakt tartds esetre.

2.7. A Poincaré-dualitas

2.7.1. Definicio. Egy (-,-) : V® W — R parositas véges dimenzids vektorterek kozott
nemelfajulo (nemdegenerdlt), ha (v, w) = 0 minden w € W-re egyediil v = 0 esetén

teljestilhet, és forditva.

Egyszertien meggondolhatd, hogy ez ekvivalens azzal, hogy a v — (v, -) leképezés

V — W* izomorfizmus. A Stokes-tétel miatt egy iranyitott M sokasaghoz 1étezik
/ : H"M)® H!™*(M) - R
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parositas. Tehat az integralas teremti meg a koztiik 1év6 kapcsolatot.

2.7.2. Tétel (Poincaré-dualitas). Ez a pdrositds nemelfajuld, valahdnyszor M irdnyithaté

n-dimenziés sokasdg, és van véges jo fedése. Mdasképp: H*(M) = HZ"" (M)*.

.. = HYUUV) = HU)® H'V) = HUNV) S HHU UV) > ..
® ® ® ®

. & HY MU UV) & HNU)@ H' (V) ¢ H™ U nV) < H U UV) ¢ ...

\LUUV \L/U*’/V \LU(\V \LUUV

R R R R

2.7.3. Lemma. A fenti diagram eldjel-kommutativ, vagyis
/ a)/\d*n=i/ d*o A7, we HUNV)ne H*'(Uu").
unv uuwv

Bizonyitds. Az elsd két négyzet trividlisan kommutativ, igy elég csak a harmadikat vizs-

s sz

/ wANdy = / o A (doy)n = (—1)%e® (doy)w A n,
unv unv unv

ahol felhasznaltuk, hogy a formak zartsaga miatt d(o, n) = (doy )n, és ugyanez w-ra is.

A jobb oldali integral esetében mivel suppd*w C U NV, ezért behelyettesités utan

/ d*oAnp=-— (doy)w A n.
8% unv

A kettd egyiittvéve kiadja az allitast elsd felét. Viszont mégis kész vagyunk, hiszen a
fenti diagram a dualitasi elv értelmében ekvivalens az alabbival: [
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.. —S HYU UV) — HXU)® HV) — HUNV) —> ...

| | |

o = HFNU UV) — HPHUY @ HIFH(VY — HIFNU V) —

Bizonyitds. Ha a Poincaré-dualitas érvényes U, V' -re és a metszetiikre, akkor az abszt-
rakt algebrdbdl ismert Ot-lemma miatt az unidjukra is. A j6 fedés elemszdma szerinti
indukcidval folytatjuk. Az alaplépés a két Poincaré-lemmabol kovetkezik. Innentdl a bi-

zonyitas sz6rol széra megegyezik a 2.6.6. Allitas-éval. U

2.7.4. Megjegyzés. A 2.7.2. Tétel-ben szerepls végességi feltétel sziikségtelen. Azon-
ban H f(M ) & H"*(M)* altalaban hamis, ami abbol fakad, hogy ugyan direktdsszeg

dudlisa direktszorzat, de ez forditva mar nem igaz.

2.7.5. Kovetkezmény. Ha M n-dimenzios dsszefiiggd és irdnyithaté sokasdg, akkor
H!(M) = R. Ha raaddsul még kompakt is, akkor H"(M') = R.

A hosszu at utan a babérokat learatva immar kimondhatjuk a dolgozat {6 tételét.

2.7.6. Tétel (de Rham). A de Rham kohomolégia izomorf a valos-egyiitthatés szingu-
laris kohomolégidval, azaz Hj,(M) = H*(M,R), ahol az izomorfia az integrdldson

keresztiil valosul meg.

Jollehet a fenti érvelés kizardlag véges tipusu sokasagokra miikddik, ez az eset lefed
minden kompakt sokasigot, valamint minden olyat is, ami kompakt sokasagbol véges
sok kontraktibilis darab kivagisaval kaphatd, vagyis azon esetek zomét, amelyekkel az
ember altalaban foglalkozik. Azonban rovid kiegészitésként mégis vazolunk egy sokkal

finomabb eszkoztarat, amely a nem véges tipusuakkal is képes elbanni.
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3. Kitekintés

3.1. Cech-kohomolégia
A Cech-féle dupla komplexus

Az eddigiekben bemutatott Mayer—Vietoris-érvelés ravilagitott arra, miként épithet6 fel
egy sokasig globalis kohomoldgidja lokalis adatokbol, véges tipusu esetben. A de Rham-
tétel teljes mélységli bizonyitasdhoz azonban sziikségiink van ezen elv altalanositasara
tetsz6leges (akar megszamlalhatdéan végtelen) nyilt fedésekre. Ezt az absztrakt keret-
rendszert szolgéltatja a Cech-féle dupla komplexus, amely a kombinatorikus topologia
eszkoztaraval operal.

Legyen M egy sima sokasag és U" = {U,},c; egy nyilt fedése. Tekintsiik a fedés
= U,N...N Uap.

N

elemeinek Gsszes lehetseéges véges metszetét: U,

3.1.1. Definicié. A fedéshez tartoz6 p-edrendii Cech-koldncok terét a g-formék értékével

a kovetkez6képpen definialjuk:

Cr U, Q1) = >< QIU

aO...ap)'
ap<-<a,

Ezen terek direktosszege alkotja a K»4 = CP(U", Q%) dupla komplexust.
A dupla komplexuson két természetes differencidloperator hat:

e vertikalisan a szokasos kiilsd derivalt, amely a formék fokszamat noveli:
. KD g+l
d: Kr4 — Kpratl,

e horizontélisan a Cech-differenciaoperitor, amely pedig a metszetek rendjét:
6 KP4 — Kptla,

Ha w € K71, akkor 6@ komponensei:
p+l
(5a))a0...ap+| = 2(_1)1(0(10...&[...(1 My

i=0

Mivel a két operator fiiggetlen mdédon hat (az egyik a formak belsd struktirajan, a masik

a fedés kombinatorikijan), ezért kommutalnak: dé = 6d. A dupla komplexus szimplava
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tehetd, ha az antidiagonalis mentén p + ¢ = n szerint szummazunk. Ekkor a totalis
differenciélt D = 6 + (—1)?d-nek definialjuk, ami kielégiti a D> = 0 feltételt.

Az altalanositott Mayer—Vietoris-elv

A Cech-komplexus ereje abban rejlik, hogy sorai és oszlopai lanckomplexusokat alkot-

nak.

3.1.2. Allitas. Bdrmely U nyilt fedés esetén a
r v 6 v 8
0— QM) — CU(U,Q") — C'(U, Q") — ...

augmentalt sorok egzaktak, ahol r a megszoritas, 6-t pedig a bedgyazds indukdlja.

Ez az allitas val6jaban a kordbban latott Mayer—Vietoris-sorozat 4ltalanositasa. Az
egzaktsag bizonyitasa itt is az egységosztas okos alkalmazasan mulik: egy o-kociklusbol
egy explicit homotdpiaoperator segitségével konstrualhaté meg a ,,primitiv’’ kolanc. Eb-
bdl kifolyo6lag a dupla komplexus D-kohomologiaja izomorf a de Rham-kohomolégiaval,
azaz

H}(CH(U, Q) = H} (M).

A de Rham-tétel altalanositasa

A komplexus vertikdlis irdnyud vizsgalatahoz rogzitsiik a p indexet, és tekintsiik a forméak
zartsagat.

3.1.3. Definicié. A C?(U", R) vektortér a fedés p+ 1-szeres metszetein értelmezett lokali-

sz 2

san konstans fiiggvények tere. A legalsé nemnulla sorban 16v6 (C*(U, R), §) komplexus

s sz

Amennyiben a fedés jo, a Poincaré-lemma miatt minden oszlop augmentacidja eg-
zakt. Ekkor egy tisztan algebrai érvelés (pl. kigyo-lemma) révén belathato, hogy a totalis

kohomolégia a Cech-kohomolégiaval is izomorf, amib&l azonnal kovetkezik a

3.1.4. Tétel (de Rham, Cech-féle megfogalmazas). Ha U" jé fedése az M sokasdgnak,
akkor izomorfizmus dll fenn a de Rham-kohomolégia és a Cech-kohomolégia kizitt,
vagyis

H (M)~ H*(U,R).
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Ez az eredmény alapvetd fontossiagu, hiszen megmutatja, hogy a sokasig folytonos,
differencialgeometriai objektumai (a formak) és a diszkrét, kombinatorikus adatok (a fe-
dés metszetstruktiraja) ugyanazt a globalis topolégiai informaciét hordozzak. A Cech-
megkozelités tovabba lehetdvé teszi a de Rham-tétel kiterjesztését nemvéges tipust so-

kasagokra, amennyiben a fedések finomitasanak direktlimeszét tekintjiik.

3.2. Hodge-elmélet

A dolgozatban részletesen bemutatott de Rham-elmélet és a hozza kapcsol6dd izomor-
fizmustételek a modern differencidltopoldgia alapkovei, ugyanakkor egyben kaput is
nyitnak a matematika egyik legmélyebb szintézise, a Hodge-elmélet felé. Mig a de Rham-
kohomologia a sokasig globalis topoldgiai szerkezetét vizsgilja, a Hodge-elmélet koz-
ponti kérdése az, hogy ezen absztrakt kohomoldgiaosztalyok koziil kivalaszthat-e egy-
egy olyan kitiintetett, ,kanonikus” reprezentans, amely a sokasag belsé geometriai (met-
rikus) tulajdonsagait is tiikrozi.

A valaszhoz a sokasagot fel kell ruhdznunk egy Riemann-metrikéaval, amely lehetvé
teszi a korabban bevezetett Hodge-csillag () globalis értelmezését és egy természetes
L*-skalarszorzat definidlasit a formdk terén. Ezen struktira segitségével bevezethets a
kiils6 derivalt adjungaltja, a kodifferencial (§), valamint a kett6 kombinécidjaként el6allé
Laplace—Beltrami-operator: A = do + od.

A Hodge-elmélet ,,ékkove” a Hodge-tétel, amely kimondja, hogy egy kompakt orien-
talhaté Riemann-sokasagon minden de Rham-kohomolégiaosztalyban pontosan egyet-
len harmonikus forma 1étezik (azaz olyan w, amelyre Aw = 0). Formalisan ez az alabbi
izomorfizmust jelenti:

HYM) = H} (M),

ahol H*(M) a harmonikus k-formak vektortere.

Ez adja hidunk végs6 tampillérét: egy topoldgiai objektumot (kohomolégia) egy ana-
litikus feltétel (elliptikus parcidlis differencidlegyenlet megoldasa) és egy geometriai
adat (metrika) segitségével reprezentalunk. Bar jelen munka keretei nem tették lehetévé
a Hodge-tétel bizonyitasanak részletezését (Fredholm-alternativa, Szoboljev-terek stb.),
az itt felépitett de Rham-gépezet megkeriilhetetlen alapot szolgéltat ezen Osszefiiggések

késdbbi mélyrehatd vizsgalatahoz.
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