
Eötvös Loránd Tudományegyetem
Természettudományi Kar

Iwasawa-elmélet (φ,Γ)-modulusokra
Pálffy Patrik Dániel

Témavezető:
Zábrádi Gergely, egyetemi docens

MSc diplomamunka
Algebra és Számelmélet Tanszék

Budapest, 2026.



Köszönetnyílvánítás

Köszönöm a témavezetőmnek, Zábrádi Gergelynek, hogy az év során rendszeresen konzultált és többszöri rákérde-
zésre is türelmesen válaszolt a kérdéseimre.

Köszönöm szüleimnek, hogy anyagilag és lelkileg is támogattak a mesterszakos éveim alatt.
Köszönöm barátaimnak, hogy ott voltak, amikor szükségem volt rájuk. Kiemelten köszönöm Tóth Kittinek,

Tregele Máténak és Balogh Nóra Virágnak, akik rászánták idejüket, hogy elolvassák a dolgozatot, és segítettek a
hibák felkutatásában.

2



Tartalomjegyzék

1. Csoportkohomológia 5
1.1. Kohomológia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2. Kohomológia ciklusokkal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.3. Infláció-restrikció egzakt sorozata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2. Perfektoid Gyűrűk és Fontaine Gyűrűk 13
2.1. Perfektoid Gyűrűk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.2. Fontaine Gyűrűk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2.1. p karakterisztikájú gyűrűk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.2.2. 0 karakterisztikájú gyűrűk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.3. (φ,Γ)-modulusok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3. Galois Kohomológia és (φ,Γ)-modulusok 19
3.1. Galois Kohomológia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.1.1. A Cφ,γ(K,V ) lánckomplexus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.2. A ψ operátor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.2.1. A Dψ=1 és D/(ψ − 1) részmodulusok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.2.2. Dψ=0, mint Γ-modulus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4. Az Iwasawa modulus és Zp(1) modulus 28
4.1. Iwasawa modulus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
4.2. A Zp(1) modulus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.3. Normalizált Tate nyom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
4.4. Alkalmazások a Galois Kohomológiában . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

5. Tate-Sen feltétel és Túlkonvergálás 36
5.1. A Sen módszer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
5.2. Túlkonvergálás . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
5.3. Túlkonvergáló reprezentációk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3



Bevezetés

Legyen K a p-adikus számok Qp testének egy véges bővítése és GK := Gal(Qp/Qp) az abszolút Galois-csoportja.
A p-adikus Galois-reprezentációk alatt a GK csoport Qp fölötti véges dimenziós folytonos reprezentációit értjük.
Ezen reprezentációk központi szerepet játszanak a Langlands programban és az Iwasawa-elméletben is. Vizsgála-
tukban az egyik legfontosabb eszköz az ún. (φ,Γ)-modulus, ami egy szemilineáris algebrai objektum: vektortér
bizonyos (a priori formális, p-adikusan korlátos együtthatójú) Laurent-sorok teste fölött, amin van egy szemiline-
áris φ „Frobenius-felemelt” és egy ΓK-hatás, ahol ΓK := Gal(K(µp∞)/K) a p-körosztási bővítés Galois-csoportja.
Fontaine egy 1990-es tétele szerint a p-adikus Galois-reprezentációk kategóriája ekvivalens a (φ,Γ)-modulusok kate-
góriájával. Ugyanakkor egyes alkalmazásokhoz szükség van arra, hogy a (φ,Γ)-modulusok együttható ne formális,
hanem bizonyos p-adikus körgyűrűkön konvergáló hatványsorok legyenek. Erről szól Cherbonnier és Colmez [2] té-
tele, miszerint minden Galois-reprezentáció túlkonvergál, azaz a hozzá tartozó (φ,Γ)-modulusnak van olyan bázisa,
melyben φ és Γ mátrixa nem csupán formális, hanem p-adikusan konvergens hatványsor.

A dolgozat célja, hogy az olvasónak átfogó tudást adjon, hogy megérthesse Cherbonnier és Colmez [2] 1998-
as cikkének fent ismertetett fő eredményét. Mellesleg számos önmagában is érdekes állítást bizonyítunk. Az öt
fejezetből kettő fejezet bevezetőt ad az előismeretekbe, ameddig a maradék három fejezetben felépítjük a szükséges
eszközöket.

Első fejezetben a teljesség igénye nélkül, de átfogóan átnézzük a csoportkohomológiát. Kohomológiát kétfélekép-
pen is definiáljuk, absztraktan és kociklusokkal. A témakör egyik legfontosabb eszköze a Shapiro lemma, aminek
a segítségével megérthetjük a G és H fölötti modulusok közötti kapcsolatot. A fejezet végére elkezdjük a Galois
kohomológiát is és megnézünk néhány algebrai számelméleti állítást, mint például Hilbert 90 tételét.

Második fejezetben röviden belenézünk a perfektoid gyűrűk elméletébe, és definiáljuk a billentést. Ennek a
résznek a jelentősége, hogy a Fontaine által definiált gyűrűket hogyan tudjuk megérteni a modern nyelvezetben.
Ennek ellenére a fejezet többi részében és a dolgozatban nem ezt fogjuk használni. Ehhez P. Scholze [9] és B.
Conrad [4] jegyzeteit használtam. A (φ,Γ)-modulusok elméletének megértéséhez elsőnek meg kell értenünk, hogy
viselkednek a Fontaine gyűrűk, amire egy teljes részt szentelünk. A Witt vektorok definíciójához C. Davis és K. S.
Kedlaya jegyzetét használtam [5].

Harmadik fejezet lényege, hogy belássuk Tate Euler-Poincaré formuláját és hogy a GK csoport p-kohomologikus
dimenziója 2, azaz a magasabb kohomológiacsoportok eltűnnek (3.1.1 tétel). Ehhez elsőnek megértettük, hogyan
viselkednek a Zp- és Qp-reprezentációk Galois kohomológiái. Azt vesszük észre, hogy ki tudjuk fejezni a Galois
kohomológiát a reprezentációhoz tartozó (φ,Γ)-modulussal. Az elmélet kidolgozása alatt egy harmadik operátor
jelenik meg a ψ leképezés, ami a φ Frobenius leképezés bal inverze lesz. Továbbá erre az operátorra a (φ,Γ)-modulus
topologikusan jól viselkedik, például Dψ=1 kompakt lesz.

A negyedik fejezetben egy hasznos invariánsát definiáljuk a testbővítésnek, és reprezentációnknak, az úgynevezett
Iwasawa-modulust. Ennek egy közvetlen alkalmazása a 4.2.3-es explicit reciprocitási szabály, mely fontos a p-adikus
zeta függvény konstrukciójában. Másik jelentős eszközünk a normalizált Tate nyom, ami egy telitett testből képez
egy véges rész bővítésbe.

Az ötödik fejezetben learatjuk a korábbi munkákat. Definiáljuk a Tate-Sen feltételt és kimondjuk a Sen mód-
szert, amiknek a segítségével kézzel foghatóbb objektumokat kapunk a telített gyűrűkből. Ez után definiáljuk
és karakterizáljuk a túlkonvergáló elemeket, amihez Fontaine (vagy de Rham) periódus gyűrűt is definiáljuk [1].
Végezetül egy bizonyítás vázlatot adunk Cherbonnier és Colmez tételére, amiben kimondják, hogy minden Zp- és
Qp-reprezentáció túlkonvergál.
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1. fejezet

Csoportkohomológia

1.1. Kohomológia
1.1.1. Definíció. Legyen G egy csoport. Egy M Abel-csoportot G-modulusnak hívunk, ha létezik egy

G×M →M : (g,m) 7→ gm

leképzés és teljesülnek a következők:

• g(m+m′) = gm+ gm′

• (gg′)(m) = g(g′m)

• 1m = m.

Egy G-modulus triviális, ha minden g ∈ G, m ∈M gm = m.

Azt mondjuk, hogy G hat M -en, és a hatást automorfizmusokkal írhatjuk le, tehát létezik egy G → Aut(M)
homomorfizmus. Definícióból a G→ End(M) létezése triviális, viszont vegyünk egy g ∈ G és m,m′ ∈M úgy, hogy
gm = gm′, de G egy csoport tehát létezik egy g−1 ∈ G elem. Ekkor m = (g−1g)m = g−1(gm) = g−1(gm′) =
(g−1g)m′ = m′.

1.1.2. Definíció. Legyen M,N két G-modulus. Egy φ homomorfizmust G-modulus homomorfizmusnak, vagy
G-homomorfizmusnak nevezzük, ha teljesíti a következőket:

• φ(m+m′) = φ(m) + φ(m′)

• φ(gm) = g(φ(m)).

A két modulus közti G-homomorfizmusok csoportját HomG(M,N)-vel jelöljük.

1.1.3. Észrevétel. A ZG csoportalgebra egy szabad Abel-csoport, aminek a bázisát G elemei alkotják, és a szorzás
G hatása. Ekkor az elemek a véges Z-lineáris kombinációi G elemeinek∑

i

nigi, ni ∈ Z, gi ∈ G,

és a szorzás (∑
i

nigi

)Ñ∑
j

n′
jg

′
j

é
=

∑
i,j

nin
′
j(gig′

j).

Így egy M G-modulus kiterjeszthető egy ZG-modulussá. Egy Abel-csoporthomomorfizmus akkor G-modulus ho-
momorfizmus, ha ZG-modulus homomorfizmus is. Ezzel megfeleltetjük a G-modulus kategóriát a ZG-modulus
kategóriával.
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Iwasawa-elmélet (φ,Γ)-modulusokra

Továbbiakban, ha nincs feltüntetve akkor H részcsoportja G-nek.

1.1.4. Definíció. Legyen M egy H-modulus. Vegyük azoknak a φ : G → M leképezéseknek a halmazát, amik
teljesítik a következő egyenlőséget: φ(hg) = hφ(g) ∀h ∈ H. Legyen a jele IndGH(M), előbbiekkel egy G-modulust
alkot a következő műveletekkel:

• (φ+ φ′)(x) = φ(x) + φ′(x)

• (gφ)(x) = φ(xg).

Ha veszünk egy α : M →M ′ H-homomorfizmust, akkor definiál az indukált modulusokon egy G-homomorfizmust

IndGH(M)→ IndGH(M ′) : φ 7→ α ◦ φ.

1.1.5. Lemma. Legyen M G-modulus és N H-modulus. A következők teljesülnek:

• HomG(M, IndGH(N)) ≃ HomH(M,N)

• Az IndGH funktor egzakt.

1.1.6. Megjegyzés. Az első izomorfizmust Frobenius-reciprocitásnak hívjuk.

Bizonyítás. Adott egy α : M 7→ IndGH(N)G-homomorfizmus, akkor definiáljunk egy β : M → N H-homomorfizmust
úgy, hogy

β(m) = α(m)(1G).

Ekkor minden g ∈ G
β(gm) = (α(gm))(1G) = (g(α(m)))(1G) = α(m)(g).

Mivel α(m) ∈ IndGH(N), ha g ∈ H akkor α(m)(g) = g(α(m)(1G)) = gβ(m), tehát β egy H-homomorfizmus.
Visszafele legyen β egy H-homomorfizmus és definiáljuk α-t a következőképpen: α(m)(g) = β(gm). Ekkor egyértel-
műen G-homomorfizmus lesz. Mivel a kompozíció mindkét irányba identitás, ezért izomorfizmus.
Második állításhoz legyen

0→M
f−→ N

r−→ P → 0

egy rövid egzakt sorozat és be kell látnunk, hogy

0→ IndGH(M)→ IndGH(N)→ IndGH(P )→ 0

szintén egzakt. Első tagnál világos, hiszen ha veszünk egy nem nulla leképzést annak van egy eleme, ami nem
0-ba képződik, de azt egy injektív homomorfizmus nem nullába fogja küldeni. Középső tag szintén könnyű. Mivel
φ ∈ IndGH(N) nullába képződik, ezért G képe benne van Im(f)-ben és f injektív tehát minden φ(g) elemhez
létezik egyértelműen egy m ∈ M elem. Legyen φ̄ : G → M olyan, hogy f ◦ φ̄(g) = φ(g). Legyen S, H jobb oldali
reprezentánsainak halmaza G-hez. Minden s ∈ S-hez létezik egy ns ∈ N úgy, hogy r(ns) = φ(s), ahol φ ∈ IndGH(P ).
Legyen φ̄(hn) = hφ̄(n) ∈ IndGH(N), ezzel az állítást beláttuk.

1.1.7. Észrevétel. Legyen ϕ az a leképezés, amely egy φ ∈ IndGH(N) leképzést elküld φ(1G)-be:

ϕ : IndGH(N) → N

φ 7→ φ(1G).

Ekkor ϕ egy H-homomorfizmus és (IndGH(N), ϕ)-nek megvan az az univerzális tulajdonsága, hogy bármely M → N
H-homomorfizmus átvezethető IndGH(N)-n, ahol M egy G-modulus:

IndGH(N)

M N

ϕ

6 Pálffy Patrik Dániel Fejezet 1



Iwasawa-elmélet (φ,Γ)-modulusokra

Ahhoz, hogy a kohomológiát definiáljuk szükségünk lesz, hogy a G-modulusok kategóriájának elegendő injektív
modulusa van.

1.1.8. Állítás. A ModG G-modulusok kategóriájában sok injektív van, azaz minden modulus beágyazható egy
injektív modulusba.

Bizonyítás. Ha G triviális csoport, akkor M csak egy Abel-csoport, azaz egy Z-modulus, amikben tudunk injektív
burkot venni. Legyen most G bármilyen, M egy G-modulus és M0 az M , mint Abel-csoport. Ezt a modulust be
tudjuk ágyazni egy injektívbe M0 ↪→ I. Erre használjuk az IndG funktort és kapunk egy IndG(M0) ↪→ IndG(I)
beágyazását G-modulusnak. Továbbá M -t beágyazhatjuk IndG(M0)-ba úgy, hogy elküldjük m-t abba a függvénybe,
ami g-hez gm-t rendeli. Már csak az kell, hogy IndG(I) injektív, amit a 1.1.5 izomorfizmus ad, H = {1}-re nézve:

HomG(M, IndG(I)) ≃ HomAB(M, I),

amiből kapjuk, hogy HomG(−, IndG(I)) egzakt.

Legyen M egy G-modulus és vegyük Z-t, mint triviális G-modulust. Ekkor minden Z → M homomorfizmust
meghatároz az 1-nek a képe. Továbbá az 1-nek a képét fixen kell hagynia -G-nek. Tehát létezik egy természetes
izomorfizmus

HomG(Z,M) ≃MG

között, amiből következik is, hogy (−)G balegzakt.

1.1.9. Definíció. Legyen M egy G-modulus. Legyen

MG = {m ∈M |gm = m ∀g ∈ G}.

Ez a funktor balegzakt, azaz
0→M ′ →M →M ′′ → 0

egzakt, akkor
0→M ′G →MG →M ′′G

egzakt.

Az 1.1.8 állítás miatt ekkor tudunk venni egy injektív kofeloldását M -nek

0→M → I0 d0

−→ I1 d1

−→ . . . .

Vegyük a redukált kofeloldást, azaz vegyük ki M -et és alkalmazzuk rá a (−)G funktort, ekkor kapunk egy

0 d−1

−−→ (I1)G d0

−→ (I2)G d2

−→ (I3)G d3

−→ . . .

félegzakt sorozatot. Legyen G-nek az M együtthatós i-edik csoportkohomológiája

Hi(G,M) = Ker(di)
Im(di−1) .

1.1.10. Észrevétel. Nézzük meg pár tulajdonságát a kohomológia csoportoknak.

• H0 (G,M) = MG

• Ha M injektív, akkor ∀i > 0 Hi (G,M) = 0.

• Legyen M → I• és N → J• két G-modulus kofeloldásai. Továbbá legyen α : M → N G-homomorfizmus.
Ekkor α kiterjed egy α• kolánckomplexusok leképzésévé:

M I•

N J•

α α•

Fejezet 1 Pálffy Patrik Dániel 7



Iwasawa-elmélet (φ,Γ)-modulusokra

• Legyen 0→ A→ B → C → 0 rövid egzakt sorozata G-modulusoknak. Ekkor a kohomológiáiknak létezik egy
hosszú egzakt sorozata

0→ H0 (G,A)→ H0 (G,B)→ H0 (G,C)→ . . .
δi−1

−−−→ Hi (G,A)→ Hi (G,B)→ Hi (G,C) δi−→ . . .

1.1.11. Állítás. (Shapiro lemma) Legyen H egy részcsoportja G-nek. Minden N H-modulusra létezik egy kano-
nikus izomorfizmus

Hi
Ä
G, IndGH(N)

ä
→ Hi (H,N) ∀i ≥ 0.

Bizonyítás. Ha i = 0, akkor a funktorok természetes izomorfizmusaiból kijön

NH ≃ HomH(Z, N) ≃ HomG(Z, IndGH(N)) ≃ IndGH(N)G.

Válasszunk egy injektív kofeloldását N -nel és alkalmazzuk rá az IndGH((−)) funktort. Mivel ez egy egzakt funktor
és megőrzi az injektíveket, ezért injektív kofeloldást injektív kofeloldásba küld. Tehát

Hi
Ä
G, IndGH(N)

ä
= Hi(IndGH(I•)G) ≃ Hi((I•)H) = Hi (H,N) .

1.1.12. Következmény. Ha M egy indukált G-modulus akkor Hi (G,M) = 0 ∀i > 0.

Bizonyítás. Ha M = IndG(M0) akkor

Hi (G,M) ≃ Hi ({1},M0) = 0 ∀i > 0.

8 Pálffy Patrik Dániel Fejezet 1



Iwasawa-elmélet (φ,Γ)-modulusokra

1.2. Kohomológia ciklusokkal
Legyen Fr r ≥ 0 egy szabad Z−modulus, aminek a bázisa (g0, . . . , gr) , ahol minden gi ∈ G. Ezen a moduluson
van egy G szorzás még pedig

g(g0, . . . , gr) = (gg0, . . . , ggr).
Ekkor természetesen Fr egy Z[G] szabad modulus is. Legyen dr : Fr → Fr−1 egy homomorfizmus a következőképpen

dr(g0, . . . , gr) =
r∑
i=0

(−1)i(g0, . . . , ĝi, . . . , gr),

ahol a kalapos elemet kihagyjuk a felsorolásból. Ezzel a homomorfizmussal kapunk F -eknek egy lánckomplexusát

F• : · · · → Fr
di−→ Fi−1

di−1−−−→ · · · → F0.

Legyen ε : F0 → Z az a leképezés, ami minden bázis elemet az 1-be küld.

1.2.1. Állítás. Az F•
ε−→ Z→ 0 lánckomplexus egzakt.

Bizonyítás. Konstruáljunk egy lánchomotópiát. Legyen f ∈ G bármilyen elem és ki : Fi → Fi+1 úgy, hogy

kr(g0, . . . , gi) = (f, g0, . . . , gi).

Könnyen látszik, hogy az f -t tartalmazó tagok kiesnek és marad az eredeti elemünk, ha vesszük a di+1 ◦ki+ki−1 ◦di
leképzést, tehát ha van egy x ∈ Fi ciklusunk, akkor x = di+1 ◦ ki(x).

1.2.2. Állítás. Minden M G-modulusra

Hi (G,M) ≃ Hi(HomG(F•,M)).

Bizonyítás. Következik abból, hogy F• egy projektív feloldása Z-nek és ModG-nek elegendő projektív modulusa
is van. Mivel Hom(Z,−) és H0 (G,−) megegyeznek, ezért a derivált funktorok axiomatikus karakterizálásából
következik, hogy

ExtiG(Z,M) ≃ Hi (G,M) .

Minden elemet Hom(Fi,M)-ben leírhatunk egy φ : Gi+1 →M függvénnyel és φ-t fixen hagyja G akkor és csak
akkor, ha

φ(gg0, . . . , ggi) = gφ(g0, . . . , gi) ∀g, g0, . . . , gi ∈ G.
Ezzel megfeleltettük HomG(Fi,M)-t azzal a C̃i(G,M) halmazzal, ami ilyen fajta φ függvényekből áll. Egy φ, ami
teljesíti ezeket a feltételeket G homogén i-koláncainak hívjuk M együtthatókkal. A határ leképzést di indukálja és

φ̃ = (d̃iφ)(g0, . . . , gi) =
i∑

j=0
(−1)jφ(g0, . . . , ĝj , . . . , gi).

A 1.2.2 állítás miatt Hi (G,M) ≃ Ker(d̃i)
Im(d̃i−1) . Legyen Ci(G,M) az összes kolánc halmaza, amit G inhomogén kolán-

cainak hívunk M együtthatókkal és definiáljuk a határ leképzést di : Ci(G,M)→ Ci+1(G,M)

(diφ)(g1, . . . , gi+1) = g1φ(g2, . . . , gi+1) +
i∑

j=1
(−1)jφ(g1, . . . , gjgj+1, . . . , gi+1) + (−1)i+1φ(g1, . . . , gi).

1.2.3. Állítás. A következő sorozat

C0(G,M) d0

−→ C1(G,M) d1

−→ . . .
di−1

−−−→ Ci(G,M) di−→ Ci+1(G,M)→ . . .

egy lánckomplexus, ahol C0(G,M) = M . Továbbá létezik egy kanonikus izomorfizmus

Hi (G,M) ≃ Zi(G,M)
Bi(G,M) .
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Bizonyítás. Legyen φ ∈ C̃i(G,M) és legyen

φ′(g1, . . . , gi) = φ(1, g1, g1g2, . . . , g1 . . . gi).

Ez a leképzés egy bijekciót ad C̃i(G,M) és Ci(G,M) között, ami a határ leképzés között is bijekciót ad meg.

1. Példa. Definiálhatjuk a φ : G→M keresztezett homomorfizmust, amire teljesül, hogy

φ(στ) = σφ(τ) + φ(σ), ∀σ, τ ∈ G.

Ha minden m ∈M -re teljesül, hogy σ 7→ σm−m egy keresztezett homomorfizmusra, akkor principális keresztezett
homomorfizmusnak hívjuk. Korábbi állításokból következik, hogy

H1(G,M) = {G→M keresztezett homomorfizmusok}
{principális keresztezett homomorfizmusok} .

Ha G triviálisan hat M -n, akkor φ(στ) = φ(τ), ezért csoporthomomorfizmus is lesz, továbbá a principális kereszte-
zett homomorfizmusok nullák.

Legyen L/K egy véges Galois bővítés, és G = Gal(L/K). Ekkor L és L× is G-modulus lesz.

1.2.4. Állítás. Legyen L/K egy véges Galois bővítés. Ekkor H1 (G,L×) = 0.

Bizonyítás. Legyen φ : G→ L× egy keresztezett homomorfizmus. Találnunk kell egy c ∈ L× elemet, hogy φ(σ) =
σc/c. Most multiplikatívan tekintünk a modulusra. Legyen a ∈ L× és

b =
∑
σ∈G

φ(σ) · σa.

Tegyük fel, hogy b ̸= 0
τb =

∑
σ∈G

τφ(σ) · σa =
∑
σ∈G

φ(τ)−1φ(τσ) · τσa = φ(τ)−1b.

Ebből kapjuk, hogy
φ(τ) = b/τb = τ(b−1)/b−1,

azaz φ principális. Az, hogy b miért nem nulla, a Dedekind tételből következik [7] 2.3.5 lemma.

1.2.5. Következmény. Legyen L/K egy ciklikus bővítés és Gal(L/K)-t generálja σ. Ekkor minden α egy normájú
elemet felírhatunk mint α = σβ/β.

Bizonyítás. Mivel 0 = H1 (G,L×) = Ker(NL/K)/(σ − 1)L×.

Az előző következményt szokták Hilbert 90-es tételének hívni, aminek általánosítása az előtte lévő állítás, amit
Emmy Noether látott be.

1.2.6. Állítás. Legyen L/K egy véges Galois bővítés a G Galois csoporttal. Ekkor Hi (G,L) = 0, ha i > 0.

Bizonyítás. A Normál bázis tétel[7](2.5.10) miatt létezik olyan α ∈ L, hogy (σα)σ∈G bázisát alkotja L-nek mint
K-vektortérnek. Ez a bázis egy izomorfizmust határoz meg két G-modulus között

K[G]→ L :
∑
σ∈G

aσσ 7→
∑
σ∈G

aσσα.

Mivel K[G] = IndG{1} K, tehát a Shapiro lemma miatt készen vagyunk.

2. Példa. Nézzünk is egy használatát csoportkohomológiára:
Állítás. Legyen L/K egy Galois bővítés és µn ⊂ K. Ha Gal(L/K) ≃ Zn = G. Ekkor ∃α ∈ L, hogy L = K(α) és
αn = a ∈ K.
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Bizonyítás:
Nézzük a következő rövid egzakt sorozatot:

1→ µn → L× ()n−−→ (L×)n → 1.

Ha erre a rövid egzakt sorozatra alkalmazuk a G csoportkohomológiát, akkor a következő hosszú egzakt sorozatot
kapjuk:

0→ H0(G,µn)→ H0(G,L×)→ H0(G, (L×)n)→ H1(G,µn)→ H1(G,L×)→ . . .

ebből a nulladik homológiák egyenlőek azzal, hogy ráeresztjük a HomZG(Z,−) funktort. Ezek rendre egyenlőek
µn, K×, (L×)n ∩ K×. Mivel µn-en G triviálisan hat, ezért minden keresztezett homomorfizmus egyszerre egy
homomorfizmus is és nincsen principális keresztezett homomorfizmus, így H1(G,µn) = Hom(G,µn) ≃ G, illetve az
utolsó tag Hilbert 90-es tétele miatt a triviális csoport. Mivel egzakt, így (L×)n ∩ K nem lehet nulla, hiszen az
elemeinek a képe megegyezik G-ből menő homomorfizmus magjával, ami |G| elemű. Tehát ∃α ∈ L×, hogy αn = a
és L = K(α).

1.3. Infláció-restrikció egzakt sorozata
Olyan homomorfizmusokat szeretnénk vizsgálni, amik valamilyen értelemben jól viselkednek a lánckomplexus kép-
zésre.

1.3.1. Definíció. Legyen M és M ′ rendre G- és G′-modulusok. Azt mondjuk, hogy az

α : G′ → G, β : M →M ′

homomorfizmusok kompatibilisek, ha
β(α(g)m) = g(β(m)).

Ekkor (α, β) meghatároz egy lánckomplexushomomorfizmust

C•(G,M)→ C•(G′,M ′) : φ 7→ β ◦ φ ◦ αi,

ami indukál egy
Hi (G,M)→ Hi (G′,M ′)

homomorfizmust.

1.3.2. Definíció. LegyenH egy részcsoportjaG-nek és α aH beágyazásaG-be továbbá β = IdM . Ekkor megkapjuk
a

Res : Hi (G,M)→ Hi (H,M)

restrikció homomorfizmust.

1.3.3. Definíció. Legyen H egy normálosztója G-nek és α a faktor leképzés G/H-ba, továbbá β : MH ↪→ M
beágyazás. Ekkor megkapjuk a

Inf : Hi (G/H,M)→ Hi (G,M)

infláció homomorfizmust.

Konstruálni tudunk egy MH → MG leképzést úgy, hogy veszünk egy S balreprezentánsokat G-ben H-hoz.
Legyen m ∈ MH és rendeljük hozzá a

∑
s∈S sm elemet. Ezt ki tudjuk terjeszteni az összes kohomológiára és

korestrikciónak nevezzük, ahol a leképzés φ ∈ IndGH(M) elemhez hozzárendeli a
∑
s∈S sφ(s−1) ∈ M elemet. A

Shapiro lemmából megkapjuk Hi (H,M) és Hi (G,M) közti homomorfizmust.

1.3.4. Állítás. Legyen H egy véges indexű részcsoportja G-nek. Ekkor

Cor ◦Res : Hi (G,M)→ Hi (G,M)

az (G : H) indexszel való szorzás.
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Bizonyítás. Legyen m ∈M és φm az a leképzés, ami g ∈ G-hez gm ∈M -t rendeli. Ekkor

m 7→ φm 7→
∑
s∈S

sφm(s−1) =
∑
s∈S

ss−1m =
∑
s∈S

m = (G : H)m.

1.3.5. Következmény. Ha (G : 1) véges akkor (G : 1)Hr (G,M) = 0 i > 0.

Bizonyítás. A restrikció leképzés során Hi (1,M) = 0.

1.3.6. Következmény. Ha G véges és M végesen generált, mint Abel-csoport, akkor Hi (G,M) véges.

Bizonyítás. Tudjuk, hogy végesen generált Abel-csoport. Továbbá az előző következmény miatt (G : 1)-torzió is.

1.3.7. Állítás. Legyen H egy normálosztó G-ben és M egy G-modulus. Legyen i egy pozitív egész és minden
0 < j < i-re Hj (H,M) = 0. Ekkor a következő sorozat egzakt

0→ Hi
(
G/H,MH

) Inf−−→ Hi (G,M) Res−−→ Hi (H,M) .

Bizonyítás. Teljes indukciót fogunk használni. Legyen i = 1 ekkor nincs semmilyen feltétel a korábbi kohomoló-
giákra. Legyen φ : G → M egy kereszt homomorfizmus úgy, hogy Res(φ) egy principális kereszt homomorfizmus
valamilyen m0 ∈M -val. Legyen φ′(g) = φ(g)−(gm0−m0). Nyilvánvalóan ugyanazt az elemet reprezentálják, mert
egy mag beli elemet adtunk hozzá, viszont φ′ már konstans 0 H-n, tehát egy G/H → M kereszt homomorfizmus
inflálva. Be kell bizonyítanunk, hogy φ′ igazából MH -ba képez.
Nézzük meg, hogy mit vesz fel φ a bal és jobb oldali mellékosztályokon

φ′(hg) = hφ′(g) + φ′(h) = hφ′(g)

φ′(gh) = gφ′(h) + φ′(g) = φ′(g).

Mivel H normálosztó, ezért a bal és jobb oldali mellékosztályok azonosak. Továbbá a második egyenlet szerint a jobb
oldali mellékosztályokon φ′ konstans. Mivel g és hg azonos mellékosztályokat reprezentálnak, ezért φ′(g) = hφ′(g),
tehát tényleg MH -ba képez. A maradék részhez meg kell gondolni, hogy ha veszünk egy nem principális kereszt
homomorfizmust akkor az nem mehet principálisba.
Legyen M⋆ = IndG{1}(M0), ahol M0 az M , csak Abel-csoportként tekintünk rá. Ekkor M egy G-részmodulusa lesz
M⋆-nak, mint g 7→ gm leképzések. Továbbá legyen M† = M⋆/M. Használva, hogy M⋆ egy indukált G-modulus,
ezért minden nem nulla indexű kohomológiája 0 lesz és a kohomológiák hosszú egzakt sorozatából kapjuk, hogy

Hi (H,M†) ≃ Hi+1 (H,M) , ∀i ≥ 1.

Indukcióból kapjuk, hogy

0→ Hi−1 (G/H,MH
†
) Inf−−→ Hi−1 (G,M†) Res−−→ Hi−1 (H,M†)

egzakt és izomorf
0→ Hi

(
G/H,MH

) Inf−−→ Hi (G,M) Res−−→ Hi (H,M)

sorozattal.

1.3.8. Megjegyzés. Létezik csoporthomológia is, viszont arra a dolgozat további részében nem lesz szükségünk,
ezért arról nem lesz szó. Ez iránt érdeklődő olvasónak figyelmébe ajánlom [8] James Milne Class Field Theory
jegyzetét, ahol ezt a témát bevezeti.
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2. fejezet

Perfektoid Gyűrűk és Fontaine Gyűrűk

2.1. Perfektoid Gyűrűk
Legyen A egy gyűrű és I egy ideálja. Vegyük azokat a halmazokat, amik x+ In alakúak x ∈ A és n ∈ N.

2.1.1. Állítás. Az x+ In x ∈ A, n ∈ N alakú halmazok egy topológia bázisát alkotják.

Bizonyítás. Az világos, hogy az ilyen halmazok uniója a teljes A. Legyen x+ In és y + Im két halmaz, amiknek a
metszete nem üres, továbbá z a metszetben van benne. Ahhoz, hogy bázis legyen találnunk kell egy u+ Ik halmazt,
ami tartalmazza z-t és a metszetben van.
Legyen n ≥ m, tehát In ⊂ Im. Legyen z = x+a = y+ b, ahol a ∈ In és b ∈ Im. Ekkor x−y ∈ Im, azaz x ∈ y+ Im.
Tehát x+ In ⊂ y + Im. Ekkor x+ In jó lesz annak a halmaznak.

2.1.2. Definíció. Legyen A egy gyűrű és I egy ideálja. Legyen A-n a fenti topológia. Ezt a topológiát I-adikus
topológiának nevezzük.

2.1.3. Definíció. Egy A gyűrűt adikus gyűrűnek hívunk, ha van rajta egy I-adikus topológia, amit egy I ⊂ A
ideál generál. Ezt az ideált definiáló ideálnak nevezzük.

2.1.4. Definíció. Legyen A egy topologikus gyűrű. Azt mondjuk, hogy Huber gyűrű, ha létezik egy A0 ⊂ A nyílt
adikus részgyűrű egy végesen generált definiáló ideállal. Ezt a gyűrűt definiáló gyűrűnek nevezzük.

2.1.5. Definíció. Legyen S egy részhalmaza egy A topológikus gyűrűnek. Azt mondjuk, hogy S korlátos, ha
bármely U 0 egy nyílt környezetéhez létezik egy V 0 egy nyílt környezet úgy, hogy V S ⊂ U.

2.1.6. Definíció. Legyen A egy Huber gyűrű. Egy x ∈ A elem hatványkorlátos, ha {xn|n ≥ 0} korlátos. Legyen
A◦ ⊂ A a hatványkorlátos elemek részgyűrűje.

2.1.7. Definíció. Egy A Huber gyűrű uniform, ha A◦ korlátos, vagy ekvivalens azzal, hogy A◦ definiáló gyűrűt
alkot.

2.1.8. Definíció. Egy A Huber gyűrűt Tate-nek hívunk, ha tartalmaz topologikusan nilpotens egységet, azaz
létezik olyan x egység, amelyre limn→∞ xn = 0. Az ilyen egységeket pszeudo-uniformizáló elemeknek nevezzük.

2.1.9. Definíció. Legyen R teljes1 . A Tate gyűrűt perfektoidnak nevezzük, ha uniform, és létezik olyan ω pszeudo-
uniformizáló elem, hogy ωp|p teljesül R◦-ben, és a p-Frobenius

Φ : R◦/ω → R◦/ωp

egy izomorfizmus.

3. Példa. A következő kettő példa perfektoid terekre.

1. Qcycl
p körosztási test, mint Qp(µp∞) telítése.

1Perfektoid tereknél mindig szeparált, és teljeset értünk
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2. Fp((t))(t1/p
∞) telítése, amit Fp((t1/p

∞))-vel fogunk jelölni.

2.1.10. Állítás. Legyen R egy teljes Tate gyűrű, amiben minden elem p-torzió. Ekkor a következők ekvivalensek

1. R perfektoid,

2. R perfekt.

A bizonyítás előtt gondoljuk meg, hogy a perfektoid gyűrűk definíciójában elégséges a p-Frobenius szürjektivi-
tása, hiszen az injektivitás automatikus. Legyen x ∈ R◦ és ω egy pszeudo-uniformizáló elem. Tegyük fel, hogy
xp = ωpy valamilyen y ∈ R◦, akkor x

ω ∈ R, sőt még R◦-nek is, mert R◦ egészre zárt. (T p − ( xω )p = 0 megoldása.)
Továbbá a szürjektivitása ekvivalens azzal, hogy R◦/p-ből önmagába szürjektív a p-Frobenius. Ez természetesen
elégséges. Visszafele pedig approximáljuk az összes x ∈ R◦ elemet x = xp0 + ωpxp1 + ω2pxp2 + . . . és xi ∈ R◦. Ekkor
x− (x0 + ωx1 + ω2x2 + . . . )p ∈ pR◦.

Bizonyítás. Tehát tudjuk, hogy egy perfektoid gyűrű uniform és Φ : R◦ → R◦ szürjektív (R◦ = R◦/pR◦ = R◦/0).
A pszeudo-uniformizáló elem miatt minden x ∈ R-beli elem felírható úgy, hogy x = ωky, ahol y ∈ R◦. Tehát akkor
Φ : R → R is szürjektív. Szükséges, hogy injektív is, ez következik abból, hogy uniform, mivel akkor redukált is,
mivel legyen x ∈ R nilpotens és g ∈ R egy topologikusan nilpotens egység. Ekkor minden n ∈ N-re g−nx ∈ R
nilpotens, tehát hatványkorlátos is, azaz g−nx ∈ R◦. Ekkor x ∈

⋂
gnR = {0}, tehát x = 0. A p-Frobenius szürjektív

és R egy redukált gyűrű, tehát KerΦ = {x ∈ R|xp = 0} ⊂ NilR = {0}.
Visszafele kellene, hogy egy perfekt teljes Tate gyűrű az uniform is. Válasszunk egy R0 ⊂ R definiáló gyűrűt. Ekkor
R0 a Frobenius leképzés szerinti képe nyílt R-ben a nyílt leképzés tétel következményeképpen, de ekkor létezik ω
pszeudo-uniformizáló elem, hogy ωR0 ⊂ Φ(R0), s továbbá Φ−i(R0) ⊂ ω1/piR0, ezért R′

0 =
⋂
n Φ−n(R0) ⊂ ω−1R0,

ami korlátos, tehát definiáló gyűrű is és Φ egy izomorfizmus rajta. Végezetül könnyű meggondolni, hogy R◦◦ ⊂ R′
0

és R◦ ⊂ ω−1R◦◦ ⊂ ωR′
0 korlátos.

2.1.11. Definíció. Legyen R egy perfektoid Tate gyűrű. Ekkor R billentettje alatt a következő inverz limeszt
értjük

R♭ = lim←−
x7→xp

R.

2.1.12. Észrevétel. Konstrukcióból ez csak egy multiplikatív monoid, viszont definiálható rajta gyűrű struktúra
is, ahol az összeadás a következő

(x(0), x(1), . . . ) + (y(0), y(1), . . . ) = (z(0), z(1), . . . )

és
z(i) = lim−→(x(i+n) + y(i+n))p

n

∈ R.

2.1.13. Definíció. Legyen R egy perfektoid gyűrű és vegyünk benne egy ω ∈ R◦◦ (a gyűrű topologikusan nilpotens
elemei) úgy, hogy ωp|p és ω ∈ R◦ továbbá R◦-n van egy ω-adikus topológia. Definálható a következő gyűrű

A♭◦ = lim←−
Φ
A◦/ωA◦ = {(an)n≥0 | an+1

p = an}.

2.1.14. Állítás. Legyen R olyan, hogy teljesíti a fenti definíciót. Ekkor a következő multiplikatív leképzés

lim←−
a7→ap

A◦ → lim←−
Φ
A◦/ωA◦ =: A♭◦ω ,

ahol (a(n)) 7→ (a(n) mod ω)n≥0 egy homeomorfizmus.

2.1.15. Észrevétel. Mivel a bal oldal független ω-tól, így A♭◦ω is független, mint halmaz és ha ω′|ω R◦-ben akkor
művelettartó is.

Bizonyítás. Mivel van egy kanonikus p-adik gyökvonásunk, azaz ha a = (an)n≥0 akkor a1/p = (an+1)n≥0 lesz a
gyöke, így elég, ha tudunk egy nulladik elemet konstruálni.
Legyen x = (xn) ∈ R♭◦. Válasszunk egy felemelését x-nek, legyen (xn). Definiáljuk

x♯ = lim−→
n

xp
n

n .
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Le kell ellenőrizni, hogy jól definiált-e a leképzés. Legyen (x′
n) egy másik felemelt; ekkor kell, hogy

(x′
n)p

n

≡ xp
n

n mod ωn+1A◦,

sőt bármilyen t′ ≡ t mod ωA◦ akkor minden i-re

(t′)p
n

≡ tp
n

mod ωn+1A◦.

Természetesen i = 0-ra készen vagyunk. Tegyük fel, hogy i− 1-re tudjuk. Ekkor

(t′)p
i−1
≡ tp

i−1
+ ωia

tehát könnyen kapjuk, hogy
(t′)p

i

≡ tp
i

+ pωi(. . . ) + ωipap.

Mivel ωp|p, ezért a középsőt osztja ωi+ 1 mindig és az utolsót természetesen osztja. Tehát a topológiák a két oldalt
megegyeznek, így konstruáltunk egy A♭◦ → A◦ leképzést.

2.1.16. Definíció. Legyen x ∈ R◦. A billentés szerinti képe legyen

x♭ := (x0, x1, x2, . . . ) ∈ lim←−
x7→xp

A◦,

ahol xi az approximációból eredő számok .

2.1.17. Lemma. Legyen ω ∈ R◦. Ekkor ω♭ ∈ R♭◦ nem nullosztó és topologikusan nilpotens.

Bizonyítás. Az utóbbi könnyen látszik 2.1.14-ből, mert az első tag 0 és további hatványozás során 0-ba hatványo-
zódnak az elemek. Az első részhez elég, hogy az első tag nem nullosztó R◦-ben és hogy R◦ redukált gyűrű.

2.1.18. Állítás. Legyen R olyan, hogy teljesítse 2.1.13 feltételét. Ekkor

R♭◦/ω♭ ∼= A◦/ωA◦.

Ezzel az állítással kapunk egy másik definícióját a billentésnek.

2.1.19. Definíció. Legyen R egy perfektoid gyűrű. Ekkor

R♭ = R♭◦[1/ω♭] ⊃ R♭◦

ahol ω♭-adikus topológia van R♭◦-en.

2.1.20. Állítás. R♭ nem függ a pszeudo-uniformizáló elem választásától.

2.1.21. Állítás. R♭◦ = (R♭)◦.

2.2. Fontaine Gyűrűk
Ebben az alfejezetben példákat fogunk látni a billentés alkalmazására, továbbá ezzel bevezetjük a Fontaine gyűrűket
és testeket, amik kiemelkedő szerepet játszanak a (φ,Γ)-modulusok elméletében.

2.2.1. p karakterisztikájú gyűrűk
Vegyük Cp-t, mint Qp lezártjának telítését a vp-re nézve és legyen

a = {x ∈ OCp , vp(x) ≥ 1
p
}.

Nézzük a faktor gyűrűt és annak a billentettjét

O♭Cp = R = Ẽ+ := {x = (xn)n∈N | xn ∈ OCp/a, x
p
n+1 = xn ∀n}.
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Továbbiakban az utolsó jelölést fogjuk használni. Ezen a gyűrűn van egy GQp hatás és p karakterisztikájú. Minden
x = (xn) ∈ Ẽ+-hez létezik egy kanonikus felemelése, mégpedig minden xn elemnek válasszunk egy x̂n ∈ OCp
felemelést. Ekkor

lim
k→∞

(x̂n+k)p
k

:= x(n) ∈ OCp

lesznek a felemelt sorozatnak az elemei méghozzá úgy, hogy

Ẽ+ = {x = (x(n))n∈N | x(n) ∈ OCp , (x(n+1))p = x(n) ∀n},

ahol a szorzást és összeadást a billentésnek a megszokott módon a következőképpen definiáljuk

(x+ y)(i) = lim−→(x(i+n) + y(i+n))p
n

, (xy)(i) = x(i)y(i).

Továbbá egy értékelést is megtudunk adni Ẽ+-n

vE(x) = vp(x(0))

és mẼ+ azok az elemek, amiknek pozitív az értékelésük. Továbbiakban rögzítsük a következő elemet

ε = (1, ε(1), ε(2), . . . ) ∈ Ẽ+, ε(1) ̸= 1.

Ekkor minden ε(i) egy pi-ik egységgyök. Legyen

π̃ = ε− 1 ∈ Ẽ+,

ahol −1 a konstans sorozat.

2.2.1. Állítás. vp(π̃) = p
p−1 > 0.

Bizonyítás. Azt kell belátnunk, hogy

vE(π̃) = vp(π̃(0)) = vp((ε− 1)(0)) = vp( lim
k→∞

(ε(k) − 1)p
k

) = p

p− 1 .

Elég belátni, hogy vp(ε(i) − 1) = 1
pi−1(p−1) . Tudjuk, hogy (ε(i) − 1)p = ε(i−1) − 1 + (p-vel nagyon osztható tagok),

tehát vp(ε(i) − 1) = pvp(ε(i−1) − 1). Már csak az i = 1 eset kell. Vegyük Φp(x) körosztási polinomot. Tudjuk, hogy
Φp(1) = p, és hogy előáll mint

∏p−1
i=1 (1 − (ε(1))i), mivel két tag hányadosa egység lesz, ezért azonos mindnek az

értékelése és egyenlő 1
p−1 -gyel.

2.2.2. Állítás. (Ax-Sen-Tate) Minden H zárt részcsoportjára G-nek legyen L = (Ks)H , ekkor“KH

=
{
L̂, ha charK = 0‘Lrad, ha charK = p.

Speciálisan “KGK
=
{“K = K, ha charK = 0’Krad, ha charK = p.

A bizonyítás megtalálható Fontaine jegyzetében[6], ahol ez a 4.9-es állítás.
Továbbiakban χ : GQp → Z×

p a körosztási karakter. Ekkor GQp hatása ε-n a következő

g(ε) = εχ(g) =
∞∑
k=0

Ç
χ(g)
k

å
π̃k.

Legyen K egy véges bővítése Qp-nek és

Kn = K(ε(n)), K∞ =
⋃
n∈N

Kn.
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Legyen
GK = Gal(Qp/K), HK = Kerχ = Gal(Qp/K∞), ΓK = GK/HK = Gal(K∞/K) ↪→ Z×

p .

Minden K-ra legyen

Ẽ+
K :={x = (xn) ∈ Ẽ+, xn ∈ OK∞/a, ∀n} = (Ẽ+)HK (Az Ax-Sen-Tate tétel miatt)

E+
K :={x = (xn) ∈ Ẽ+, xn ∈ OKn/a, ∀n ≥ n(K)}.

Természetesen ekkor
π̃ ∈ E+

K ⊆ Ẽ
+
K ⊆ Ẽ

+, ∀K.

Továbbá legyen
EK := E+

K [π̃−1] ⊆ ẼK := Ẽ+
K [π̃−1] ⊆ Ẽ = Ẽ+[π̃−1] = Fr Ẽ+,

ahol az értékelés vE(π̃−kx) = vE(x)− kvE(π̃).

2.2.2. 0 karakterisztikájú gyűrűk
Mielőtt áttérhetnénk a 0 karakterisztikájú gyűrűkre, szükségünk van a Witt vektorok definíciójára.

2.2.3. Definíció. Egy A kommutatív egységelemes gyűrűnek definiálhatjuk a p-tipikus Witt vektorait vagy Witt
gyűrűjét. Ekkor legyen W (A) := WP (A), ahol WP

∼= AP és P = {1, p, p2, . . . }. Hasonlóan definiálhatjuk minden
m ∈ N-re a Wpm(A) m+1 hosszú A együtthatós Witt vektorokat, de megszorítjuk P -t úgy, hogy P = {1, p, . . . , pm}.

Legyen
Ainf = Ã+ := W (Ẽ+), Ã := W (Ẽ) = W (Fr Ẽ+).

Ekkor minden a ∈ Ã elemet fel lehet írni, mint

a =
∞∑
k=0

pk[ak],

ahol ak ∈ Ẽ és [ak] a Teichmüller reprezentánsa. A Witt gyűrűk konstrukciójából adódóan létezik két bijekció

Ã+ ∼= (Ẽ+)N, Ã ∼= (Ẽ)N.

Ezeken a gyűrűkön két topológiát is definiálhatunk:

• p-adikus topológia: Legyen Ẽ+-n (Ẽ-n) a diszkrét topológia és a bijekcióval megadunk egy topológiát Ã+-n
(Ã-n). Továbbá a 0 környezet bázisa pkÃ+ (pkÃ) lesz k ∈ N.

• Gyenge topológia: Ezt a topológiát az értékelésünk határozza meg és a 0 környezet bázisát definiálja, ami
pkÃ+ [π̃n]Ã+ minden k, n ∈ N.

Legyen Ã hányadosteste B̃ := Ã[ 1
p ]. B̃ teljes vp-re nézve és az egészeinek gyűrűje Ã és Ẽ a maradékteste.

Nézzük GQp és φ-hatás fixtesteit:

Ãφ=1 = Zp, B̃φ=1 = Qp, ÃHK = W (ẼK) := ÃK , B̃HK = ÃK [ 1
p

] := B̃K . (2.1)

A Witt-vektorokon a Frobenius úgy hat, hogy koordinátánként minden elemet a p-edik hatványra emel és Fp része
Ẽ-nek. Későbbi fejezetekben látni fogjuk, hogy a Fontaine gyűrűinél az [ε] elem hasonlóan viselkedik, mint e2πi a
komplexszámok testében. Továbbiakban legyen

π = [ε]− 1, t = log[ε] = log(1 + π)

és a GQp és φ hatása
φ(π + 1) = (π + 1)p, g(π + 1) = (π + 1)χ(g).

Rögzítsük
A+

Qp := Zp[[π]] ↪→ Ã+,
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ami stabil φ-re és GQp -ra nézve. Továbbá legyen

AQp :=
Ÿ�
Zp[[π]][ 1

π
] ↪→ Ã,

ahol a telítés a p-adikus topológiával végezzük el így kapunk AQp elemeinek egy karakterizálását

AQp = {
∑
k∈Z

akπ
−k|qk ∈ Zp, lim

k→−∞
vp(ak) = +∞}.

Jelöljük BQp := AQp [ 1
p ], ekkor BQp teljes a vp-re nézve, AQp az egészeinek a gyűrűje és EQp a maradékteste. Továbbá

vegyünk egy véges bővítését Qp-nek, ekkor B̃ tartalmaz egyértelműen egy BK testet, ami olyan bővítése BQp -nek,
hogy a maradékteste EK és AK = BK ∩ Ã az egészeinek gyűrűje. Ekkor φ és Gk-nak a Γk-val való hatására stabil
BK . Legyen

Eur =
⋃

[K:Qp]<+∞

BK

a legnagyobb elágazásmentes bővítése BQp = E-nek. Továbbá

B = ”Eur.

Ekkor A = B ∩ Ã = O‘Eur és a hányosteste A/pA = E. Azt kapjuk az Ax-Sen-Tate tételből, hogy

BHK = BK , AHK = AK .

2.3. (φ,Γ)-modulusok
Legyen K egy rögzített véges bővítése Qp-nek és Γ = ΓK .

2.3.1. Definíció. (φ,Γ)-modulusok alatt a következők egyikét értjük:

• Egy (φ,Γ)-modulus AK fölött egy végesen generált AK-modulus szemilineáris folytonos φ és Γ hatásokkal,
amik kommutálnak. A folytonosságot a gyenge topológián értjük.

• Egy (φ,Γ)-modulus BK fölött egy végesen dimenziós BK-vektortér szemiliniáris folytonos φ és Γ hatásokkal,
amik kommutálnak. A folytonosságot a gyenge topológián értjük.

• Egy D (φ,Γ)-modulus AK fölött étale, ha φ(D) generálja D-t, mint AK-modulus.

• Egy D (φ,Γ)-modulus BK fölött étale, ha létezik egy AK-rácsa, ami étale, azaz létezik olyan {e1, . . . , ed}
bázisa BK fölött, hogy φ(e1), . . . , φ(ed) mátrixa e1, . . . , ed bázisban GLd(AK) beli.

2.3.2. Tétel. Legyen V egy Zp-(Qp-)reprezentációja GK-nak. A következő megfeleltetés

V 7→ D(V ) :=
(
A⊗Zp V

)HK
egy ekvivalencia a Zp-(Qp-)reprezentációk tenzor kategóriája és az AK(BK) étale (φ,Γ)-modulusok kategóriája
között, és az inverz funktor

D 7→ V (D) = (A⊗AK D)φ=1.
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3. fejezet

Galois Kohomológia és (φ,Γ)-modulusok

3.1. Galois Kohomológia
Legyen M egy topologikus Zp-modulus egy folytonos GK hatással. Legyen Hi (GK ,M) az i-edik folytonos kohomo-
lógia csoportja GK-nak M együtthatókkal. A folytonos kohomológia a csoportkohomológia speciális esete, amikor
csak folytonos kociklusokat vizsgálunk, azaz

H0 (GK ,M) = MGK = {x ∈M : (g − 1)x = 0 ∀g ∈ GK}

H1 (GK ,M) = {c : GK →M folytonos, g1cg2 + cg1 = cg1g2 , ∀g1, g2 ∈ GK}
{c : g 7→ (g − 1)x, valamely x ∈M} .

Vegyük észre ez a definíció teljesen ugyanaz, mint a keresztezett homomorfizmusokkal definiált kohomológia csak
feltettük, hogy c folytonos. Rendeljük egy c 1-kociklushoz Ec GK-modulust úgy, hogy

0→M → Ec → N → 0,

ahol Ec ≃ Zp ×M , mint Zp-modulus és Gk hatása Ec-n

g(a,m) = (a, gm+ cg).

Definícióból könnyen kijön, hogy

g1(g2(a,m)) = g1(a, g2m+ cg2) = (a, g1g2m+ g1cg2 + cg1) = g1g2(a,m),

mert g1cg2 + cg1 = cg1g2 . Ec triviális akkor és csak akkor, ha létezik egy 1̂ ∈ Ec, hogy minden g ∈ GK-re g1̂ = 1̂,
azaz 1̂ = (1, x) és g1̂− 1̂ = (0, gx− x+ cg) = 0, ami azt jelenti, hogy c egy kohatár.

3.1.1. Tétel. Legyen K egy véges bővítése Qp-nek. Továbbá legyen M egy véges hosszú Zp[GK ]-modulus. Ekkor
a következőket tudjuk:

1. Hi (GK ,M) = 0 ∀i ≥ 3 és véges, ha i < 3.

2.
∏∞
i=0 |Hi (GK ,M) |(−1)i = |M ||K:Qp|.

3. Hi−2 (GK ,Hom(M,µp∞)) ≃ Hom(Hi (GK ,M) ,Qp/Zp).

A fejezet többi részében részletekben fogjuk belátni a tételt, a hármas pont kivételével, ami megtalálható a [3]
5.4 fejezetében.
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3.1.1. A Cφ,γ(K,V ) lánckomplexus
Tegyük fel, hogy ΓK prociklikus és γ a topologikus generátorja ΓK-nak. (Ez a feltétel automatikus páratlan
prímekre, és ha Q(µ4) része a bővítésünknek páros esetben.) Legyen V egy Zp- vagy Qp-reprezentációja GK-nak,
továbbá legyen

D(V ) =
(
A⊗Zp V

)HK .
3.1.2. Definíció. Legyen C•

φ,γ(K,V ) = Cφ,γ(K,V ) lánckomplexus a következő

0→ D(V ) (φ−1,γ−1)−−−−−−−→ D(V )⊕D(V ) (γ−1)π1−(φ−1)π2−−−−−−−−−−−−→ D(V )→ 0.

Mivel φ és γ kommutál, ezért tényleg egy lánckomplexus lesz. Ha nem okoz jelölési problémát akkor gyakran C•(V )
jelölést fogjuk használni.

Nézzük meg a kohomológiát a lánckomplexusnak:

H0(C•(V )) = {x ∈ D(V ), γ(x) = x, φ(x) = x},

H1(C•(V )) = {(x, y) : (γ − 1)x = (φ− 1)y}
{((φ− 1)z, (γ − 1)z) : z ∈ D(V )} ,

H2(C•(V )) = D(V )
(γ − 1, φ− 1) ,

Hi(C•(V )) = 0, ∀i ≥ 3.

3.1.3. Tétel. Hi(Cφ,γ(K,V )) ≃ Hi (GK , V ) minden i ∈ N-re.

Bizonyítás. Korábbiakból tudjuk a következő egzakt sorozatot, hiszen 0 → Fp → Ẽ+ φ−1−−−→ Ẽ+ → 0 egzakt és a
witt-vektor képzés során mindent koordinátánként végzünk.

0→ Zp → A
φ−1−−−→ A→ 0.

1. i = 0 eset: Bal oldalt D(V )φ=1,γ=1. Elsőnek is D(V )φ=1 = (Aφ=1 ⊗Zp V )HK = V HK , 2.1 miatt, ezért
(V HK )γ=1 = V GK .

2. i = 1 eset: Legyen (x, y) olyan pár, ami teljesíti a (γ − 1)x = (φ − 1)y egyenlőséget. Válasszunk egy
b ∈

(
A⊗Zp V

)HK elemet úgy, hogy (φ− 1)b = x. Definiáljunk egy leképzést:

g ∈ GK → cx,y(g) = g − 1
γ − 1y − (g − 1)b,

ahol g−1
γ−1y alatt a következőt értjük: mivel χ(g) = limi→+∞ χ(γ)ni , hiszen y ∈ D(V ), azaz fix HK hatása

alatt. Legyen
g − 1
γ − 1y = lim

i→+∞
(1 + γ · · ·+ γni)y.

Ez a leképzés egy kociklus, amiknek az értékei V -beliek, mivel g 7→ (g − 1)( y
γ−1 − b) egy kociklus és (φ −

1)cx,y(g) = (g − 1)x − (φ − 1)(g − 1)b = (g − 1)x − (g − 1)(φ − 1)b = 0, tehát cx,c(g) ∈ D(V )φ=1 ⊂ V. Már
csak az kell, hogy bijekciót létesít a két kohomológia csoport közt.
Injektívitás: Tegyük fel, hogy cx,y = 0 H1 (GK , V )-ben, ekkor létezik egy z ∈ V , hogy cx,y(g) = (g − 1)z
minden g ∈ GK , szóval g−1

γ−1y = (g − 1)(b− z) minden g-re. Ebből tudjuk, hogy b− z ∈ D(V ), mert g ∈ HK

fixen hagyja, de akkor y = (γ − 1)(b− z) és x = (φ− 1)(b− z), de akkor ők 0-ák H1(C•(V ))-ben.
Szürjektivítás: Legyen c ∈ H1 (GK , V ) akkor van a c-hez asszociált Gk modulus

0→ V → Ec → Zp → 0,

ahol Ec = Zp × V , e ∈ Ec 7→ 1 ∈ Zp és ge = e + cg, ahol g 7→ cg reprezentálja c-t. Alkalmazzuk a D(−)
funktort a rövid egzakt sorozatunkra:

0→ D(V )→ D(Ec)→ AK → 0
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világos, hogy D(Ec) ⊂ A⊗ Ec és ẽ ∈ D(Ec) 7→ 1 ∈ AK . Legyen

x = (φ− 1)ẽ, y = (γ − 1)ẽ,

mindkettő része D(V )-nek és természetesen teljesítik, hogy (γ − 1)x = (φ− 1)y. Továbbá legyen b = ẽ− e ∈
A⊗Zp Ec. Ekkor cx,y(g) = g−1

γ−1y − (g − 1)b = cg és (φ− 1)(b) = x.

3. Most legyen i > 1. Vegyük megint a
0→ Zp → A

φ−1−−−→ A→ 0

egzakt sorozatot. Alkalmazzuk rá a V ⊗− és a Hi (HK ,−) funktorokat és ezzel kapunk egy

0→ V HK → D(V ) φ−1−−−→ D(V )→ H1 (GK , V )→ 0

mivel A ⊗ V ≃ ⊕(A/pi), mint HK-modulus. Továbbá Hi (HK , A⊗ V ) = 0, ha i ≥ 1, ezért Hi (HK , V = 0),
ha i > 1.
Most a Hochschild-Serre spektrális sorozatból kapjuk az

1→ HK → GK → Γk → 1

egzakt sorozatra, hogy Hi
(
ΓK , Hj (HK , V )

)
=⇒ Hi+j (GK , V ). Elözőkből tudjuk, hogy ha i vagy j nagyobb

mint egy akkor 0 lesz a kohomológia, ezért kapjuk a következőket:

Hi(GK , V ) = 0, ha i ≥ 3

H2(GK , V ) ≃ H1(ΓK , H1(HK , V )).

Mivel H1 (HK , V ) = D(V )
φ−1 , ezért

H2(GK , V ) ≃ D(V )
φ− 1 /(γ − 1)D(V )

φ− 1 ≃
D(V )

(φ− 1, γ − 1) .

3.1.4. Megjegyzés. Az infláció-restrikció egzakt sorozat egy kommutatív diagrammá válik:
0 H1 (ΓK , V HK) H1 (GK , V ) H1 (HK , V

ΓK
)

0

0 D(V )φ=1

γ−1 H1(Cφ,γ(K,V )) (D(V )
φ−1 )ΓK 0

ιφ,γ

ahol a H1(Cφ,γ(K,V ))→ (D(V )
φ−1 )ΓK leképzést az adja meg, hogy az (x, y) elemet elküldjük x képébe.

3.1.5. Megjegyzés. Legyen γ′ egy másik generátorja ΓK-nak. Ekkor γ−1
γ′−1 ∈ (Zp[[ΓK ]])× és kapunk egy kommu-

tatív diagramot:
Cφ,γ : 0 D(V ) D(V ) ⊕ D(V ) D(V ) 0

Cφ,γ′ : 0 D(V ) D(V ) ⊕ D(V ) D(V ) 0

γ−1
γ′−1

γ−1
γ′−1 Id Id

ami indukál egy kommutatív diagramot

H1(C•
φ,γ) H1(C•

φ,γ)

H1(GK , V )

ιγ,γ′

lK(γ)ιφ,γ
lK(γ′)ιφ,γ′

ahol lK(γ) = logχ(γ)
pr(K) , ahol log(χ(ΓK)) ≃ pr(K)Zp.
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3.2. A ψ operátor
3.2.1. Lemma. 1. {1, ε, . . . , εp−1} bázisa EQp/φ(EQp)-nek.

2. {1, ε, . . . , εp−1} bázisa EK/φ(EK)-nek.

3. {1, ε, . . . , εp−1} bázisa E/φ(E)-nek.

4. {1, [ε], . . . , [ε]p−1} bázisa A/φ(A)-nek.

Bizonyítás. [3]Colmez 5.3.1-es lemmájában megtalálható.

3.2.2. Definíció. A ψ : A→ A operátort a következőképpen definiáljuk

ψ(
p−1∑
i=1

[ε]iφ(xi)) = x0.

3.2.3. Állítás. 1. ψφ = Id .

2. ψ felcserélhető GQp -vel.

Bizonyítás. Legyen x ∈ A ekkor φ(x) = [ε]0φ(x0), tehát tényleg ψφ = Id .
A másik állításhoz vegyük észre, hogy

g(
p−1∑
i=0

[ε]iφ(xi)) =
p−1∑
i=0

[ε]iχ(g)φ(g(xi)).

Legyen ig = iχ(g)− pjg, ahol 1 ≤ ig ≤ p− 1, ha 1 ≤ i ≤ p− 1, ekkor

ψ(
p−1∑
i=0

[ε]iχ(g)φ(g(xi))) = ψ(φ(gx0)) +
p−1∑
i=1

[ε]igφ([ε]jgg(xi)) = g(x0).

3.2.4. Következmény. 1. Ha V egy Zp reprezentációja GK-nak, akkor létezik egyértelműen egy ψ : D(V ) →
D(V ) operátor úgy, hogy

ψ(φ(a)x) = aψ(x), ψ(aφ(x)) = ψ(a)x,

ha a ∈ AK , x ∈ D(V ) és ψ felcserélhető ΓK-val.

2. Ha D egy étale (φ,Γ)-modulus AK vagy BK fölött, akkor létezik egyértelműen egy ψ : D → D operátor úgy,
hogy teljesül az i, feltétele. Továbbá minden x ∈ D-re

x =
pn−1∑
i=0

[ε]iφn(xi),

ahol xi = ψ([ε]−ix).

Bizonyítás. [3] 5.3.4-es következményében megtalálható.

4. Példa. Legyen D = AQp ⊃ A+
Qp = Zp[[π]] a triviális (φ,Γ)-modulus és [ε] = (1 + π). Ekkor egy x = F (π) ∈ A+

Qp
elemre φ(x) = F ((1 + π)p − 1). Mivel A+

Qp -t is felírhatjuk a bázisunkban, ezért legyen

F (π) =
p−1∑
i=0

(1 + π)iFi((1 + π)p − 1),
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ekkor persze ψ(F (π)) = F0(π). Ha F (π) Zp[[π]] beli, akkor látszik, hogy minden Fi(π) is, továbbá ψ(E+
Qp) ⊂ E+

Qp =
Fp[[π]]. Így azt kaptuk, hogy ψ(A+

Qp) ⊂ A+
Qp . Ebből megkaptuk, hogy ψ folytonos a gyenge topológiára nézve.

Továbbá

φ(ψ(F (π))) = F0((1 + π)p − 1) = 1
p

∑
zp=1

p−1∑
i=0

(z(1 + π))iFi((z(1 + π))p − 1) (3.1)

= 1
p

∑
zp=1

F (z(1 + π)− 1). (3.2)

3.2.5. Állítás. Ha D egy étale φ-modulus AK felett akkor ψ folytonos a gyenge topológiára nézve.

Bizonyítás. Mivel AK egy véges szabad modulus AQp fölött, ezért elég K = Qp esetet vizsgálni. Válasszunk
e1, . . . , ed elemeket D-ből úgy, hogy

D =
⊕

(AQp/p
ni)ei, ni ∈ N ∪ {∞}.

Kihasználva, hogy D egy étale modulus nézzünk D-re mint D =
⊕

(AQp/p
ni)φ(ei). Ekkor kapunk egy kommutatív

diagramot:

D D

⊕
(AQp/p

ni)φ(ei)
⊕

(AQp/p
ni)ei

∑
xiφ(ei)

∑
ψ(xi)ei

ψ

∼ ∼

Mivel x 7→ ψ(x) folytonos AQp -ban, ezért ψ folytonos D-ben is.

3.2.1. A Dψ=1 és D/(ψ − 1) részmodulusok
3.2.6. Lemma. Ha D egy étale φ-modulus EQp fölött akkor

1. Dψ=1 kompakt.

2. dimFp(D/(ψ − 1)) < +∞.

Bizonyítás. 1-es: Válasszunk egy {e1, . . . , ed} bázisát D-nek, ekkor {φ(e1), . . . , φ(ed)} szintén bázis lesz, hiszen D
étale. Rögzítsük vE(x) = infi vE(xi) ha x =

∑
i xIφ(ei), xi ∈ E+

Qp . Ekkor

ψ(x) =
∑
i

ψ(xi)ei ei =
d∑
j=1

ai,jφ(ej).

Legyen c = infi,j vE(ai,j), ekkor
vE(ψ(x)) ≥ c+ inf

i
vE(ψ(xi)).

Korábbiakból ψ(E+
Qp) ⊂ E+

Qp és ψ(π̃pkx) = π̃kψ(X), amiből kapjuk, hogy vE(ψ(x)) ≥ [ vE(x)
p ]. Tehát

vE(ψ(x)) ≥ c+ inf
i

[vE(x)
p

] ≥ c+ [vE(x)
p

].

Most ha vE(x) < p(c−1)
p−1 akkor vE(ψ(x)) > vE(x). Ekkor Dψ=1 zárt, mivel ψ folytonos és egy kompakt halmaz

részhalmaza

M := {x : vE(x) ≥ p(c− 1)
p− 1 } ⊂

d∑
i=1

π̃kFp[[π̃]] · φ(ei),
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de akkor Dψ=1 kompakt is.
2-es: Az első állításból következik, hogy ψ − 1 bijekció D/M -n. Elegendő belátni, hogy M/((ψ − 1)D ∩M) véges,
vagy ekvivalens, hogy (ψ − 1)D tartalmaz egy {x : vE(x) ≥ c′} halmazt valamilyen c′-re.
Írjuk fel φ(xi) =

∑d
j=1 bi,jej . Legyen c0 = infi,j vE(bi,j), ekkor

x =
d∑
i=1

xiφ(ei) =
d∑
i=1

xi

d∑
j=1

bi,jej =
d∑
j=1

(
d∑
i=1

xibi,j)ej .

Jelöljük az utolsó szummában belső tagot yj-vel, ekkor x =
∑d
j=1 yjej és

vE(yk) ≥ c0 + vE(x).

Ebből azt kapjuk φ(x)-re, hogy

vE(φ(x)) = inf vE(φ(yj)) = p inf vE(yj) ≥ pvE(x) + pc0.

Tehát, ha vE(x) ≥ −pc0
p−1 + 1 akkor vE(φn(x)) ≥ pn. Szóval y =

∑∞
i=1 φ

i(x) konvergál D-ben, viszont

(ψ − 1)y =
∞∑
i=0

φi(x)−
∞∑
i=1

φi(x) = x

tehát (ψ − 1)D tartalmazza {x|vE(x) ≥ −pc0
p−1 + 1} halmazt.

3.2.7. Állítás. Legyen D egy étale φ-modulus AK (BK) felett ekkor:

1. Dψ=1 kompakt (lokálisan kompakt),

2. D/(ψ − 1) végesen generált Zp (Qp) fölött.

Bizonyítás. Előzőhöz hasonlóan a problémát redukálhatjuk K = Qp-ra, továbbá BK eseteket megkapjuk AK-ból
Qp ⊗Zp − funktor használatával. Tehát legyen D egy AQp modulus.
Első állítás: Vegyük észre, hogy Dψ=1 = lim←−(D/pnD)ψ=1 és az előző lemma szerint D/pnD kompakt, ha n szerinti
indukciót veszünk. Ebből Dψ=1 is kompakt Második állítás: Nézzük a (D/(ψ − 1))/p ≃ (D/p)/(ψ − 1) hányadost,
ami véges Fp felett. Le kell ellenőriznünk, hogy

ha x = (ψ − 1)yn + pnZp minden n ∈ N, akkor x ∈ (ψ − 1)D.

Ha m ≥ n, akkor ym−yn ∈ (D/pn)ψ=1, ami kompakt, szóval ki tudunk választani egy konvergens sorozatot mod pn.
Így kapunk minden n-re diagonálisan egy értéket mod pn. Tehát yn konvergál y-hoz D-ben és x = (ψ − 1)y.

3.2.2. Dψ=0, mint Γ-modulus
Legyen p egy páratlan prím és Γ0 = ΓQp ≃ Z×

p . Legyen Γn ⊂ Γ0 és Γn ≃ 1 + pnZp, ha n ≥ 1. Ekkor Γ0 = ∆× Γ1,
ahol ∆ = µp−1 és Γn = lim←−m Γn/Γn+m. Legyen

Zp[[Γn]] = lim←−Zp[Γn/Γn+m].

Minden pozitív n-re legyen γn Γn topologikus generátora, így kapunk egy megfeleltetést a megfelelő gyűrűk közt:

Zp[[Γn]] ∼←− Zp[[T ]] ∼−→ A+
Qp ,

ahol a megfeleltetések T 7→ γn − 1 és T 7→ π. Továbbá

Zp[[Γ0]] ≃ Zp[∆]⊗ Zp[[Γ1]],

Zp{{Γn}} := ¤�Zp[[Γn]][(γn − 1)−1] ≃ AQp ,

Zp{{Γ0}} = Zp[∆]⊗ Zp{{Γ1}}.
Ha mod p vesszük a második izomorfizmust akkor Fp{{Γn}} ≃ EQp -t kapjuk.
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3.2.8. Lemma. Legyen M egy topologikus Zp-modulus, amin folytonosan hat Γn. Ekkor Zp[[Γn]] is folytonosan
hat M -n. Továbbá, ha γn − 1-nek van folytonos inverze, akkor Zp{{Γn}} is hat folytonosan M -n.

Bizonyítás. Mivel minden i létezik k, hogy Γn+k triviálisan hat M/Mi-n ezért nézzük Zp[Γn/Γn+k] hatását M/Mi-n
és vegyük az inverz limeszeket. Ha γn − 1 invertálható akkor természetes módon kiterjed Zp{{Γn}}-re.

3.2.9. Lemma. 1. Legyen n ≥ 1, vE(γn(π)− π) = pnvE(π̃),

2. Minden x ∈ EQp , vE(γn(x)− x) ≥ vE(x) + (pn − 1)vE(π̃).

Bizonyítás. Mivel a γn egy generátorja Γn-nek, így a χ szerinti képe 1 + pnZ×
p -ben van. Így

γn(π̃) = γn(π̃ − 1)− (1 + π̃) = (1 + π̃)((1 + π̃)p
nu − 1) = (1 + π̃)((1 + π̃)u − 1)p

n

,

ahol u ∈ Z×
p . Ezzel az első állítást beláttuk.

Most legyen x =
∑∞
i=k0

akπ̃
k, ekkor vE(x) = k0vE(π̃). Nézzük

γn(x)− x
γn(π̃)− π̃ =

∞∑
i=k0

γn(π̃)i − π̃
γ0(π̃)− π̃ ,

innen könnyen következik, hogy

vE(γn(x)− x
γn(π̃)− π̃ ) = vE(γn(x)− x)− vE(γn(π̃)− π̃) ≥ (k − 1)vE(π̃).

Most az első részt felhasználva készen vagyunk.

3.2.10. Állítás. Legyen D egy d dimenziós étale (φ,Γ)-modulus EQp fölött. Továbbá n ≥ 1, (i, p) = 1.Ekkor a
következők teljesülnek

• ∀γ ∈ Γ indukál egy εiφn(D) ≃ εχ(γ)iφn(D) izomorfizmust,

• Minden γn − 1 elemnek van folytonos inverze εiφn(D)-ben és ha {e1, . . . , ed} egy bázisa D-nek akkor

Fp{{Γn}}d
∼−→ φn(D),

egy topologikus izomorfizmus, ahol a hozzárendelés

(λ1, . . . , λd) 7→ λ1ϵ
iφn(D) + · · ·+ λdϵ

iφn(D).

Bizonyítás. Világos, hogy γ ∈ Γ egy leképzést indukál a két részmodulus közt. Továbbá ha veszünk egy εiχ(γ)φn(x)
elemet akkor εiφn(γ−1x) pont oda fog menni, illetve mivel γ(x) = 0 következik, hogy x = γ−1(0) = 0. Most vegyük
észre, hogy a második rész állításának tulajdonsága leszáló, ugyanis

εiφn(D) = εiφn(
p−1⊕
j=0

εjφ(D)) = εi+p
njφn+1(D),

továbbá ha n > 1 akkor γn+1 = γpn, ezért 1
γn−1 = 1

γn+1−1 (1 + γn + · · ·+ γp−1
n ). Ezzel kaptunk egy

Fp{{Γn}} = Fp{{Γn+1}}+ · · ·+ γp−1
n Fp{{Γn+1}}

izomorfizmus, ezért elég csak elég nagy n-re nézni.
Vegyünk egy {e1, . . . , ed} bázist úgy, hogy vE(γn(ei)− ei) ≥ 2vE(π̃) ekkor 3.2.9 miatt minden x ∈ D-re

vE(γn(x)− x) ≥ vE(x) + 2vE(π̃).

Most χ(γn) = 1 + pnu, u ∈ Z×
p , tehát

γn(εiφn(x))− εiφn(x) = εi(εp
niuφn(γn(x))− φn(x)) = εi(φn(εiuγn(x))− φn(x)).
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Mivel γn − 1 generálja Fp{{Γn}}-t, ezért elegendő belátnunk, hogy létezik f := εiuγn(x)− x-nek folytonos inverze
D-ben, továbbá, hogy D egy Fp{{f}}-modulus a választott bázisunkkal. Legyen α = εiu − 1 ekkor vE(α) = vE(π̃),
mert iu ∈ Z×

p . Ekkor

vE(f
α

(x)− x) = vE(ε
iuγn(x)− x
εiu − 1 − x) = vE(γn(x)− x+ γn − 1

εiu − 1(x) ≥ vE( γn − 1
εiu − 1(x)) = vE(x) + vE(π̃).

Tehát f
α − 1 szigorúan növeli az értékelést, így létezik f

α -hoz inverz, legyen g :=
∑∞
i=0(1 − f

α )i és vE(g(x) − x) ≥
vE(x) + vE(π̃). De akkor f is invertálható és f−1 = g( xα ) és vE(f−1(x)− x

α ) ≥ vE(x). Legyen k ∈ Z ekkor

vE(fk(x)− αkx) ≥ vE(x) + (k + 1)vE(π̃).

A fenti egyenlőtlenséget indukcióval látjuk be. Csak növekvő tagokra látjuk be, a negatív tagokra hasonlóan kell.
Tegyük fel, hogy tudjuk n-ig. Az állítás helyett egy ekvivalens egyenlőtlenséget látunk be, mégpedig, hogy

vE((f
α

)n(x)− x) ≥ vE(x) + vE(π̃).

Most nézzük

vE((f
α

)n+1(x)− x) = vE((f
α

)n+1(x)− (f
α

)n(x) + (f
α

)n(x)− x) ≥ min(vE((f
α

)n(x)) + vE(π̃), vE(x) + vE(π̃)).

Tehát be kell látni, hogy a bal oldali tag legalább annyi, mint a jobb oldali.

vE((f
α

)n(x)) = vE((f
α

)n(x)− x+ x) ≥ min(vE(x) + vE(π̃), vE(x)),

azaz ( fα )n(x) értékelése legalább akkora, mint x-nek.
Legyen M = E+

Qpe1 ⊕ · · · ⊕ E+
Qped ekkor fk indukálja a következő izomorfizmusokat

M/π̃M ≃ αkM/αk+1M ≃ π̃kM/π̃k+1M.

Tehát fkFp[[f ]]e1 ⊕ · · · ⊕ fkFp[[f ]]ed sűrű π̃M -ben és a kompaktság miatt egyenlőek is akkor.

3.2.11. Állítás. Ha D egy étale (φ,Γ)-modulus AK vagy BK fölött akkor γ− 1-nek van folytonos inverze Dψ=0-n.

Bizonyítás. [3] 5.3.13-as állítása.

3.2.12. Állítás. Legyen Cψ,γ a következő lánckomplexus

0→ D(V ) (ψ−1,γ−1)−−−−−−−→ D(V )⊕D(V ) (γ−1)π1−(ψ−1)π2−−−−−−−−−−−−→ D(CV )→ 0,

ahol π1, π2 a megfelelő vetítés. Ekkor kapunk egy kommutatív diagramot:

Cφ,γ : 0 D(V ) D(V ) ⊕ D(V ) D(V ) 0

Cψ,γ : 0 D(V ) D(V ) ⊕ D(V ) D(V ) 0

Id −ψ Id −ψ

ami izomorfizmust indukál a kohomológiákon.

Bizonyítás. Mivel (−ψ)(φ− 1) = ψ − 1 és ψ kommutál γ-val, ezért a diagram kommutatív. Továbbá ψ szürjektív,
tehát a komagok 0-k és a magok rövid egzakt sorozata

0→ 0→ D(V )ψ=0 γ−1−−−→ D(V )ψ=0 → 0.

Az előző állítás szerint γ − 1 invertálható, tehát nincs kohomológia.

A következő tétel egy összefoglaló arról, hogy mit tudunk a reprezentációk csoportkohomológiáiról.
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3.2.13. Tétel. Ha V egy Zp- vagy Qp-reprezentációja GK-nak, akkor Cψ,γ(K,V ) kiszámolja a kohomológiáit V -nek:

1. H0(GK , V ) = Dψ=1,γ=1 = D(V )φ=1,γ=1.

2. H2(GK , V ) ≃ D(V )
(ψ−1,γ−1) .

3. Létezik a következő rövid egzakt sorozat

0→ D(V )ψ=0

γ − 1 → H1(GK , V ) (x,y)7→x−−−−−→ (D(V )
ψ − 1 )γ=1 → 0.

3.2.14. Tétel. Legyen V egy véges Zp-reprezentációja GK-nak, ekkor

χ(V ) =
2∏
i=0
|Hi(GK , V )|(−1)i = |V |−[K:Qp].

Bizonyítás. A Shapiro lemmából tudjuk, hogy

Hi (GK , V ) ≃ Hi
(
GQp , IndGQp

GK
V
)
.

Mivel | IndGQp
GK

V | = |V |[K:Qp], ezért feltehetjük, hogy K = Qp. Egy reprezentációk rövid egzakt sorozatára tudjuk

0→ V1 → V → V2 → 0,

hogy χ(V ) = χ(V1)χ(V2) és |V | = |V1||V2| egyenlőséget megkapjuk a kohomológiák hosszú egzakt sorozatából. Ezzel
redukálhatjuk a kérdést, amikor V egy Fp-reprezentációja GK-nak. Ekkor tudjuk, hogy

|H0| = |D(V )φ=1,γ=1|

|H1| = |D(V )φ=1

γ − 1 | · |C(V )
γ − 1 | · |(

D(V )
ψ − 1 )γ=1

|H2| = | D(V )
(ψ − 1, γ − 1) |

ahol C(V ) = (φ− 1)Dψ−1. Tehát |H0||H2||H1|−1 = |C(V )
γ−1 |

−1, mivel D(V )φ=1 és D(V )
(ψ−1) véges csoportok és minden

véges csoportra
0→Mγ=1 →M

γ−1−−−→M → M

γ − 1 → 0

az egzakt sorozatból következik, hogy |Mγ=1| = | Mγ−1 |. Továbbá C(V )
γ−1 egy Fp-modulus, aminek a rangja dimEQp

D(V ) =
dimFp V. Ezzel megkaptuk a tételünket.

Fejezet 3 Pálffy Patrik Dániel 27



4. fejezet

Az Iwasawa modulus és Zp(1) modulus

Legyen K egy véges bővítése Qp-nek, illetve GK = Gal(K̄/K). Ekkor testek egy tornyát tudjuk konstruálni

K∞

. . .

Kn

Kn−1

. . .

Γn

Γn−1

ahol Kn = K(µpn) és Γn = Gal(K∞/Kn) = γ
Zp
n , ahol γn a topologikus generátorra Γn-nek. Ez akkor állhat fenn, ha

n ≥ 1 páratlan prím esetén és n ≥ 2, ha p = 2. A generátorokat úgy választhatjuk, hogy γn = γp
n−1

1 . Tudjuk, hogy
Zp[[ΓK ]], ahol ΓK = Gal(K∞/K), izomorf Zp[[T ]]-vel, ha ellátjuk a (p, T )-adikus topológiával és az izomorfizmus
T 7→ γ − 1. Továbbá ismert, hogy

Zp[[ΓK ]]/(γn − 1) = Zp[Gal(Kn/K)].

4.1. Iwasawa modulus
Az Iwasawa algebrára tekinthetünk, mint egy GK-modulus, hiszen vegyünk egy g ∈ GK elemet és egy x ∈ Zp[[ΓK ]].
Ekkor gx = ḡx, ahol ḡ a GK → ΓK faktor leképzésnél g-nek a képe. További faktor leképzésből megkapjuk, hogy
Zp[Gal(Kn/K)] is egy Gk-modulus.
Vegyünk egy M Zp[GK ]-modulust és használjuk a Shapiro lemmát, azt kapjuk, hogy

Hi (GKn ,M) ∼−→ Hi (GK ,Zp[Gal(Kn/K)]⊗M) ,

ahol az inverz leképzés

[(σ1, . . . , σi) 7→
∑

g∈Gal(Kn/K)

g ⊗ Cg(σ1, . . . , σi)] 7→ [(σ1, . . . , σi) 7→ CId(σ1, . . . , σi)].

Ebből a megfeleltetésből kapunk egy kommutatív diagramot:

Hi
(
GKn+1 ,M

)
Hi (GK ,Zp[Gal(Kn+1/K)]⊗M)

Hi (GKn ,M) Hi (GK ,Zp[Gal(Kn/K)]⊗M)

cor
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ahol a jobb oldali leképzést a Galois csoportok közti leképzés indukál. Egy
∑
g∈Gal(Kn+1/K) g ⊗ Cg elemhez hozzá

rendeljük a
∑
g∈Gal(Kn+1/K) π(g)⊗ Cg elemet, ahol π : Gal(Kn+1/K)→ Gal(Kn/K) természetes leképezés.

4.1.1. Definíció. Legyen V egy Zp-reprezentációja GK-nak. Ekkor legyen

Hi
Iw(K,V ) = lim←−

n

Hi (GKn , V ) ,

ahol az áttérési leképzések a koresztrikciós leképzések.
Legyen V egy Qp-reprezentációja GK-nak. Ekkor vegyünk egy T stabil Zp-rácsot V -ben és legyen

Hi
Iw(K,V ) = Qp ⊗Zp H

i
Iw(K,T ).

Mindkét esetben Hi
Iw(K,V ) hívjuk a reprezentáció Iwasawa-modulusának.

4.1.2. Lemma. Legyen τn = γn−1
γn−1−1 = 1 + γn−1 + · · ·+ γp−1

n−1 ∈ Zp[[ΓK ]], ekkor a következő diagram kommutatív:
Cψ,γn(Kn, V ) : 0 D(V ) D(V ) ⊕ D(V ) D(V ) 0

Cψ,γn−1(Kn−1, V ) : 0 D(V ) D(V ) ⊕ D(V ) D(V ) 0

τn τn Id Id

és egy koresztrikciót indukál a kohomológiákon a

Hi(Cψ,γn(Kn, V )) ∼−→ Hi(Cψ,γn−1(Kn−1, V ))

leképzés által.

Bizonyítás. τn leképzést indukál a kohomológiákon és megegyezik TrKn/Kn−1 -val H0-n, hiszen pont a Galois kon-
jugáltak összege. Ebből természetesen a koresztrikciót indukál Hi-n.

4.1.3. Tétel. Legyen V egy Zp- vagy Qp-reprezentációja GK-nak. Ekkor

• Hi
Iw(K,V ) = 0, ha i ̸= 1, 2.

• H1
Iw(K,V ) ∼= D(V )ψ=1, H2

Iw(K,V ) ∼= D(V )/(ψ − 1) és az izomorfizmusok kanonikusak.

A bizonyításhoz szükségünk lesz egy lemmára.

4.1.4. Lemma. Legyen M kompakt és folytonosan hat rajta ΓK , ekkor

M ≃ lim←−
n

(M/(γn − 1)).

Bizonyítás. Természetes módon létezik M -ből lim←−M/γn − 1-be.
Injektívitás: Legyen V egy nyílt környezete 0-nak. Minden x ∈ M létezik nx ∈ N és x ∈ Ux nyílt környezete
x-nek úgy, hogy (γ − 1)x′ ∈ V , ha γ ∈ ΓKnx és x′ ∈ Ux. Mivel M kompakt, ezért véges sok Ux-szel fedhető és
választhatunk egy n = max nx számot. Tehát (γ − 1)M ⊂ V , ha γ ∈ ΓKn . Most válasszunk nullának egy csökkenő
környezeteit V0 ⊃ V1 ⊃ · · · ⊃ Vn ⊃ . . . és mindegyikhez tartozzon egy kn természetes szám, hogy (γ − 1)M ⊂ Vn,
ha γ ∈ Γkn . Vegyük ezeknek a környezeteknek a metszetét

⋂
Vn = {0}. Innen ha egy elem képe nulla akkor

x ∈
⋂

(γn − 1)M ⊂
⋂
Vn = {0}, tehát tényleg injektív.

Szürjektivítás: Legyen (xn)n∈N ∈ lim←−n(M/(γn − 1)). Az előző bizonyítás során pluszban beláttuk, hogy minden
ilyen sorozat Cauchy-sorozat, mert nagyobb indexhez kisebb környezet tartozik. Mivel M kompakt is, ezért létezik
határérték x = lim xn, továbbá xn+k−xn = (γn−1)yk minden k ≥ 0. Hasonlóan létezik y = lim yk, amiből kapjuk,
hogy x− xn = (γn − 1)y. Ezzel megkonstruáltuk az elemünket, aminek a képe (xn).

Bizonyítás. (Tétel)
Korábban beláttuk, hogy Hi (G,M) = 0, ha i > 2. Továbbá Qp esetet megkapjuk Qp⊗Zp -vel való szorzással.
Legyen i = 0 :

H0
Iw(K,V ) = lim←−

Tr
V GKn .
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Jobb oldalt egyre növő modulusokat kapunk, amiket tartalmaz V , továbbá V egy véges dimenziós Zp-modulus,
ezért stabilizálódik egy n0 indextől kezdve. Ettől az indextől kezdve a nyommal való szorzás megegyezik a p-vel
való szorzás, de V -ben nincs p-vel osztható elemek, tehát muszáj 0-nak lennie.
Legyen i = 2 : Tudjuk, hogy H2 (GKn , V ) = D(V )

(ψ−1,γn−1) . Mivel D(V ) moduluson a koresztrikciós leképzés az
identitás indukálja így:

H2
Iw(K,V ) = lim←−

D(V )
(ψ − 1)/(γn − 1) = D(V )

(ψ − 1) ,

hiszen használjuk a lemmánkat és, hogy D(V )
(ψ−1) kompakt.

Legyen i = 1 : Vegyük a következő kommutatív diagramot:

0 D(V )ψ=1

γn−1 H1 (GKn , V ) (D(V )
ψ−1 )γn=1 0

0 D(V )ψ=1

γn−1−1 H1 (GKn−1 , V
)

(D(V )
ψ−1 )γn−1=1 0

p1

p2

cor τn

ahol p1(y) = y, p2((x, y)) = x minden x, y ∈ D(V ). Használjuk az inverz limeszt a diagramunkra és kapunk egy
balegzakt sorozatot:

0→ lim←−
D(V )ψ=1

γn − 1 → H1(K,V )→ lim←−(D(V )
ψ − 1 )γn=1.

Korábban beláttuk, hogy D(V )ψ=1 kompakt tehát használjatjuk a lemmánkat, továbbá a jobb oldali tagra hasz-
nálhatjuk az i = 0 esetet, így megkaptuk az izomorfizmusunkat.

Az előző fejezetben beláttuk, hogy ha D egy d dimenziós étale (φ,Γ)-modulus EQp fölött, akkor C = (φ−1)Dψ=1

egy szabad Fp[[ΓQp ]]-modulus és a rangja d.

4.1.5. Következmény. Legye D egy d dimenziós étale (φ,Γ)-modulus EK fölött, ekkor C egy szabad Fp[[ΓK ]]-
modulus és a rangja d · [K : Qp].

Bizonyítás. Mivel [EK : EQp ] = [HQp : HK ], továbbá Fp[[ΓQp ]] dimenziója [ΓQp : ΓK ] Fp[[ΓK ]] fölött. Ezekből
kapjuk, hogy C dimenziója tényleg d · [ΓQp : ΓK ] · [HQp : HK ] = d · [K : Qp].

4.1.6. Állítás. Legyen V egy szabad Zp- vagy Qp-reprezentációja GK-nak, ekkor a következők teljesülnek:

• D(V )φ=1 egy Zp[[ΓK ∩ Γ1]]-részmodulusa D(V )ψ=1-nek.

• Létezik a következő egzakt sorozat:

0→ D(V )φ=1 → D(V )ψ=1 φ−1−−−→ C(V )→ 0,

és C(V ) egy szabad Zp[[ΓK ]]-modulus, aminek a rangja d · [K : Qp] vagy Qp ⊗Zp Zp[[ΓK ]] fölött.

Bizonyítás. Mivel D(V )φ=1 = V HK torzió modulus, hiszen végesen generált Zp fölött, ezért a második állításból
következik az első. Elég belátnunk, hogy C(V )/pC(V ) szabad modulus megfelelő dimenzióban Fp[[ΓK ]] fölött.
Vegyük a következő kommutatív diagramot:

0 D(V )φ=1 D(V )ψ=1 C(V ) 0

0 (D(V )/p)φ=1 (D(V )/p)ψ=1 C(V/p) 0

φ−1

φ−1

továbbá a

0 pV V V/p 0

0 pV V V/p 0

T−1 T−1 T−1
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diagramot, ahol T : V → V Zp-lineáris leképzés. Az utóbbira használva a kígyó-lemmát megkapjuk az előbbi
diagram komagjait és szintén a kígyó-lemmából kapjuk a komagok lánckomplexusát:

p− torzió része D(V )
(φ− 1) → p− torzió része D(V )

(ψ − 1) →
C(V/p)

C(V )/pC(V ) → 0.

Mivel D(V )
(ψ−1) végesen generált Fp-vektortér, így C(V/p)

C(V )/pC(V ) is végesen generált Fp-vektortér. Tehát C(V )/pC(V )
egy Fp[[ΓK ]] rácsa C(V/p)-nek, de tudjuk 4.1.5 következmény miatt, hogy C(V/p) egy szabad Fp[[ΓK ]]-modulus és
a rangja pont d · [K : Qp].

4.1.7. Következmény. Legyen V egy szabad Zp- vagy Qp-reprezentációja GK-nak, ekkor a H1
Iw(K,V ) modulusnak

a torzió Zp[[ΓK ∩ Γ1]]-modulusa D(V )φ=1 = V HK , továbbá H1
Iw(K,V )/V HK egy szabad Zp[[ΓK ]] modulus és a

rangja d · [K : Qp].

4.1.8. Észrevétel. A következő lánckomplexus

0→ D(V )φ=1 → D(V )ψ=1 → C(V )→ 0

csak egy infláció-restrikció egzakt sorozat, azaz

0→ H1 (ΓK ,Λ⊗ V HK)→ H1 (GK ,Λ⊗ V )→ H1 (HK ,Λ⊗ V )ΓK → 0.

Továbbá, ha van egy 0→ V1 → V → V2 → 0 egzakt sorozatunk reprezentációknak, akkor

0→ D(V1)→ D(V )→ D(V2)→ 0

is egzakt. Erre használva a kígyó-lemmát kapjuk, hogy

0→ D(V1)ψ=1 → D(V )ψ=1 → D(V2)ψ=1 → D(V1)/ψ − 1→ D(V )/ψ − 1→ D(V2)/ψ − 1→ 0.

A 4.1.3 tétel miatt kaptunk egy hosszú egzakt sorozatát az Iwasawa modulusoknak.

4.2. A Zp(1) modulus
Vegyük egy χ : GQp → Zp karaktert. Ekkor Zp(1) χ-vel vett egyszeres csavarása lesz a p-adikus egészeknek. Legyen
g ∈ GQp és x ∈ Zp(1) ekkor gx = χ(g)x. Beláttuk a következő izomorfizmust

Exp∗ : H1
Iw(K,V )→ D(V )ψ=1.

Speciálisan K = Qp és V = Zp(1)-re. Továbbá vegyük észre, hogy D(Zp(1)) = ((A⊗ Zp(1))HQp = AQp(1), amin
szokásos módon hat a φ és ψ és minden γ ∈ Γ γ(f(π)) = χ(γ)f((1 + π)χ(γ) − 1), minden f(π) ∈ AQp(1).

4.2.1. Állítás. 1. Aψ=1
Qp = Zp · 1

π ⊕ (A+
Qp)ψ=1.

2. Létezik a következő egzakt sorozat

0→ Zp → (A+
Qp)ψ=1 φ−1−−−→ (πA+

Qp)ψ=0 → 0.

Bizonyítás. A következőket tudjuk:

1. ψ(A+
Qp) ⊂ A+

Qp

2. ψ( 1
π ) = 1

π

3. vE(ψ(x)) ≥ [ vE(x)
p ], ha x ∈ EQp .
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Tehát ψ − 1 bijekció EQp/π̃
−1E+

Qp és emiatt AQp/π
−1A+

Qp , mivel csak Witt vektorainak a gyűrűje. Tehát

ψ(x) = x =⇒ x ∈ π−1A+
Qp .

A második állításhoz tudjuk, hogy (φ − 1)A+
Qp ⊂ πA+

Qp . Ekkor minden x ∈ (xA+
Qp)ψ=0-ra φn(x) konvergál 0-hoz.

Ekkor x =
∑∞
n=0 φ

n(x) ∈ A+
Qp . Könnyen kiszámolható ψ(y) = y és (φ− 1)y = −x, tehát φ− 1 szürjektív.

Definiáljunk minden ε(n)-hez egy πn-t mégpedig πn = ε(n) − 1 és Fn = Qp(πn). Ekkor πn az unifirmizáló
elem és NFn+1/Fn(πn+1) = πn és OFn+1 = OFn [πn+1]/((1 + πn+1)p = 1 + πn).Válasszunk egy a ∈ F×

n és egy
x = (a, x(1), . . . ) ∈ Ẽ. Ekkor x nem egyértelmű, de minden x′ = (a, x′(1), . . . )-re x′ = xεu valamilyen u ∈ Zp.
Legyen g ∈ GFn ekkor

g(x)
x

= εc(g), c(g) ∈ Zp(1)

és c ∈ H1 (GFn ,Zp(1)). Ezzel megkaptuk a Kummer leképzést:

κ : F×
n → H1 (GFn ,Zp(1)) ,

ahol a hozzárendelést a 7→ ca.
A Kummer elméletből kapjuk, hogy H1 (GFn ,Zp(1)) = Zp ·κ(πn)⊕κ(O×

Fn
). A koresztrikció definíciójából következik,

hogy a következő diagram kommutatív

F×
n+1 H1 (GFn+1 ,Zp(1)

)
F×
n H1 (GFn ,Zp(1))

NFn+1/Fn

κ

cor

κ

és az inverz limesz tulajdonságaiból kapunk egy

κ : lim←−F
×
n → H1 (Qp,Zp(1))

leképzést és
H1 (Qp,Zp(1)) = Zp · κ(lim←−πn)⊕ κ(lim←−O

×
n ).

Kaptunk így elsőnek is egy lim←−O
×
Fn
→ D(Zp(1))ψ=1 leképzést, de azt fogjuk látni, hogy ezt az egész lim←−OFn−{0}-rakiterjeszthetjük. Sajnos a Exp∗ ◦κ leképzést nehezebben értjük, viszont tudunk konstruálni egy közvetlen leképzést.

4.2.2. Tétel. Legyen u = (un)n≥1 ∈ lim←−OFn − {0}, ekkor létezik egyértelműen egy fu ∈ Zp[[T ]] hatványsor, ami
teljesíti, hogy fu(πn) = un minden n ≥ 1-re.

Bizonyítás. [3] 7.3.1-es tétele és a bizonyítást a 7.3-as fejezet több lemma segítségével bizonyítja.

Ezzel a tétellel megadtuk a leképzést.

4.2.3. Tétel. A következő diagram kommutatív:

lim←−OFn − {0} H1
Iw(Qp,Zp(1))

D(Zp(1))ψ=1

κ

u→ ∂fu
fu

(π)

Exp∗

ahol ∂ = (1 + T ) d
dT .

Bizonyítás. [3] 7.4.1-es tétel és a bizonyítása a 7.5-ös fejezetben található.

A tétel jelentőségét egy példán keresztül fogjuk megérteni.
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5. Példa. Legyen a ∈ Z úgy, hogy (a, p) = 1. Ekkor a következő elem

un = e−a 2πi
pn − 1

e− 2πi
pn − 1

∈ Qp(µpn)

egy körosztási egység OQp(µpn )-ben. Ekkor

un ∈ Fn = Qp(µpn), un = γ−a(πn)
γ−1(πn) ,

ahol γa ∈ ΓQp az az elem, amire χ(γa) = a.Mivel a norma πn+1-t πn-be küldi és kommutál γ-val, ezértNFn+1/F−n(un+1) =
un, tehát

u = (un) ∈ lim←−OFn .
A hatványsor gyűrű és az Iwasawa algebra közti izomorfizmusból egyértelműen látszik, hogy

fu = (1 + T )−a − 1
(1 + T )−1 − 1 ,

∂fu
fu

= a

(1 + T )a − 1 −
1
T
.

Ekkor ∂fu
fu

segítségével megkonstruálhatjuk a p-adikus zeta függvényt. A konkrét konstrukció megtalálható [3]
1.8.3-as fejezetében.

4.3. Normalizált Tate nyom
Mint korábban, legyen πn = ε(n) − 1, Fn = Qp(πn), F∞ =

⋃
Fn.

4.3.1. Lemma. Ha n ≥ 1 és x ∈ F∞, akkor p−k TrFn+k/Fn x nem függ k-tól, ha x ∈ Fn+k.

Bizonyítás. Vegyük a legkisebb k-t, hogy x ∈ Fn+k és hívjuk k0-nak. Ekkor minden k > k0-ra TrFn+k/Fn =
TrFn+k/Fn+k0

TrFn+k0/Fn
. Felhasználva, hogy L/K esetén, ha x ∈ K, akkor TrL/K(x) = |L : K|x és |Fn+k : Fn| =

pk-ból megkapjuk az állítást.

Továbbiakban a fenti leképzést jelöljük Rn : F∞ → Fn-nel és Yi = {x ∈ Fi,TrFi/Fi−1 x = 0}. Vegyük észre, hogy
ekkor x ∈ Fn esetén Rn(x) = x.

4.3.2. Lemma. 1. Rn kommutál ΓQp -vel, Fn lineáris és Rn ◦Rn+k = Rn.

2. Legyen x ∈ F∞ ekkor x = Rn+
∑∞
i=1 R

∗
n+i(x), ahol R∗

n+i(x) = Rn+i(x)−Rn+i−1(x) ∈ Yi és 0, ha i elég nagy.

3. Legyen k ∈ Z ekkor vp(x) ≥ kvp(πn) akkor és csak akkor, ha vp(Rn(x)) ≥ kvp(πn) és vp(R∗
n+i(x)) ≥ kvp(πn)

minden i ∈ N-re.

Bizonyítás. 1. A nyom és p is kommutál ΓQp -vel, ezért Rn is. Továbbá a nyom Fn lineáris. Az utolsó rész
következik a 4.3.1 lemmából.

2. Egy teleszkopikus összegünk van, és a legkisebb i-re, amire x ∈ Fn+i Rn+i(x) = x, és elég belátnunk, hogy
onnantól R∗

n+i+l(x) = 0. De ez világos, mivel ha x ∈ Fn+i akkor x ∈ Fn+i+1 tehát Rn+i+1(x) = x. Továbbá
az első állításból következik, hogy R∗

n+i ∈ Yn+i.

3. A kettes állításból következik a visszairány. Az odairányhoz vegyünk egy x ∈ OFn+k ekkor

x =
pk−1∑
j=0

aj(1 + πn+k)j , aj ∈ OFn .

Legyen j = pk−ij′ úgy, hogy (j′, p) = 1. Ekkor az x-el való szorzás mátrixa az a0, . . . , apk−1 majd lefele
eltolva a többi oszlopban. Ennek a nyoma egyértelműen pka0 lesz, ezért Rn(x) = a0. Továbbá R∗

n+i(x) =∑
(j′,p)=1 apn−ij′(1 + πn+i)j

′ , mivel

p−1 TrFn+i/Fn+i−1(1 + πn+i)j =
®

(1 + πn+i)i, ha p|j
0, ha (j, p) = 1.
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Tehát ha vp(x) ≥ =⇒ vp(Rn(x)) ≥ 0 és vp(R∗
n+i(x)) ≥ 0. Mivel Rn és R∗

n+i Fn-lineáris, ezért megkaptuk az
állítást.

4.3.3. Lemma. Tegyük fel, hogy j ≤ i− 1 és j ≥ 2. Továbbá legyen γj a generátor eleme Γj-nek. Minden u ∈ Q∗
p-

re, ha vp(u− 1) vp(π1) akkor uγj − 1 invertálható Yi-ben. Ha x ∈ Yi és vp(x) ≥ kvp(πn) akkor vp((uγj − 1)−1x) ≥
kvp(πn)− vp(π1).

Bizonyítás. Feltehető, hogy j = i− 1, mert ha kisebb akkor

(uγj − 1)−1 = (up
i−j−1

γi−1 − 1)−1(1 + iγj + · · ·+ (uγj)p
i−j−1−1).

Legyen x ∈ OFi ∩ Yi és

x =
p−1∑
a=1

xa(1 + πi)a, xa ∈ OFi−1 ,

és χ(γi−1) = 1 + pi−1v úgy, hogy v ∈ Z∗
p. Ekkor

(uγi−1 − 1)x =
p−1∑
a=0

xa(1 + πi)a(u(1 + π1)av − 1).

Ebben a bázisban az uγi−1 − 1 hatása egy diagonális mátrix és az inverze

(uγi−1 − 1)x =
p−1∑
a=0

xa
(u(1 + π1)av − 1)(1 + πi)a.

Továbbá, ha vp(x) ≥ 0 akkor vp((uγj − 1)−1x) ≥ −vp(π1).

4.3.4. Állítás. Tegyük fel, hogy n ≥ 1, u ∈ Q∗
p és vp(u− 1) > vp(π1), ekkor a következők teljesülnek:

1. Minden x ∈ F∞ egyértelműen felírható, mint x = Rn(x) + (uγn − 1)y úgy, hogy Rn(y) = 0 és

vp(Rn(x)) > vp(x)− vp(πn), vp(y) > vp(x)− vp(πn)vp(π1).

2. Rn kiterjed folytonosan F̂∞-re és legyen Xn = {x ∈ F̂∞, Rn(x) = 0}. Ekkor minden x ∈ F̂∞ egyértelműen
írható fel, mint x = Rn(x) + (uγn − 1)y, ahol y ∈ Xn és Rn(x) ∈ Fn továbbá

vp(Rn(x)) > vp(x)− vp(πn), vp(y) > vp(x)− vp(πn)vp(π1).

Bizonyítás. 1. Tudjuk, hogy

x = Rn(x) +
∞∑
i=1

(uγn − 1)((uγn − 1)−1R∗
n+i(x)).

Legyen y :=
∑∞
i=1(uγn − 1)−1R∗

n+i(x).

2. Az elsőből tudjuk, hogy vp(Rn(x)) ≥ vp(x) − C, tehát Rn kiterjed folytonosan F̂∞-re és a többi állítás a
folytonosságból következik.

Ekkor Rn : F̂∞ → Fn leképzést hívjuk normalizált Tate nyomnak. A következő fejezetben fontos szerepet
fog játszani a Tate-Sen feltételekben és a Sen módszerben. Előtte viszont nézünk pár hasznos felhasználását a
normalizált Tate nyomnak.
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4.4. Alkalmazások a Galois Kohomológiában
4.4.1. Állítás. A

x ∈ Fn 7→ (γ 7→ x logχ(γ)) ∈ H1 (ΓFn , Fn)
hozzárendelés indukálja a következő izomorfizmust

Fn
∼−→ H1 (ΓFn , Fn) ∼−→ H1

Ä
ΓFn , F̂∞

ä
.

Továbbá, ha η : ΓFn → Q∗
p véges rendű karakter akkor H1

Ä
ΓFn , F̂∞

ä
(η) = 0.

Bizonyítás. Az első állítás következik a 0 → Fn → F̂∞ → F̂∞/Fn → 0 vektorterek rövid egzakt sorából, ha
használjuk a kohomológia hosszú egzakt sorát rá.
A második állításhoz tegyük fel, hogy n elég nagy, hogy vp(η(γn) − 1) > vp(π1). Felhasználva a 4.3.4 állításból
kapjuk, hogy (u = η(γn))

H1
Ä
ΓFn , F̂∞(η)

ä
= F̂∞

(uγn − 1) = Fn
⊕
Xn

(uγn − 1) = Fn
(uγn − 1) .

Ha u = 1 akkor (γn − 1)Fn = 0, mert a Galois csoport fixálja Fn-t. Ha u ̸= 1 akkor még mindig fixálja Fn-t γn
tehát Fn/(u− 1)Fn = 0, mert u− 1 ∈ Q∗

p ⊂ F ∗
n .

Most nézzük kis n-re. Vegyünk egy k ∈ N számot, amire n + k már elég nagy, ekkor a infláció-restrikció egzakt
sorból kapjuk, hogy

H1(Gal(Fn+k/Fn), F̂∞(η)ΓFn+k ) = 0, H2(Gal(Fn+k/Fn), F̂∞(η)ΓFn+k ) = 0.

Ekkor a restrikció leképzés izomorfizmus lesz

H1(ΓFn , F̂∞(η)) ∼−→ H1(ΓFn+k , F̂∞(η))Gal(Fn+k/Fn).

Ezzel megkaptuk az állítást abból az esetből, amikor nagy n-ekre néztük.

4.4.2. Tétel. (2πi /∈ Cp)
Nincsen log 2πi Cp-ben, azaz nem létezik x ∈ Cp, hogy g(x) = x + logχ(g) minden g ∈ GK , ahol K egy véges
bővítése Qp-nek. Továbbá Cp minden nem nulla csavarása 0, azaz Cp(k) = 0, ha k ̸= 0.

Bizonyítás. Legyen K = Qp, ha létezik ilyen x akkor az Ax-Sen-Tate tételből azt kapjuk, hogy x ∈ F̂∞ = CHQp
p .

Ekkor
Rn(g(x)) = g(Rn(x)) = Rn(x) + logχ(g).

Mivel Rn(x) ∈ Fn, ezért véges sok konjugáltja van, de logχ(g)-nek végtelen sok értéke van.
Most nézzünk általános K-t és tegyük fel, hogy K/Qp Galois, továbbá legyen

y = 1
|K : Qp|

∑
σ∈S

σ(x),

ahol S reprezentánsai GQp/GK-nak. Minden g ∈ GQp -re gσ = σ′
σhσ, ahol hσ ∈ GK és σ′

σ ∈ S. Mivel logχ(hσ) ∈ Qp,
ezért ∑

σ∈S
logχ(hσ) = |K : Qp| logχ(g).

Továbbá rövid átalakításokkal megkapható, hogy

g(x) = 1
|K : Qp|

∑
σ∈S

gσ(x) = 1
|K : Qp|

∑
σ∈S

σ′
σ(x+ logχ(hσ)) = y + logχ(g).

Mivel y ∈ Qp ezért a K = Qp esetből kapjuk az állítást.
Legyen 0 ̸= x ∈ Cp(k), ekkor g(x) = χ(g)−kx. Legyen x = log x

−k ekkor g(y) = y + logχ(g), ami ellentmond az előző
állításnak.
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5. fejezet

Tate-Sen feltétel és Túlkonvergálás

Továbbiakban legyen G0 egy provéges csoport és χ : G0 → Z∗
p folytonos csoporthomomorfizmus úgy, hogy χ(G0)

nyílt legyen. Ekkor legyen v(g) = vp(logχ(g)) és H0 = Kerχ.
Legyen Λ̃ egy Zp-algebra és rajta egy v értékeléssel, ami a következőket teljesíti:

1. v(x) =∞ akkor és csak akkor, ha x = 0.

2. v(xy) ≥ v(x) + v(y).

3. v(x+ y) ≥ inf(v(x), v(y)).

4. v(p) > 0 és v(px) = v(p) + v(x).

Továbbá tegyük fel, hogy Λ̃ teljes v-re nézve és G0 folytonosan hat Λ̃-n úgy, hogy v(g(x)) = v(x) minden g ∈ G0-ra
és x ∈ Λ̃-ra.

5.0.1. Definíció. A Tate-Sen feltétel a (G0, χ, Λ̃, v) négyesre a következő három feltétel:

1. (TS1) Minden C1 > 0 számra és minden H1 ⊂ H2 ⊂ H0 nyilt részcsoportra létezik egy α ∈ Λ̃H1 úgy, hogy

v(α) > −C1 és
∑

τ∈H2/H1

τ(α) = 1.

2. (TS2) Létezik C2 > 0, hogy minden H ⊂ H0 nyílt részcsoportra létezik n(H) ∈ N és (ΛH,n)n≥n(H) növekvő
sorozata Λ̃H Zp-részalgebráinak. Továbbá létezik egy leképzés

RH,n : Λ̃H → ΛH,n

és teljesíti a következőket:

• Ha H1 ⊂ H2 akkor ΛH2,n = (ΛH1,n)H2 és RH1,n|Λ̃H2 = RH2,n|Λ̃H2 .

• Minden g ∈ G0
g(ΛH,n) = ΛgHg−1,n, g ◦RH,n = RgHg−1,n ◦ g.

• RH,n ΛH,n-lineáris és az identitás ΛH,n-n.
• v(RH,n(x)) ≥ v(x)− C2, ha n ≥ n(H) és x ∈ Λ̃H .
• limn→+∞ RH,n(x) = x.

3. (TS3) Létezik C3, hogy minden G ⊂ G0 nyilt részcsoportra és H = G ∩H0 csoportra létezik n(G) ≥ n(H),
hogy ha n ≥ n(G) és γ ∈ G/H és v(γ) = vp(logχ(γ)) ≤ n akkor γ − 1 invertálható XH,n = (RH,n − 1)Λ̃
halmazon és

v((γ − 1)−1x) ≥ v(x)− C3

minden x ∈ XH,n.
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5.1. A Sen módszer
5.1.1. Állítás. Tegyük fel, hogy Λ̃ teljesíti a (TS1), (TS2) és (TS3) feltételeket. Legyen σ 7→ Uσ egy folytonos
kociklus G0-ból GLd(Λ̃)-ba. Ha G ⊂ G0 egy nyílt normálosztója G0-nak úgy, hogy v(Uσ − 1) > 2C2 + 2C3 minden
σ ∈ G-re. Továbbá legyen H = G ∩H0 ekkor létezik M ∈ GLd(Λ̃), hogy v(M − 1) > C2 + C3 és a

σ 7→ Vσ = M−1Uσσ(M)

hozzárendelés teljesíti a következőket:

• Vσ ∈ GL(λH,n(G))

• Vσ = 1, ha σ ∈ H.

Bizonyítás. [3] 8.2.1-es állítása.

5.1.2. Következmény. Legyen T egy szabad Zp-reprezentációja G0-nak és k ∈ N-re v(pk) > 2C2 + 2C3. Továbbá
létezik egy G ⊂ G0 normálosztó, hogy triviálisan hat T/pkT -n és H = G ∩H0. Legyen n ∈ N úgy, hogy n ≥ n(G).
Ekkor létezik egyértelműen egy DH,n(T ) ⊂ Λ̃⊗T szabad ΛH,n-modulus, aminek a rangja d és teljesíti a következőket:

1. DH,n(T )-t fixálja H és stabil G-re nézve.

2. Λ̃⊗ΛH,n DH,n(T ) ∼−→ Λ̃⊗ T .

3. Létezik egy ΛH,n fölötti bázisa DH,n-nek úgy, hogy ha γ ∈ G/H akkor v(Vγ − 1) > C3, ahol Vγ a γ elemhez
tartozó mátrix.

5.2. Túlkonvergálás
5.2.1. Definíció. 1. Minden x =

∑∞
i=0 p

i[xi] ∈ Ã, xi ∈ Ẽ. Ekkor minden k ∈ N legyen wk(x) := infi≤k vE(xk).

2. Minden valós r > 0 számra legyen

v(0,r] := inf
k∈N

wk(x) + k

r
= inf
k∈N

vE(xi) + k

r
∈ R ∪ {∞}.

3. Ã(0,r] := {x ∈ Ã : limk→∞(vE(xk) + k
r ) = limk→∞(wk(x) + k

r ) =∞}.

5.2.2. Állítás. Ã(0,r] egy gyűrű és v = v(0,r] teljesíti a következőket:

1. v(x) =∞ ⇐⇒ x = 0,

2. v(xy) ≥ v(x) + v(y),

3. v(x+ y) ≥ inf(v(x), v(y)),

4. v(px) = v(x) + 1
r ,

5. v([α]x) = vE(α) + v(x), ha α ∈ Ẽ,

6. v(g(x)) = v(x), ha g ∈ GQp ,

7. v(0,p−1r(φ(x)) = pv(0,r)(x).

Bizonyítás. 1. v(x) =∞ azt jelenti, hogy minden k ∈ N-re vE(xk) =∞, azaz xk = 0 minden k-ra. A visszairány
triviális.

2. v(xy) = infk∈N wk(xy) + k
r = infk∈N vE(

∑
i+j=k xiyj) + k

r ≥ infk∈N mini+j=k vE(xiyj) + k
r ≥ infk∈N(vE(xi) +

i
r + vE(yj) + j

r ) .

3. Minden k-ra lesz egy min(vE(xk), vE(yk)) és ezeknek kell az infimumát venni.
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4. v(px) = infk∈N vE(xk−1) + k
r = v(x) + 1

r .

5. v([α]x) = infk∈N vE(αxk) + k
r = infk∈N vE(xk) + vE(α) + k

r .

6. Mivel vE-re is teljesül ezért v-re is teljesül.

7. v(0,p−1r](φ(x)) = infk∈N vE(xpk) + pk
r = p infk∈N vE(xk) + k

r = pv(0,r](x).

5.2.3. Definíció. (de Rham periodus gyűrű) Legyen θ : Ẽ+ → OCp a Witt vektorok által indukált szürjektív
homomorfizmus. Legyen (ξ) := Ker θ. Ekkor legyen

B+
dR := lim←− Ẽ

+/ξn[ 1
p

].

Továbbá BdR := Frac(B+
dR).

5.2.4. Lemma. Legyen x =
∑∞
k=0 p

k[xk] ∈ Ã. Ekkor a következők ekvivalensek:

1.
∑∞
k=0 p

k[xk] konvergál B+
dR-ben.

2.
∑∞
k=0 p

kx
(0)
k konvergál Cp-ben.

3. limk→∞(k + vE(xk)) =∞.

4. x ∈ Ã(0,1].

Bizonyítás. Az utolsó kettő a Ã(0,r] gyűrű definíciójából ekvivalens, ha r = 1. A második és a harmadik vE
tulajdonságaiból és a Weierstrass előkészítési tételből következik, hogy ekvivalens. Az elsőből a második következik,
mert θ folytonos és θ([xk]) = x

(0)
k . Tehát már csak az maradt, hogy belássuk, hogy a másodikból következik az első.

Legyen p̃ = (p, p1/p, . . . ) ∈ Ẽ+ ekkor ξ = [p̃] − p egy generátorja Ker θ ∩ Ã+-nak. Továbbá tudjuk a hármasból,
hogy

ak = k + [vE(x)]→∞, ha k →∞.

Legyen xk = p̃ak−kyk, ahol yk ∈ Ẽ+. Ekkor

pk[xk] = pk[p̃ak−k][yk] = pak(1 + ξ

p
)ak−k[yk].

pak(1 + ξ
p )ak−k ∈ pak−mÃ+ + (Ker θ)m+1 minden m-re. Ekkor, mivel ak tart végtelenhez, ezért pk[xk] → 0 ∈

B+
dR/(Ker)m+1 minden m-re és a topológia miatt akkor B+

dR-ban is.

Ezzel a lemmával beláttuk, hogy Ã(0,1] := B+
dR ∩ Ã. Továbbá, mivel

φ−n : Ã(0,p−n] ∼−→ Ã(0,1]

ezzel be tudjuk ágyazni az összes Ã(0,r]-t B+
dR-ba.

Legyen
B̃(0,r] = Ã(0,r][ 1

p
] =

⋃
n∈N

p−nÃ(0,r]

ellátva az injektív limesz topológiájával. Továbbá legyen

B̃† =
⋃
r>0

B̃(0,r]

szintén az injektív limesz topológiájával ellátva.

5.2.5. Tétel. B̃† egy részteste B̃-nek, amely stabil φ-re és GQp -re és mindkettő folytonosan hat rajta.

Bizonyítás. [6] 10.26 tétele.
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A B̃† testet a túlkonvergáló elemek testének hívjuk. Definiálunk néhány jelölést, hogy könnyebben átlátható
legyen.

5.2.6. Definíció. • B† = B̃† ∩B,A† = Ã† ∩B,A(0,r] = Ã(0,r] ∩B.

• Ha K/Qp egy véges bővítés és Λ ∈ {Ã†, B̃†, A†, B†, A(0,r], B(0,r]} akkor legyen ΛK = ΛHK .

• Ha Λ ∈ {A,B,A†, B†, A(0,r], B(0,r]} és n ∈ N akkor ΛK,n = φ−n(ΛK) ⊂ B̃.

5.3. Túlkonvergáló reprezentációk
Legyen V egy d rangú szabad Zp-reprezentációja GK-nak. Továbbá legyen

D(0,r](V ) : (A(0,r] ⊗Zp V )HK ⊂ D(V ).

Ekkor D(0,r]) egy A(0,r]-modulus és stabil ΓK-ra. A gyűrűkhöz hasonlóan φ hatása

φ : D(0,r](V )→ D(0,p−1r](V ).

5.3.1. Definíció. Egy V reprezentáció túlkonvergáló, ha létezik rK ≥ rV > 0 úgy, hogy

AK
⊗

A
(0,rV ]
K

D(0,rV ](V ) ∼−→ D(V ).

A definíciókból könnyen látható, hogy

D(0,r](V ) = A
(0,r]
K

⊗
A

(0,rV ]
K

D(0,rv ](V ).

5.3.2. Állítás. Ha V egy túlkonvergáló reprezentáció L fölött, akkor léteznek CV konstansok úgy, hogy γ ∈ ΓL-re
n(γ) = vp(log(χ(γ)) és r > max(pvV , pn(γ)). Ekkor γ − 1 invertálható (D(V )(0,r])ψ=0-ban és

v(0,r]((γ − 1)−1x) ≥ v(0,r](x)− CV − pn(γ)v(π).

Bizonyítás. [6] 10.39-es állítása.

5.3.3. Tétel. (Főtétel)
Minden szabad Zp- vagy Qp-reprezentáció GK-nak túlkonvergáló.

Bizonyítás. (vázlat) Belátjuk, hogy teljesül a Tate-Sen feltételek a következő négyesre:

Λ̃ = Ã(0,1], v = v(0,1], G0 = GK ,ΛHK,n = φ−n(A(0,1]
K ).

(TS1) Legyen L ⊃ K ⊃ Qp egy véges bővítés és α = [π̃L](
∑
τ∈HK/HL τ([π̃L]))−1, ekkor minden n ∈ N-re∑

τ∈HK/HL

τ(φ−n(α)) = 1

és
lim
n→∞

v(0,1](φ−n(α)) = 0.

(TS2) Legyen ΛHl,n = φ−n(A(0,1]
K,n ). Tegyük fel, hogy rK ≥ pn. Ekkor definiáljuk a normalizált Tate nyomainkat a

következő képpen:

RK,n : ÃK,1 φ−n(A(0,1]
K )

φ−n−k(A(0,1]
K )

φ−n◦ψk◦φn+k
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Abból a tulajdonságból, hogy ψφ = Id következik, hogy a fenti leképezés nem függ k-tól. A definícióból közvetlenül
következnek a következő dolgok minden x ∈

⋃
k≥0 φ

−k(A(0,1]
K ):

1. RK,n ◦RK,n+k = RK,n.

2. Ha x ∈ φ−n(A(0,1]
K ) akkor RK,n(x) = x.

3. RK,n φ−n−k(A(0,1]
K )-lineáris.

4. limn→∞ RK,n(x) = x.

Továbbá egy x ∈ φ−n−k(y) ∈ φ−n−k(A(0,1]
K )-re

RK,n(x) = φ−n(ψk(y)) = φ−n−k(φk ◦ ψk(y)).

Minden y-t egyértelműen felírhatunk
∑pk−1
i=0 [ε]iφk(yi) alakban az 3.2.4 következmény szerint, tehát ψk(y) = y0 és

v(0,1](RK,n(x)) = v(0,1](φ−n(y0)) ≥ v(0,1](φ−n−k(y)) = v(0,1](x).

Ezzel az egyenlőtlenséggel kiterjeszthetjük folytonosan RK,n leképezést Λ̃-ra, mivel
⋃
k≥0 φ

−k(A(0,1]
K ) sűrű Λ̃(0,1].

(TS3) Legyen R∗
K,n = RK,n+1 −RK,n és

R∗
K,n(x) = φ−n−1(1− φψ)(ψk−1(y)) ∈ φ−n−1((A(0,1]

K )ψ=0),

tehát

R∗
K,n(x) ∈ φ−n−1((A(0,1]

K )ψ=0) ∩ Ã(0,1] = φ−n−1((A(0,1]
K )ψ=0) ∩ Ã(0,pn+1]) = φ−n−1((A(0,pn+1]

K )ψ=0).

Vegyünk egy x-et, amire RK,n(x) = 0 ekkor

x =
∞∑
i=0

R∗
K,n+i(x), ahol R∗

K,n+i(x) ∈ φ−n−i−1((A(0,pn+i+1]
K )ψ=0).

Használjuk a 5.3 állítását a (A(0,pn+i+1]
K )ψ=0 gyűrűre, tehát ha n elég nagy akkor γ−1 invertálható (RK,n−1)Λ̃-ban

(γ − 1)−1(x) =
∞∑
i=0

φ−n−i−1(γ − 1)−1(φn+i+1R∗
K,n+i(x))

és minden x ∈ (RK,n − 1)Λ̃-re
v((γ − 1)−1x) ≥ v(x)− C

tehát teljesíti a hármas feltétel. A Sen módszer és következményeiből([3] 8.2-es fejezet) következik, hogy létezik n
és D(0,1]

K φ−n(A(0,1]
K )-modulus, hogy

Ã(0,1] ⊗
φ−n(A(0,1]

K
) D

(0,1]
K

∼−→ Ã(0,1] ⊗ V.

[2]-ben belátják, hogy D(0,1]
K,n ⊂ φ−n(D(V )) és φn(D(0,1]

K,n ) ⊂ D(0,p−n](V ). Ekkor legyen rV = pn
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