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Bevezetés

Legyen K a p-adikus szamok Q, testének egy véges bdvitése és G = Gal(Q,/Q,) az abszolit Galois-csoportja.
A p-adikus Galois-reprezentaciok alatt a G csoport Q, folétti véges dimenziés folytonos reprezentaciéit értjiik.
Ezen reprezentaciok kozponti szerepet jatszanak a Langlands programban és az Iwasawa-elméletben is. Vizsgala-
tukban az egyik legfontosabb eszkoz az tn. (¢, T')-modulus, ami egy szemilinedris algebrai objektum: vektortér
bizonyos (a priori formélis, p-adikusan korldtos egyiitthatdji) Laurent-sorok teste folott, amin van egy szemiline-
aris ¢ ,Frobenius-felemelt” és egy I'i-hatds, ahol I'x := Gal(K (up=)/K) a p-korosztasi bévités Galois-csoportja.
Fontaine egy 1990-es tétele szerint a p-adikus Galois-reprezentaciok kategéridja ekvivalens a (¢, I')-modulusok kate-
goridjaval. Ugyanakkor egyes alkalmazdsokhoz sziikség van arra, hogy a (¢, T')-modulusok egyiitthaté ne formélis,
hanem bizonyos p-adikus korgytirtikon konvergdlé hatvéanysorok legyenek. Errél sz6l Cherbonnier és Colmez [2] té-
tele, miszerint minden Galois-reprezentécié tilkonvergdl, azaz a hozzé tartoz6 (¢, T')-modulusnak van olyan bazisa,
melyben ¢ és I' métrixa nem csupan formalis, hanem p-adikusan konvergens hatvanysor.

A dolgozat célja, hogy az olvasénak 4tfogd tuddst adjon, hogy megérthesse Cherbonnier és Colmez [2] 1998-
as cikkének fent ismertetett {6 eredményét. Mellesleg szamos énmagaban is érdekes allitast bizonyitunk. Az 6t
fejezetbdl kettd fejezet bevezetot ad az elGismeretekbe, ameddig a maradék harom fejezetben felépitjiik a sziikséges
eszkozoket.

Els6 fejezetben a teljesség igénye nélkiil, de atfogbéan atnézziik a csoportkohomoldgiat. Kohomologiat kétfélekép-
pen is definidljuk, absztraktan és kociklusokkal. A témakor egyik legfontosabb eszkoze a Shapiro lemma, aminek
a segitségével megérthetjiik a G és H {6l6tti modulusok kozotti kapesolatot. A fejezet végére elkezdjiik a Galois
kohomolégiat is és megnéziink néhany algebrai szamelméleti allitast, mint példaul Hilbert 90 tételét.

Masodik fejezetben roviden belenéziink a perfektoid gytriik elméletébe, és definidljuk a billentést. Ennek a
résznek a jelentOsége, hogy a Fontaine altal definialt gytriiket hogyan tudjuk megérteni a modern nyelvezetben.
Ennek ellenére a fejezet tobbi részében és a dolgozatban nem ezt fogjuk haszndlni. Ehhez P. Scholze [9] és B.
Conrad [4] jegyzeteit haszndltam. A (¢, T')-modulusok elméletének megértéséhez elsének meg kell érteniink, hogy
viselkednek a Fontaine gytiriik, amire egy teljes részt szenteliink. A Witt vektorok definiciojahoz C. Davis és K. S.
Kedlaya jegyzetét hasznaltam [5].

Harmadik fejezet 1ényege, hogy belassuk Tate Euler-Poincaré formulajat és hogy a Gk csoport p-kohomologikus
dimenzidja 2, azaz a magasabb kohomoldgiacsoportok eltiinnek tétel). Ehhez els6nek megértettiik, hogyan
viselkednek a Zy- és Q,-reprezenticiok Galois kohomolégidi. Azt vessziik észre, hogy ki tudjuk fejezni a Galois
kohomoldgidt a reprezentdcidhoz tartozd (¢, T')-modulussal. Az elmélet kidolgozdsa alatt egy harmadik operdtor
jelenik meg a 1) leképezés, ami a ¢ Frobenius leképezés bal inverze lesz. Tovabbé erre az operdtorra a (¢, I')-modulus
topologikusan jol viselkedik, példaul D¥=! kompakt lesz.

A negyedik fejezetben egy hasznos invariansat definidljuk a testbévitésnek, és reprezentaciénknak, az igynevezett
Iwasawa-modulust. Ennek egy kozvetlen alkalmazasa a[£.2.3}es explicit reciprocitési szabdly, mely fontos a p-adikus
zeta fliggvény konstrukcidjaban. Masik jelentds eszkoziink a normalizélt Tate nyom, ami egy telitett testbél képez
egy véges rész bovitésbe.

Az 6t6dik fejezetben learatjuk a korabbi munkakat. Definidljuk a Tate-Sen feltételt és kimondjuk a Sen madd-
szert, amiknek a segitségével kézzel foghatobb objektumokat kapunk a telitett gytiriikb6l. Ez utan definidljuk
és karakterizaljuk a tulkonvergdlé elemeket, amihez Fontaine (vagy de Rham) periédus gyfiriit is definidljuk [IJ.
Végezetiil egy bizonyitas vazlatot adunk Cherbonnier és Colmez tételére, amiben kimondjdk, hogy minden Z,- és
Qp-reprezentaci6 tulkonvergdl.



1. fejezet

Csoportkohomolégia

1.1. Kohomolégia
1.1.1. Definicié. Legyen G egy csoport. Egy M Abel-csoportot G-modulusnak hivunk, ha létezik egy
GxM— M:(g,m)— gm
leképzés és teljesiilnek a kévetkezok:
« g(m+m') = gm+gm’
* (99")(m) = g(g'm)
e Im=m.
Egy G-modulus trivialis, ha minden g € G, m € M gm = m.

Azt mondjuk, hogy G hat M-en, és a hatdst automorfizmusokkal frhatjuk le, tehat 1étezik egy G — Aut(M)
homomorfizmus. Definiciébdl a G — End (M) 1étezése trividlis, viszont vegyiink egy g € G és m,m’ € M 1gy, hogy
gm = gm/, de G egy csoport tehat létezik egy g~! € G elem. Ekkor m = (¢~ 'g)m = g~ '(gm) = g~ (gm') =
(g tg)m/ =m'.

1.1.2. Definicié. Legyen M, N két G-modulus. Egy ¢ homomorfizmust G-modulus homomorfizmusnak, vagy
G-homomorfizmusnak nevezziik, ha teljesiti a kovetkezoket:

« p(m+m') = p(m)+p(m)
* wlgm) = g(p(m)).
A két modulus kozti G-homomorfizmusok csoportjat Homg (M, N)-vel jeloljik.

1.1.3. Eszrevétel. A ZG csoportalgebra egy szabad Abel-csoport, aminek a bézisat G elemei alkotjak, és a szorzés
G hatésa. Ekkor az elemek a véges Z-linearis kombinaciéi G elemeinek

Znigi7 n; € Z7 gi € G7
i

és a szorzas
!/ / !
(E nin‘) g n;9; :E ninj(gigj)'
i J ,J

Igy egy M G-modulus kiterjeszthetd egy ZG-modulussi. Egy Abel-csoporthomomorfizmus akkor G-modulus ho-
momorfizmus, ha ZG-modulus homomorfizmus is. Ezzel megfeleltetjilk a G-modulus kategériat a ZG-modulus
kategoriaval.
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Tovabbiakban, ha nincs feltiintetve akkor H részcsoportja G-nek.

1.1.4. Definicié. Legyen M egy H-modulus. Vegyiik azoknak a ¢ : G — M leképezéseknek a halmazat, amik
teljesitik a kovetkezd egyenldséget: p(hg) = hp(g) Vh € H. Legyen a jele Indg(M), elébbiekkel egy G-modulust
alkot a kovetkez6 miiveletekkel:

« (p+@)(@) = () +¢'(2)
« (99)(@) = p(zg).
Ha vesziink egy o : M — M’ H-homomorfizmust, akkor definidl az indukdlt modulusokon egy G-homomorfizmust
Ind$ (M) — Ind§ (M) : ¢+ a0 p.
1.1.5. Lemma. Legyen M G-modulus és N H-modulus. A kévetkezdk teljesiilnek:
« Homg(M,nd$(N)) ~ Homy (M, N)
« Az Ind% funktor egzakt.
1.1.6. Megjegyzés. Az els6 izomorfizmust Frobenius-reciprocitasnak hivjuk.

Bizonyitds. Adott egy o : M — Indg(N ) G-homomorfizmus, akkor definidljunk egy 5 : M — N H-homomorfizmust
gy, hogy
B(m) = a(m)(lg).
Ekkor minden g € G
Blgm) = (a(gm))(1e) = (9(a(m)))(1a) = a(m)(g).

Mivel a(m) € Ind$(N), ha g € H akkor a(m)(g) = g(a(m)(1g)) = gB(m), tehat B egy H-homomorfizmus.
Visszafele legyen 3 egy H-homomorfizmus és definidljuk a-t a kovetkezdképpen: a(m)(g) = B(gm). Ekkor egyértel-
miien G-homomorfizmus lesz. Mivel a kompozicié mindkét irdnyba identitas, ezért izomorfizmus.
Masodik allitashoz legyen

oML NLPoo

egy rovid egzakt sorozat és be kell latnunk, hogy
0 — Ind§ (M) — Ind$(N) — Ind%(P) = 0

szintén egzakt. Elsé tagnal vildgos, hiszen ha vesziink egy nem nulla leképzést annak van egy eleme, ami nem
0-ba képzddik, de azt egy injektiv homomorfizmus nem nulldba fogja kiildeni. Kézépsé tag szintén konnytd. Mivel
¢ € IndG(N) nulldba képzédik, ezért G képe benne van Im(f)-ben és f injektiv tehat minden ¢(g) elemhez
létezik egyértelmiien egy m € M elem. Legyen ¢ : G — M olyan, hogy f o ¢(g9) = ¢(g). Legyen S, H jobb oldali
reprezentdnsainak halmaza G-hez. Minden s € S-hez 1étezik egy n, € N gy, hogy 7(ns) = ¢(s), ahol ¢ € Ind% (P).
Legyen @(hn) = hg(n) € Ind$ (N), ezzel az allitést belattuk.

O

1.1.7. Eszrevétel. Legyen ¢ az a leképezés, amely egy ¢ € Indg(N) leképzést elkild ¢(1¢g)-be:

¢: md%(N) — N
e = »(lg).

Ekkor ¢ egy H-homomorfizmus és (Ind$ (N), ¢)-nek megvan az az univerzalis tulajdonsaga, hogy barmely M — N
H-homomorfizmus &tvezethetd Ind% (N)-n, ahol M egy G-modulus:

nd%(N)

e K Lz»

M—— N

6 Palffy Patrik Daniel Fejezet 1
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c sz

s sz

injektiv modulusba.

Bizonyitds. Ha G trivialis csoport, akkor M csak egy Abel-csoport, azaz egy Z-modulus, amikben tudunk injektiv
burkot venni. Legyen most G barmilyen, M egy G-modulus és My az M, mint Abel-csoport. Ezt a modulust be
tudjuk 4dgyazni egy injektivbe My < I. Erre hasznaljuk az Ind“ funktort és kapunk egy IndG(MO) — IndG(I )
beigyazasat G-modulusnak. Tovabba M-t bedgyazhatjuk IndG(MO)—ba ugy, hogy elkiildjik m-t abba a fliggvénybe,
ami g-hez gm-t rendeli. Mar csak az kell, hogy Ind“(I) injektiv, amit a izomorfizmus ad, H = {1}-re nézve:

Home (M, Ind® (1)) ~ Homag (M, I),
amibdl kapjuk, hogy Home(—, IndG(I)) egzakt. O

Legyen M egy G-modulus és vegytik Z-t, mint trividlis G-modulust. Ekkor minden Z — M homomorfizmust
meghataroz az 1-nek a képe. Tovabba az 1-nek a képét fixen kell hagynia -G-nek. Tehat létezik egy természetes
izomorfizmus

Homg(Z, M) ~ M
kozott, amibél kovetkezik is, hogy (—)¢ balegzakt.
1.1.9. Definicié. Legyen M egy G-modulus. Legyen
MY = {m e M|gm =m Vg € G}.

Ez a funktor balegzakt, azaz
0->M —->M-—-M" -0

egzakt, akkor
0— M'E = ME - M'C

egzakt.
Az [[.T.§ 4llitds miatt ekkor tudunk venni egy injektiv kofelolddsat M-nek
0 M0 L4y
Vegyiik a redukalt kofeloldast, azaz vegyiik ki M-et és alkalmazzuk ra a (—) funktort, ekkor kapunk egy
045 (G Ly (126 Ly (136 Ly

félegzakt sorozatot. Legyen G-nek az M egyiitthatds i-edik csoportkohomolégidja

HY(G,M) = m.

1.1.10. Eszrevétel. Nézziik meg par tulajdonsigat a kohomoldgia csoportoknak.
e H°(G,M)=MC
o Ha M injektiv, akkor Vi > 0 H* (G, M) = 0.

o Legyen M — I*®* és N — J*® két G-modulus kofeloldasai. Tovabba legyen o : M — N G-homomorfizmus.
Ekkor a kiterjed egy a® koldanckomplexusok leképzésévé:

M — I

b

N —— J°®

Fejezet 1 Palffy Patrik Daniel 7
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e Legyen 0 - A — B — C — 0 rovid egzakt sorozata G-modulusoknak. Ekkor a kohomolégidiknak 1étezik egy
hosszu egzakt sorozata

0~ H°(G.A) = H°(G.B) = H*(G,0) ... "5 HI(G.A) » H(G.B) » H'(G.C) %5 ..

1.1.11. Allitas. (Shapiro lemma) Legyen H egy részcsoportja G-nek. Minden N H-modulusra létezik egy kano-
nikus izomorfizmus

H'(G,Ind§j(N)) — H' (H,N) Vi >0.
Bizonyitds. Ha i = 0, akkor a funktorok természetes izomorfizmusaibél kijon
N ~ Homp (Z, N) ~ Homg(Z, Ind%(N)) ~ Ind% (N)€.

Vélasszunk egy injektiv kofeloldasat N-nel és alkalmazzuk ré az Ind% ((—)) funktort. Mivel ez egy egzakt funktor
és megOrzi az injektiveket, ezért injektiv kofeloldast injektiv kofelolddsba kiild. Teh&t

H' (G, Ind§(N)) = H (Ind§ (1*)%) ~ H'(I*)") = H' (H, N) .
1.1.12. Kévetkezmény. Ha M egy indukélt G-modulus akkor H' (G, M) =0 Vi > 0.

Bizonyitds. Ha M = Ind®(M,) akkor

H' (G, M) ~ H ({1}, My) =0 Vi > 0.

8 Palffy Patrik Daniel Fejezet 1
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1.2. Kohomolégia ciklusokkal

Legyen F, r > 0 egy szabad Z—modulus, aminek a béazisa (go,...,gr) , ahol minden g; € G. Ezen a moduluson
van egy G szorzas még pedig

9(907 v ?gT) = (ggO, s aggT)'
Ekkor természetesen F,. egy Z[G] szabad modulus is. Legyen d,. : F,. — F,._1 egy homomorfizmus a kévetkezéképpen

r

dr(QOv s vgr) = Z(_l)z(g()» e agia s agr)v

=0

ahol a kalapos elemet kihagyjuk a felsorolasbdl. Ezzel a homomorfizmussal kapunk F-eknek egy lanckomplexusat

AP R N L NN
Legyen € : Fy — Z az a leképezés, ami minden bazis elemet az 1-be kiild.
1.2.1. Allitas. Az F, <> Z — 0 lanckomplexus egzakt.

Bizonyitds. Konstrualjunk egy lanchomotoépiat. Legyen f € G barmilyen elem és k; : F; — F;41 ugy, hogy

kr(g()»"'agi) = (f’go""%gi)‘

Konnyen latszik, hogy az f-t tartalmazé tagok kiesnek és marad az eredeti elemiink, ha vessziik a d;110k; +k;—10d;
leképzést, tehdt ha van egy = € F; ciklusunk, akkor x = d;11 o k;(x). O

1.2.2. Allitas. Minden M G-modulusra
H' (G, M) ~ H"(Homg(F., M)).

Bizonyitds. Kovetkezik abbdl, hogy F, egy projektiv felolddsa Z-nek és Modg-nek elegendd projektiv modulusa
is van. Mivel Hom(Z,—) és H° (G, —) megegyeznek, ezért a derivalt funktorok axiomatikus karakterizalasabol
kovetkezik, hogy

Exts(Z, M) ~ H' (G, M).

O

Minden elemet Hom(F;, M)-ben lefrhatunk egy ¢ : G — M fiiggvénnyel és -t fixen hagyja G akkor és csak
akkor, ha

So(gg()umggl) :g@(9077gz) vg7gO77gz €G.

Ezzel megfeleltettitk Homg (F;, M)-t azzal a C*(G, M) halmazzal, ami ilyen fajta ¢ fiiggvényekbél all. Egy ¢, ami
teljesiti ezeket a feltételeket G homogén i-koldncainak hivjuk M egytitthatékkal. A hatar leképzést d; indukélja és

7=0

A [1.2.2| Allitas miatt H (G, M) ~ Ii?ii(iczil))' Legyen C(G, M) az &sszes koldnc halmaza, amit G inhomogén koldn-

cainak hivunk M egyiitthatokkal és definialjuk a hatar leképzést d* : C*(G, M) — C*t1(G, M)

i+1

(AN (g1, s 9i41) = G10(g2, -1 Gin) + D (=1 0(g1, 19505415+ girr) + (=1 (g1, g0).
j=1

1.2.3. Allitas. A kovetkezd sorozat
@, M) L cva,my L Y i, ) s ot G M)
egy lanckomplexus, ahol C°(G, M) = M. Tovabba létezik egy kanonikus izomorfizmus

H (G, M) ~ m

Fejezet 1 Palffy Patrik Daniel 9
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Bizonyitds. Legyen ¢ € C*(G, M) és legyen
¢'(915---591) = o(L, 91,9192, -, 91-- - 9i).
Ez a leképzés egy bijekciét ad C*(G, M) és C*(G, M) kozétt, ami a hatar leképzés kozott is bijekciét ad meg. [
1. Példa. Definidlhatjuk a ¢ : G — M keresztezett homomorfizmust, amire teljesiil, hogy
p(o7) = op(1) + ¢(0),Vo, T € G.

Ha minden m € M-re teljesiil, hogy o — om —m egy keresztezett homomorfizmusra, akkor principdlis keresztezett
homomorfizmusnak hivjuk. Korabbi allitasokbdl kévetkezik, hogy

{G — M Xkeresztezett homomorfizmusok}

H'Y(G,M) = .
(G, M) {principélis keresztezett homomorfizmusok}

Ha G trividlisan hat M-n, akkor ¢(o7) = ¢(7), ezért csoporthomomorfizmus is lesz, tovdbbé a principalis kereszte-
zett homomorfizmusok nullak.

Legyen L/K egy véges Galois bévités, és G = Gal(L/K). Ekkor L és L* is G-modulus lesz.
1.2.4. Allitas. Legyen L/K egy véges Galois bévités. Ekkor H! (G, L*) = 0.

Bizonyitds. Legyen ¢ : G — L* egy keresztezett homomorfizmus. Taldlnunk kell egy ¢ € L* elemet, hogy (o) =
oc/c. Most multiplikativan tekintiink a modulusra. Legyen a € L* és

b= Z (o) - oa.
oeG

Tegytik fel, hogy b # 0
Th = Z To(o) - oa = Z o(1)to(ro) - Toa = p(T) 71D

oeG oceG
Ebbdl kapjuk, hogy
p(r) =b/rb=T(b~)/b7",

azaz @ principélis. Az, hogy b miért nem nulla, a Dedekind tételbdl kévetkezik [7] 2.3.5 lemma. O

1.2.5. Kovetkezmény. Legyen L/K egy ciklikus bévités és Gal(L/K)-t generalja o. Ekkor minden « egy normaja
elemet felirhatunk mint o = o3/8.

Bizonyitds. Mivel 0 = H' (G,L*) = Ker(Nyx)/(c — 1)L*. O

Az el6z6 kévetkezményt szoktdk Hilbert 90-es tételének hivni, aminek dltalanositisa az elStte 1év6 allitds, amit
Emmy Noether latott be.

1.2.6. Allitas. Legyen L/K egy véges Galois bévités a G Galois csoporttal. Ekkor H* (G, L) = 0, ha i > 0.

Bizonyitds. A Normdl bézis tétel[7](2.5.10) miatt 1étezik olyan o € L, hogy (0a),eq bézisdt alkotja L-nek mint
K-vektortérnek. Ez a béazis egy izomorfizmust hataroz meg két G-modulus kozott

K[G)— L: Zaaal—> Zaoaa.

oG c€eG
Mivel K[G] = Ind?l} K, tehdt a Shapiro lemma miatt készen vagyunk. O
2. Példa. Nézziink is egy haszndlatat csoportkohomolégiara:

Allitas. Legyen L/K egy Galois bévités és pu, ¢ K. Ha Gal(L/K) ~ Z, = G. Ekkor Ja € L, hogy L = K(a) és
a" =ac€ K.
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Bizonyitas:
Nézziik a kovetkezd rovid egzakt sorozatot:

1 — L 25 (L) 1.

Ha erre a rovid egzakt sorozatra alkalmazuk a G csoportkohomoldgiat, akkor a kovetkezd hosszu egzakt sorozatot
kapjuk:
0 — H%G, ) — H*(G,L*) — H°(G, (L*)") — HY(G, u,) — H (G, L*) — ...

ebbdl a nulladik homolégidk egyenldek azzal, hogy rderesztjikk a Homyzg(Z, —) funktort. Ezek rendre egyenléek
tn, KX, (L*)* N K*. Mivel py-en G trividlisan hat, ezért minden keresztezett homomorfizmus egyszerre egy
homomorfizmus is és nincsen principdlis keresztezett homomorfizmus, igy H'(G, it,,) = Hom(G, i) ~ G, illetve az
utolsé tag Hilbert 90-es tétele miatt a trividlis csoport. Mivel egzakt, igy (L*)™ N K nem lehet nulla, hiszen az
elemeinek a képe megegyezik G-bdl mend homomorfizmus magjéval, ami |G| elem@i. Tehdt Ja € L™, hogy a™ = a
és L = K(a).

1.3. Inflacié-restrikcié egzakt sorozata

Olyan homomorfizmusokat szeretnénk vizsgalni, amik valamilyen értelemben j6l viselkednek a lanckomplexus kép-
zésre.

1.3.1. Definicié. Legyen M és M’ rendre G- és G’-modulusok. Azt mondjuk, hogy az
a:G =G, pB:M-—-M

homomorfizmusok kompatibilisek, ha
Bla(g)m) = g(B(m)).
Ekkor (a, 8) meghatéiroz egy ldnckomplexushomomorfizmust

C*(G,M) — C*(G',M"): o+ Bopoal,

ami indukal egy ' 4
H' (G,M) — H"(G',M")
homomorfizmust.

1.3.2. Definicid. Legyen H egy részcsoportja G-nek és a a H bedgyazasa G-be tovabba § = Idy;. Ekkor megkapjuk
a
Res: H (G, M) — H" (H, M)

restrikcié homomorfizmust.

1.3.3. Definicié. Legyen H egy normélosztéja G-nek és a a faktor leképzés G/H-ba, tovabba 8 : M — M
beagyazas. Ekkor megkapjuk a . 4
Inf: H' (G/H,M) — H' (G, M)

inflacié6 homomorfizmust.

Konstrualni tudunk egy M — MY leképzést tigy, hogy vesziink egy S balreprezentinsokat G-ben H-hoz.
Legyen m € M* és rendeljiik hozza a Y scgsm elemet. Ezt ki tudjuk terjeszteni az Osszes kohomolégidra és

korestrikciénak nevezziik, ahol a leképzés ¢ € Ind$ (M) elemhez hozzérendeli a Ysessp(s™) € M elemet. A
Shapiro lemmd&bél megkapjuk H® (H, M) és H' (G, M) kozti homomorfizmust.

1.3.4. Allitas. Legyen H egy véges indexii részcsoportja G-nek. Ekkor
CoroRes: H' (G, M) — H' (G, M)

az (G : H) indexszel valé szorzés.
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Bizonyitds. Legyen m € M és o, az a leképzés, ami g € G-hez gm € M-t rendeli. Ekkor

M = QO > ngom(sfl) = Zssilm = Zm = (G: H)m.

s€s s€S s€s
O
1.3.5. K6vetkezmény. Ha (G : 1) véges akkor (G : 1)H" (G,M) =0 4> 0.
Bizonyitds. A restrikcié leképzés sordan H* (1, M) = 0. O

1.3.6. Kovetkezmény. Ha G véges és M végesen generalt, mint Abel-csoport, akkor H' (G, M) véges.
Bizonyitds. Tudjuk, hogy végesen generalt Abel-csoport. Tovabbé az el6z8 kovetkezmény miatt (G : 1)-torziéis. [

1.3.7. Allitas. Legyen H egy normaloszté G-ben és M egy G-modulus. Legyen i egy pozitiv egész és minden
0 < j <i-re HY (H,M) = 0. Ekkor a kévetkezd sorozat egzakt

0— H' (G/H, M"Y 2% gi (e, M) B 1 (1, M).
Bizonyitds. Teljes indukciét fogunk hasznalni. Legyen ¢ = 1 ekkor nincs semmilyen feltétel a kordbbi kohomolé-
gidkra. Legyen ¢ : G — M egy kereszt homomorfizmus gy, hogy Res(¢) egy principalis kereszt homomorfizmus
valamilyen mg € M-val. Legyen ¢'(g) = ¢(g) — (gmo—myg). Nyilvdnvaléan ugyanazt az elemet reprezentdljak, mert
egy mag beli elemet adtunk hozzd, viszont ¢’ mér konstans 0 H-n, tehét egy G/H — M kereszt homomorfizmus
inflilva. Be kell bizonyitanunk, hogy ¢’ igazab6l M H_ba, képez.
Nézziik meg, hogy mit vesz fel ¢ a bal és jobb oldali mellékosztalyokon

¢'(hg) = he'(g) + &' (h) = h¢'(g)

¢'(gh) = g¢'(h) + ¢'(9) = ¥'(9)-

Mivel H norméloszto, ezért a bal és jobb oldali mellékosztalyok azonosak. Tovabba a mésodik egyenlet szerint a jobb
oldali mellékosztalyokon ¢’ konstans. Mivel g és hg azonos mellékosztalyokat reprezentdlnak, ezért ¢'(g) = h¢'(g),
tehat tényleg M -ba képez. A maradék részhez meg kell gondolni, hogy ha vesziink egy nem principalis kereszt
homomorfizmust akkor az nem mehet principalisba.

Legyen M, = Ind{Gl}(MO), ahol My az M, csak Abel-csoportként tekintiink rd. Ekkor M egy G-részmodulusa lesz
M,-nak, mint g — gm leképzések. Tovabbé legyen M = M, /M. Hasznélva, hogy M, egy indukdlt G-modulus,
ezért minden nem nulla indexi kohomoldgidja 0 lesz és a kohomoldgidk hosszi egzakt sorozatabdl kapjuk, hogy

H'(H,M;)~ H™ (H,M), Vi>1.

Indukciobdl kapjuk, hogy

0 — H™'(G/H, M{T) =5 HIZ1 (G, My) 2% H' (H, M)

egzakt és izomorf

0— H (G/H,M"T) 2 1 (@, M) 2% B (H, M)

sorozattal. O

1.3.8. Megjegyzés. Létezik csoporthomoldgia is, viszont arra a dolgozat tovabbi részében nem lesz sziikségiink,
ezért arr6l nem lesz sz6. Ez irdnt érdekl6dd olvasénak figyelmébe ajanlom [8] James Milne Class Field Theory
jegyzetét, ahol ezt a témét bevezeti.
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2. fejezet

Perfektoid Gyitriik és Fontaine Gytrik

2.1. Perfektoid Gytriik

Legyen A egy gytird és I egy idedlja. Vegylik azokat a halmazokat, amik x 4+ I™ alaktiak © € A és n € N.
2.1.1. Allités. Az 2+ I" z € A, n € N alaka halmazok egy topoldgia bazisat alkotjak.

Bizonyitds. Az viladgos, hogy az ilyen halmazok unidja a teljes A. Legyen x + I"™ és y + I™ két halmaz, amiknek a
metszete nem iires, tovibbé z a metszetben van benne. Ahhoz, hogy bazis legyen taldlnunk kell egy u -+ I* halmazt,
ami tartalmazza z-t és a metszetben van.

Legyen n > m, tehat I™ C I"™. Legyen z =x+a =y+b,ahola € I" ésb e I™. Ekkor x —y € I'™, azaz x € y+ 1™,
Tehdt o + I™ C y + I"™. Ekkor  + I"™ j6 lesz annak a halmaznak. O

2.1.2. Definicié. Legyen A egy gyiri és I egy idedlja. Legyen A-n a fenti topoldgia. Ezt a topologiat I-adikus
topolégidanak nevezziik.

2.1.3. Definicié. Egy A gytirit adikus gytr{inek hivunk, ha van rajta egy I-adikus topoldgia, amit egy I C A
ideal general. Ezt az idealt definidlé idedlnak nevezziik.

2.1.4. Definicié. Legyen A egy topologikus gytiri. Azt mondjuk, hogy Huber gytrii, ha létezik egy Ay C A nyilt
adikus részgyirl egy végesen generalt definidlé ideallal. Ezt a gy(lirit definidlé gytriinek nevezziik.

2.1.5. Definicié. Legyen S egy részhalmaza egy A topoldgikus gytriinek. Azt mondjuk, hogy S korlatos, ha
barmely U 0 egy nyilt kornyezetéhez létezik egy V' 0 egy nyilt kérnyezet ugy, hogy V.S C U.

2.1.6. Definicié. Legyen A egy Huber gyfirti. Egy 2 € A elem hatvanykorlatos, ha {«"|n > 0} korlatos. Legyen
A° C A a hatvanykorlatos elemek részgytiriije.

2.1.7. Definicié. Egy A Huber gyliri uniform, ha A° korlatos, vagy ekvivalens azzal, hogy A° definialé gytirit
alkot.

2.1.8. Definicié. Egy A Huber gytriit Tate-nek hivunk, ha tartalmaz topologikusan nilpotens egységet, azaz
létezik olyan x egység, amelyre lim,, ., 2" = 0. Az ilyen egységeket pszeudo-uniformizal6 elemeknek nevezziik.

2.1.9. Definicié. Legyen R teljed!]. A Tate gyfir(it perfektoidnak nevezziik, ha uniform, és létezik olyan w pszeudo-
uniformizalé elem, hogy wP|p teljesiil R°-ben, és a p-Frobenius

®: R°/w— R°/wP
egy izomorfizmus.
3. Példa. A kovetkezd kettd példa perfektoid terekre.

1. Q;yd korosztési test, mint Qy,(upe) telitése.

1 Perfektoid tereknél mindig szeparalt, és teljeset értiink
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2. F,(())(t/P7) telitése, amit F,((t'/7™))-vel fogunk jelslni.

2.1.10. Allitis. Legyen R egy teljes Tate gyfirti, amiben minden elem p-torzié. Ekkor a kovetkez8k ekvivalensek
1. R perfektoid,
2. R perfekt.

c sz

tésa, hiszen az injektivitas automatikus. Legyen z € R° és w egy pszeudo-uniformizilé elem. Tegyiik fel, hogy
2P = wPy valamilyen y € R°, akkor £ € R, sét még R°-nek is, mert R° egészre zért. (TP — (Z)P = 0 megoldésa.)
Tovabb4 a sziirjektivitdsa ekvivalens azzal, hogy R°/p-bél 6nmagéba sziirjektiv a p-Frobenius. Ez természetesen
elégséges. Visszafele pedig approximaljuk az ésszes © € R° elemet @ = 2§ + wPz} + w?2b + ... és x; € R°. Ekkor

2 — (zo + wwy +w?xe +...)P € pRC.

Bizonyitds. Tehat tudjuk, hogy egy perfektoid gytirii uniform és ® : R® — R° sziirjektiv (R° = R°/pR° = R°/0).
A pszeudo-uniformizalé elem miatt minden = € R-beli elem felirhaté gy, hogy = = w*y, ahol y € R°. Tehat akkor
® : R — R is sziirjektiv. Sziikséges, hogy injektiv is, ez kévetkezik abbdl, hogy uniform, mivel akkor redukalt is,
mivel legyen x € R nilpotens és g € R egy topologikusan nilpotens egység. Ekkor minden n € N-re ¢g7"x € R
nilpotens, tehdt hatvanykorlatos is, azaz ¢~ "« € R°. Ekkor = € (| ¢"R = {0}, tehdt © = 0. A p-Frobenius sziirjektiv
és R egy redukalt gylir(l, tehat Ker® = {z € R|zP = 0} C NilR = {0}.

Visszafele kellene, hogy egy perfekt teljes Tate gyiirti az uniform is. Vélasszunk egy Ry C R definial6 gytrit. Ekkor
Ry a Frobenius leképzés szerinti képe nyilt R-ben a nyilt leképzés tétel kovetkezményeképpen, de ekkor 1étezik w
pszeudo-uniformizalé elem, hogy wRy C ®(Ry), s tovabbd ®~*(Ry) C w'/?' Ry, ezért Ry =, ®"(Ro) C w™* Ry,
ami korlatos, tehdt definidl6 gy(rii is és @ egy izomorfizmus rajta. Végezetiil konnyii meggondolni, hogy R°° C Rj,
és R° C w'R°° C wRY, korlatos. O
2.1.11. Definicié. Legyen R egy perfektoid Tate gyliri. Ekkor R billentettje alatt a kdévetkezd inverz limeszt
értjik i

R = lim R.
m%P

2.1.12. Eszrevétel. Konstrukciébol ez csak egy multiplikativ monoid, viszont definidlhat6 rajta gylri struktara
is, ahol az Osszeadas a kovetkezo

(2O, 2 Y @O, yM )= O D)
és ' . ‘
L) — @(x(z+n) + y(l+n))p cR.
2.1.13. Definicié. Legyen R egy perfektoid gyfir(i és vegyiink benne egy w € R°° (a gylir(i topologikusan nilpotens
elemei) 1gy, hogy wP|p és w € R° tovdbba R°-n van egy w-adikus topoldgia. Defindlhaté a kovetkezd gytiri

A* = %HAO/WAO = {(@)n>0 | Tny1” = an}.

2.1.14. Allitis. Legyen R olyan, hogy teljesiti a fenti definiciét. Ekkor a kovetkezd multiplikativ leképzés

lim A° = lim A°/wA® = A

ar—aP P
ahol (@) - (™ mod w),>o egy homeomorfizmus.

2.1.15. Eszrevétel. Mivel a bal oldal fiiggetlen w-tél, igy AP° is fiiggetlen, mint halmaz és ha w’|w R°-ben akkor
mivelettartd is.

Bizonyitds. Mivel van egy kanonikus p-adik gyokvondsunk, azaz ha a = (@,)n>0 akkor al/r = (@ng1)n>0 lesz a
gyoke, igy elég, ha tudunk egy nulladik elemet konstrudlni.
Legyen z = (Z,;) € R*°. Vélasszunk egy felemelését z-nek, legyen (z,,). Definidljuk

ﬂ _ . p’Vl
wt = lim z
n
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Le kell ellendrizni, hogy jol definidlt-e a leképzés. Legyen (z!,) egy maésik felemelt; ekkor kell, hogy

()" =t

mod w" Tt A°,

s6t barmilyen ¢/ =t mod wA° akkor minden i-re

n

("' =" mod w1 A°.
Természetesen i = O-ra készen vagyunk. Tegyitik fel, hogy ¢ — 1-re tudjuk. Ekkor
)P =t tula
tehat kénnyen kapjuk, hogy ‘ v
P =t +pw(...) +wPaP.

Mivel wP|p, ezért a kdzéps6t osztja w! + 1 mindig és az utolsét természetesen osztja. Tehdt a topolégidk a két oldalt
megegyeznek, igy konstrualtunk egy A — A° leképzést. O

2.1.16. Definicié. Legyen x € R°. A billentés szerinti képe legyen

2’ = (zo,21,22,...) € @ A°,
T—xP

ahol z; az approximéciébdl eredd szamok .
2.1.17. Lemma. Legyen w € R°. Ekkor w” € R’ nem nulloszté és topologikusan nilpotens.

Bizonyitds. Az utébbi kénnyen latszik 2.I.14tbél, mert az elsd tag 0 és tovabbi hatvanyozés sordn 0-ba hatvinyo-
z6dnak az elemek. Az elsé részhez elég, hogy az els6 tag nem nulloszté R°-ben és hogy R° redukalt gytiri. O

2.1.18. Allitas. Legyen R olyan, hogy teljesitse [2.1.13] feltételét. Ekkor
R® o’ = A° JwA°.
2.1.19. Definicié. Legyen R egy perfektoid gytiri. Ekkor
R = R°[1/w’] D R
ahol w’-adikus topoldgia van R’°-en.

2.1.20. Allitids. R’ nem fiigg a pszeudo-uniformizalé elem vélasztasatol.

2.1.21. Allitas. R*® = (R")°.

2.2. Fontaine Gyiriik
Ebben az alfejezetben példédkat fogunk latni a billentés alkalmazasara, tovabbd ezzel bevezetjiik a Fontaine gytiriiket

és testeket, amik kiemelkedd szerepet jatszanak a (¢, I')-modulusok elméletében.

2.2.1. p karakterisztikaju gytiriik

Vegyiik C,-t, mint Q, lezartjanak telitését a v,-re nézve és legyen

a={z€Oc,, vy(x) >

1
,}.
p
Nézziik a faktor gytlriit és annak a billentettjét

Op, =R=E":={z = (zn)nen | 2n € Oc, /a, 2}, =z, Vn}.
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Tovabbiakban az utolsé jelélést fogjuk haszndlni. Ezen a gytirlin van egy G, hatds és p karakterisztikdji. Minden

x = (z,) € E*-hez létezik egy kanonikus felemelése, mégpedig minden z,, elemnek valasszunk egy @, € Oc,
felemelést. Ekkor .

lim (Z,4%)" =2 € O¢

k—o0 P

lesznek a felemelt sorozatnak az elemei méghozza gy, hogy
Et={z= (x(n))neN | 2 e Oc,. (w(n+1))p = (™ vn},
ahol a szorzast és 6sszeadast a billentésnek a megszokott médon a kévetkezoképpen definidljuk
(z + y)(i) - li_n>1(:c(i+”) + y(i+n))p") (xy)(i) = g0y,

Tovébbé egy értékelést is megtudunk adni E+-n

vp(e) = v, (@)
és mp, azok az elemek, amiknek pozitiv az értékelésiik. Tovabbiakban rogzitsiik a kovetkezé elemet

e=(1,eM,e®@ e Et, M £1

Ekkor minden £ egy p'-ik egységgyok. Legyen

F=e—1eEt,
ahol —1 a konstans sorozat.
2.2.1. Allitas. v,(7) = -25 > 0.

Bizonyitds. Azt kell belatnunk, hogy
- - . 2 P
0s(®) = 0,(70) = wy((e = ) = v (Jim (¥~ 1) = L.
1
: , P
tehat vp(s(z) -1)= pvp(s(“l) —1). Mér csak az ¢ = 1 eset kell. Vegyiik ®,(z) korosztédsi polinomot. Tudjuk, hogy

Elég beldtni, hogy v,(e) — 1) = Tudjuk, hogy (¢ — 1)P = (=1 — 1 4 (p-vel nagyon oszthaté tagok),

®,(1) = p, és hogy el6all mint Hf;ll (1 — (¢M)%), mivel két tag hdnyadosa egység lesz, ezért azonos mindnek az
értékelése és egyenls —1y-gyel. O

2.2.2. Allitas. (Ax-Sen-Tate) Minden H zart részcsoportjéra G-nek legyen L = (K*)¥ | ekkor

%H B E, ha char K =0
Lrad ha char K = p.

Specidlisan

%GK j(\:K, ha char K =0
Krad ha char K = p.

A bizonyitds megtaldlhaté Fontaine jegyzetében[d], ahol ez a 4.9-es 4llitas.
Tovébbiakban x : G, — Z, a korosztési karakter. Ekkor G, hatdsa e-n a kovetkezd

o6) =2 = 3 (x;m)ﬁk.

k=0

Legyen K egy véges bévitése Qp,-nek és

K,=K(E"), K,= U K,,.
neN
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Legyen
Gk = Gal(Q,/K), Hg =Kery=Gal(Q)/Kx), Tk =Gx/Hg = Gal(Ko/K) = L.

Minden K-ra legyen
Ef ={z = (v,) € ET,z, € Og_/a, Vn} = (ET)7% (Az Ax-Sen-Tate tétel miatt)
Ef ={z = (z,) € ET,z, € Ok, /a, ¥n > n(K)}.

Természetesen ekkor . 5
Ef CELCE", VK.

N
m

Tovabba legyen ~ ~ L .
Ex = E[f | CEx = E[f | CE=E'[7" ' =Fr EY,

ahol az értékelés v (7~ *x) = vp(z) — kvg (7).

2.2.2. 0 karakterisztikaju gytriik

e sz

2.2.3. Definicié. Egy A kommutativ egységelemes gytiriinek definidlhatjuk a p-tipikus Witt vektorait vagy Witt
gytirtijét. Ekkor legyen W (A) := Wp(A), ahol Wp = AP és P = {1,p,p?,...}. Hasonléan definidlhatjuk minden
m € N-re a Wym (A) m+1 hosszi A egyiitthatés Witt vektorokat, de megszoritjuk P-t tgy, hogy P = {1,p,...,p™}.

Legyen

AN = AT = W(ET), A:=W(E)=W(FrE").

Ekkor minden a € A elemet fel lehet frni, mint

o)
a=3 plad,
k=0

ahol aj, € E és [ax] a Teichmiiller reprezentdnsa. A Witt gyfirik konstrukeiéjabdl adéddan létezik két bijekeid
At = (B4, A= (B
Ezeken a gytriikon két topologiat is definidlhatunk:

+ p-adikus topologia: Legyen Et-n (E—n) a diszkrét topologia és a bijekcioval megadunk egy topologidt At
(A-n). Tovabbé a 0 kornyezet bazisa p* AT (pFA) lesz k € N.

 Gyenge topologia: Ezt a topologiat az értékelésiink hatarozza meg és a 0 kornyezet bazisat definidlja, ami
pFA + [#"] AT minden k,n € N.

Legyen A hanyadosteste B := fl[%] B teljes vp-re nézve és az egészeinek gytiriije A és E a maradékteste.
Nézziik Gg, és p-hatés fixtesteit:

- o . - N N | _
A=l =7,  B'=Q, A" =W(Eg):=Ax, B"¢=Ag[-]:=Bk. (2.1)
p
A Witt-vektorokon a Frobenius gy hat, hogy koordindtdnként minden elemet a p-edik hatvanyra emel és IF,, része
E-nek. Késébbi fejezetekben latni fogjuk, hogy a Fontaine gyfiriinél az [¢] elem hasonléan viselkedik, mint e2™ a

komplexszamok testében. Tovabbiakban legyen
m=[e]—1, t=Ilogle]=1log(l+m)

és a G, és ¢ hatésa
pr+1) = (r+1)", g(r+1) = (7+1)x.

Rogzitsiik R
Aap = Zyp[[n]] — AT,
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ami stabil p-re és Gg,-ra nézve. Tovdbb4 legyen

Ag, = T[]l 2] = A,

? m
ahol a telités a p-adikus topoldgidval végezziik el {gy kapunk Ag, elemeinek egy karakterizdlasit
Ag, = {d_arm *lax € Zp, lim wp(ar) = +oo}.
kez
Jeloljiik Bg, := Aq, [%], ekkor B, teljes a vp-Te nézve, Ag, az egészeinek a gyfirtije és Eg, a maradékteste. Tovdbba
vegylink egy véges bévitését Q,-nek, ekkor B tartalmaz egyértelmtien egy By testet, ami olyan bévitése Bg,-nek,

hogy a maradékteste Ex és Ax = Bg N A az egészeinek gyfirfije. Ekkor ¢ és Gj-nak a I'y-val val6 hatéséra stabil
By . Legyen

gur — U B

[K:Qp]<+o0
a legnagyobb eldgazdsmentes bovitése Bg, = £-nek. Tovdbba
B=¢&w,
Ekkor A= BNA= Oz ¢és a hanyosteste A/pA = E. Azt kapjuk az Ax-Sen-Tate tételbdl, hogy

BPx = By, AP = Ag.

2.3. (¢,I')-modulusok

Legyen K egy rogzitett véges bévitése Q,-nek és I' = 'k
2.3.1. Definicié. (¢, T')-modulusok alatt a kovetkezék egyikét értjiik:

o Egy (p,T')-modulus Ay f6lott egy végesen generalt Ax-modulus szemilinedris folytonos ¢ és I' hatdsokkal,
amik kommutalnak. A folytonossigot a gyenge topoldgian értjiik.

o Egy (¢,T')-modulus Bk f6lott egy végesen dimenzids Bg-vektortér szemilinidris folytonos ¢ és I' hatasokkal,
amik kommutalnak. A folytonossigot a gyenge topoldgian értjiik.

o Egy D (¢,I')-modulus Ak 616tt étale, ha ¢(D) generédlja D-t, mint Ax-modulus.

e Egy D (¢,T)-modulus By folott étale, ha létezik egy Ax-rdcsa, ami étale, azaz létezik olyan {ej,...,eq}
bézisa By folott, hogy ¢(e1),. .., p(eq) matrixa ey, ..., eq bazisban GL4(Ak) beli.

2.3.2. Tétel. Legyen V egy Z,-(Q,-)reprezenticiéja Gx-nak. A kovetkezd megfeleltetés
Vs D(V) = (A®g, V)<
egy ekvivalencia a Z,-(Q,-)reprezentacidk tenzor kategéridja és az Ax(Br) étale (p,I')-modulusok kategoéridja

kozott, és az inverz funktor
D~ V(D)= (A®4, D).
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3. fejezet

Galois Kohomolégia és (¢, [')-modulusok

3.1. Galois Kohomolégia
Legyen M egy topologikus Z,-modulus egy folytonos G i hatassal. Legyen H® (G, M) az i-edik folytonos kohomo-

légia csoportja G -nak M egyiitthatékkal. A folytonos kohomoldgia a csoportkohomoldgia specidlis esete, amikor
csak folytonos kociklusokat vizsgalunk, azaz

H (G, M) =M ={z e M:(g—1)z=0Vg€ Gk}

{c: Gx — M folytonos, gicg, + g, = Cg19,, V91,92 € GK}
{c: g~ (g — 1)z, valamely z € M}

Hl(GKv )

Vegyiik észre ez a definicié teljesen ugyanaz, mint a keresztezett homomorfizmusokkal definidlt kohomolégia csak
feltettik, hogy c folytonos. Rendeljiik egy ¢ 1-kociklushoz F. G -modulust gy, hogy

0—-M-—FE.—N—QO,
ahol E; ~ Z,, x M, mint Z,-modulus és G}, hatésa E.-n
g9(a,m) = (a,gm + cg).
Definiciébél kénnyen kijon, hogy
91(g2(a,m)) = g1(a, g2m + cg,) = (a, 9192 + g1¢g, + ¢q,) = g192(a, m),

~ ~

mert gi¢g, + cg1 Cgig;- E. trividlis akkor és csak akkor, ha létezik egy 1 € E., hogy minden g € Gg-re g1 =1,
azaz 1 = (1,2) és g1 — 1= (0,92 — 2 + ¢,) = 0, ami azt jelenti, hogy c egy kohatar.

3.1.1. Tétel. Legyen K egy véges bbvitése Q,-nek. Tovabbd legyen M egy véges hosszi Z,[Gk]-modulus. Ekkor
a kovetkezoket tudjuk:

1. H (Gg,M) =0 Vi >3 és véges, ha i < 3.
2 10 |HY (Gre, M) [ = M|,
3. H=2 (G, Hom(M, i< )) ~ Hom(H' (Gic, M) ,Q,/Z,).

A fejezet tobbi részében részletekben fogjuk beldtni a tételt, a hdrmas pont kivételével, ami megtalalhaté a [3]
5.4 fejezetében.
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3.1.1. A C,,(K,V) lanckomplexus

Tegyiik fel, hogy T'x prociklikus és v a topologikus generdtorja I'x-nak. (Ez a feltétel automatikus pératlan
primekre, és ha Q(u4) része a bévitésiinknek péros esetben.) Legyen V egy Z,- vagy Q,-reprezenticidja G-nak,
tovabbé legyen
H
D)= (A ®z, V) .

3.1.2. Definicié. Legyen C¢ _(K,V) = C, (K, V) lanckomplexus a kivetkezd

1)7\'2

(p—1y-1) D(V) EBD(V) (v=1)m1—(p—

0— D(V) D(V) — 0.

Mivel ¢ és v kommutél, ezért tényleg egy ldnckomplexus lesz. Ha nem okoz jel6lési problémét akkor gyakran C* (V)
jelolést fogjuk hasznalni.

Nézziik meg a kohomoldgiat a lanckomplexusnak:
HY(C*(V)) ={z € D(V),y(z) = x, p(z) = z},
{(z,y): (v =Dz =(p— 1)y}

HY(C*(V)) = {(g =Dz, (y=1)2): z€ D(V)}’
H*(C*(V)) = (7_1)1(,1;)_1)7

HY(C*(V))=0, Vi>3.
3.1.3. Tétel. H'(C, ,(K,V)) ~ H' (Gk,V) minden i € N-re.

Bizonyitds. Korabbiakbdl tudjuk a kovetkez6 egzakt sorozatot, hiszen 0 — F,, — Bt 2L Bt S0 egzakt és a

witt-vektor képzés soran mindent koordindtanként végziink.

057, > AL A0

i =0 eset: Bal oldalt D(V)#=17=1. Elsének is D(V)#=! = (A?=! @z V)Hx = VHr Q1] miatt, ezért
"y
i = 1 eset: Legyen (x,y) olyan par, ami teljesiti a (v — 1)z = (¢ — 1)y egyenldséget. Vélasszunk egy
be (A®z, V)HK elemet gy, hogy (¢ — 1)b = . Definidljunk egy leképzést:
g—1
g€ Gk = coylg) = ﬁy —(g—1)b,

ahol £ y alatt a kovetkezét értjik: mivel x(g) = lim;t00 X (7)™, hiszen y € D(V), azaz fix Hx hatdsa
alatt. Legyen

g—1 -

o 7Y = dim (L4 ")y.

Ez a leképzés egy kociklus, amiknek az értékei V-beliek, mivel g — (g — 1)(5%7 — b) egy kociklus és (¢ —

Dery(9)=(g—1Dz—(p—1)(g—1)b=(9— 1)z — (9 —1)(p — 1)b = 0, tehat ¢, .(g) € D(V)¥=! C V. Méar
csak az kell, hogy bijekciot 1étesit a két kohomolégia csoport kozt.

Injektivitas: Tegyiik fel, hogy Coy = 0 H' (G, V)-ben, ekkor létezik egy z € V, hogy c;,(9) = (9 — 1)z
minden g € G, 1y = (¢ — 1)(b — z) minden g-re. Ebb6l tudjuk, hogy b — z € D(V), mert g € Hg
fixen hagyja, de akkor y =(y—1)(b—2) ésx = (o —1)(b— 2), de akkor 8k 0-dk H'(C*(V))-ben.
Sziirjektivitas: Legyen ¢ € H' (G, V) akkor van a c-hez asszocidlt G, modulus

0=V —=E.—Z,—0,

ahol B, =Z, xV,e € E. — 1 € Z, és ge = e + ¢4, ahol g — ¢4 reprezentilja c-t. Alkalmazzuk a D(—)
funktort a roévid egzakt sorozatunkra:

0—D(V)— D(E.) —» Ax — 0
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Iwasawa-elmélet (o, I')-modulusokra

vildgos, hogy D(E.) CA® E. ésé € D(E.) — 1 € Ag. Legyen

z=(p—-1) y=(yv—1)¢,

mindkettd része D(V)-nek és természetesen teljesitik, hogy (y — 1)z = (¢ — 1)y. Tovabbd legyen b=¢ —e €
A ®z, E.. Ekkor c;4(g) = z—jy —(g—Db=cyés (p—1)(b) =x.

3. Most legyen ¢ > 1. Vegyiik megint a
05Zp AL A0

egzakt sorozatot. Alkalmazzuk 14 a V ® — és a H' (Hg, —) funktorokat és ezzel kapunk egy

0— VHx & D) 25 D(V) — H (G, V) = 0

mivel A® V ~ &(A/p"), mint Hg-modulus. Tovabbd H' (Hx, A® V) =0, ha i > 1, ezért H' (Hg,V = 0),
ha i > 1.
Most a Hochschild-Serre spektrélis sorozatbdl kapjuk az

1> Hgx -G > T —1

egzakt sorozatra, hogy H' (T, H’ (Hg,V)) = H'" (Gk, V). Eloz6kbél tudjuk, hogy ha i vagy j nagyobb
mint egy akkor 0 lesz a kohomoldgia, ezért kapjuk a kévetkezdket:

H'(Gg,V)=0, hai>3
H*(Gg,V)~ H Ty, H (Hg,V)).
Mivel H! (Hg, V) = 20 ezért

p—17

m2(Ge vy~ 2V

D(V) D)
e—1" (¢—1,y=1)

AS)

3.1.4. Megjegyzés. Az inflacié-restrikcié egzakt sorozat egy kommutativ diagramma valik:
0 —— H! (FK,VHK) —— H'(Gg,V) —— H! (HK,VFK) — 0

L u

0 DO HY(Cpr (K, V)) (20 0

y—1 p—1

ahol a H'(C, ,(K,V)) — (%)Fk leképzést az adja meg, hogy az (x,y) elemet elkiildjiik = képébe.

3.1.5. Megjegyzés. Legyen 7/ egy mésik generdtorja I'jc-nak. Ekkor 2=% € (Z,[[Tk]])* és kapunk egy kommu-

1
tativ diagramot: !
Cyory:0 —— D(V) —— D(V) & D(V) D(V) 0
l],‘fl l”tll l[d l[d
Coy:0 —— D(V) —— D(V) & D(V) D(V) 0
ami indukal egy kommutativ diagramot
1 . by 1 .
HY(CS ) . HY(C,)
\ZK(')Y)L%’Y
lK("//)ngy—Y/

HY(Gg,V)

ahol L (7) = 28X ahol log(x(I'x)) =~ p" X2,
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3.2. A v operator
3.2.1. Lemma. 1. {l,e,...,eP" !} bdzisa Eq, /¢(Eg, )-nek.
2. {l,¢,...,eP71} bazisa Ex /p(FEr)-nek.
3. {l,e,...,eP71} bazisa E/p(E)-nek.
4. {1,[e],..., [e]P~'} bazisa A/p(A)-nek.
Bizonyitds. [3]Colmez 5.3.1-es lemméjaban megtalalhato. O

3.2.2. Definicié. A ¢ : A — A operatort a kovetkezéképpen definidljuk

3.2.3. Allitas. 1. oo =1d.

2. 1 felcserélhetd G, -vel.

Bizonyitds. Legyen x € A ekkor ¢(z) = [g]%p(z0), tehat tényleg 1o = Id.

A masik allitashoz vegyiik észre, hogy

p—1 p—1

9> el e(@) = > [e]¥Dp(g(:).

=0 =0

Legyen iy = ix(g) — pjg, ahol 1 <4y <p—1,hal <i<p-—1, ekkor

(O [ Do(g(x:))) = ¢(e(gz0)) + > _[elw @[] (1)) = g(xo).
=0 i=1

O

3.2.4. Kovetkezmény. 1. Ha V egy Z, reprezentacidéja Gg-nak, akkor létezik egyértelmtien egy ¢ : D(V) —
D(V) operétor ugy, hogy
V(p(a)z) = ayp(x), Plap(z)) =p(a)r,

ha a € Ax,x € D(V) és v felcserélhetd I' k-val.

2. Ha D egy étale (¢,I')-modulus Ax vagy By folott, akkor 1étezik egyértelmiien egy ¢ : D — D operétor ugy,
hogy teljestil az i, feltétele. Tovabba minden = € D-re

p"—1
z= Y [ (@),
i=0
ahol z; = ¢ ([g] 'z).
Bizonyitds. [3] 5.3.4-es kovetkezményében megtalalhato. O

4. Példa. Legyen D = Ag, D Aap = Zy,[[r]] a trividlis (¢, I')-modulus és [¢] = (14 7). Ekkor egy © = F(w) € A&p
elemre p(z) = F((1 + )P —1). Mivel Aap—t is felirhatjuk a bazisunkban, ezért legyen
p—1
F(m) = Z(l + ) F((1+m)P —1),

=0
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ekkor persze ¢(F(m)) = Fy(m). Ha F(m) Zy[[r]] beli, akkor latszik, hogy minden F;(7) is, tovdbbd U’(E@) C E('Q'Fp =

Fp[[n]]. Igy azt kaptuk, hogy 1/)(A6p) C A(gp. Ebbdl megkaptuk, hogy 1 folytonos a gyenge topologidra nézve.
Tovabbé

e(Y(F(m))) = Fo((1 +m)P Z Z (L+m) Fi((2(1+m))P — 1) (3.1)
7ZF (1+m)—1). (3.2)

3.2.5. Allitas. Ha D egy étale p-modulus A felett akkor 1 folytonos a gyenge topolégidra nézve.

Bizonyitds. Mivel A egy véges szabad modulus Ag, folétt, ezért elég K = Q, esetet vizsgdlni. Valasszunk
e1,...,eq elemeket D-bdl gy, hogy

D= @(AQp/p"i)ei, n; € NU {oo}.

Kihasznélva, hogy D egy étale modulus nézziink D-re mint D = @(Aq, /p"*)¢(e;). Ekkor kapunk egy kommutativ
diagramot:

I -

D(Aq, /p")p(ei) ————— D(Aq,/p™)ei

Y- wip(ei) o v(wi)es

Mivel 2 — 9 (z) folytonos Ag,-ban, ezért 9 folytonos D-ben is. O

3.2.1. A D¥=! és D/(¢) — 1) részmodulusok
3.2.6. Lemma. Ha D egy étale p-modulus Eq, f6lott akkor

1. D¥=! kompakt.
2. dimg, (D/($ — 1)) < +oo.

Bizonyitds. 1-es: Valasszunk egy {e1,...,eq} bazisdt D-nek, ekkor {¢(e1),...,¢(eq)} szintén bazis lesz, hiszen D
étale. Rogzitsiik vg(x) = inf;vp(x;) ha x =), xrp(e;), z; € E[pr. Ekkor

d
= Zw(ml)el €; = Zai7,j<)0(€7)
i Jj=1

Legyen ¢ = inf; j vg(a;, ;), ekkor

vp(¥(2)) = ¢ + mfop(¥(z;)).
Korébbiakbdl ¢:(Ef ) C ES és (") = #*(X), amibdl kapjuk, hogy vg(ih(z)) > [, Tehdt

vg(x) vg(z)
) JZc+] ) J-

vB(H(®)) 2 ¢+ inf]

Most ha vg(z) < p;_l) akkor vg(¢(x)) > ve(z). Ekkor D¥=! zart, mivel 1 folytonos és egy kompakt halmaz

részhalmaza
d

M= o sup(e) 2 BEED) € R[] - el
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de akkor D¥=! kompakt is.

2-es: Az elsd allitasbdl kovetkezik, hogy ¢ — 1 bijekcié D/M-n. Elegendd beldtni, hogy M/((¢) — 1)D N M) véges,
vagy ekvivalens, hogy (¢ — 1)D tartalmaz egy {z : vg(x) > ¢’} halmazt valamilyen c'-re.

Irjuk fel p(z;) = 2?21 b; je;. Legyen ¢o = inf; ; vg(b; ;), ekkor

d d d d
r = le«p(ei) = le wae] = Z inbi,j)ej.
i=1 i=1 '

Jeloljiik az utolsé szummaban belsd tagot y;-vel, ekkor x = 2?21 yje; és

vE(yr) > co + ve(x).

Ebbél azt kapjuk ¢(x)-re, hogy

ve(p(r)) = infup(p(y;)) = pinfue(y;) > pus(z) + peo.

Tehét, ha vp(z) > 229 + 1 akkor vp(p"(2)) > p". Széval y = 3272, ¢'(x) konvergal D-ben, viszont

W=Dy= ¢'@) =) ¢)=
i=0 i=1
tehdt (¢ —1)D tartalmazza {z|vp(z) = 755 + 1} halmazt. O

3.2.7. Allitas. Legyen D egy étale p-modulus Ag (Bg) felett ekkor:
1. D¥=! kompakt (lokdlisan kompakt),
2. D/(y — 1) végesen generalt Z, (Q,) folott.

Bizonyitds. El6z6hoz hasonléan a problémat redukalhatjuk K = Q,-ra, tovabba By eseteket megkapjuk Ag-bol
Qp ®z, — funktor hasznédlatdval. Tehdt legyen D egy Ag, modulus.

Els6 allitas: Vegyiik észre, hogy D¥=1 = 1'&n(D/p"D)w:1 és az el6z6 lemma szerint D /p"™ D kompakt, ha n szerinti
indukei6t vesziink. EbbSl D¥=1 is kompakt Mésodik allitas: Nézziik a (D/(¢p —1))/p =~ (D/p)/(1) — 1) hanyadost,
ami véges F), felett. Le kell ellenérizniink, hogy

ha z = (¢ — 1)yn + p"Z, minden n € N, akkor z € (¢p — 1)D.
Ha m > n, akkor y,, —y, € (D/p™)¥=1, ami kompakt, széval ki tudunk valasztani egy konvergens sorozatot mod p".

Igy kapunk minden n-re diagondlisan egy értéket mod p™. Tehat v, konvergal y-hoz D-ben és = = (1) — 1)y. O

3.2.2. D¥=% mint I'-modulus

Legyen p egy paratlan prim és I'g = I'g, ~ Z,’. Legyen I', C T'g és I';, = 1 + p"Z,, han > 1. Ekkor Ty = A x I'y,
ahol A = pp_q1 és Ty, = @m Ty /Thim. Legyen

L Z n/rn+m
Minden pozitiv n-re legyen =, I'), topologikus generatora, igy kapunk egy megfeleltetést a megfelel§ gytirik kozt:
Zy[[Tul] <= Z,[[T]] = Ag,
ahol a megfeleltetések T +— ~,, — 1 és T — w. Tovabba
Zp[[To]] ~ Zp[A] @ Zp[[T]],
Zp{{Tn}} := Zp[[Tn]l[(vn — 1) 7] = Ag,,,
Zp{{To}} = Zp[A] @ Zp{{T'1}}-

Ha mod p vessziik a masodik izomorfizmust akkor F,{{I';,}} ~ Eq, -t kapjuk.
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3.2.8. Lemma. Legyen M egy topologikus Z,-modulus, amin folytonosan hat I',. Ekkor Z,[[I',]] is folytonosan
hat M-n. Tovabb4, ha ~, — 1-nek van folytonos inverze, akkor Z,{{T',}} is hat folytonosan M-n.

Bizonyitds. Mivel minden i 1étezik k, hogy 'y, 1 trividlisan hat M/M;-n ezért nézzik Z, [Ty, /T 11| hatasét M/M;-n
és vegytk az inverz limeszeket. Ha ~,, — 1 invertalhat6 akkor természetes médon kiterjed Z,{{T',,}}-re. O

3.2.9. Lemma. 1. Legyen n > 1, vg(y,(7) — 7) = p"vp(7),

2. Minden = € Eg,, vg(vn(z) — ) > vp(z) + (p" — 1)vp(7).
Bizonyitds. Mivel a v, egy generdtorja I',-nek, {gy a x szerinti képe 1 + p"Z-ben van. Igy
(@) = (@ —=1) = (L+7) = (L+ D)L+ )P = 1) = (L +7)((1+7)" - D,

ahol u € Z. Ezzel az els6 allitast belattuk.
Most legyen = = 7%, arp®, ekkor vg(z) = kovg (7). Nézzik

ﬁ'
’y ’Lk‘(]

:]z

innen konnyen kovetkezik, hogy

Yn(z) — 2

T 2) = vn(n(x) =) — B () = 7) 2 (k — os(R).

’UE(

Most az elsO részt felhasznédlva készen vagyunk. O

3.2.10. Allitas. Legyen D egy d dimenziés étale (o, T')-modulus Eg, folott. Tovabbd n > 1, (i,p) = 1.Ekkor a
kovetkezok teljesiilnek

o Vv eI indukél egy e'¢™(D) ~ eX(Mip"(D) izomorfizmust,
e Minden 7, — 1 elemnek van folytonos inverze e'¢™(D)-ben és ha {e1,...,eq} egy béazisa D-nek akkor
F,{({Tu 1} = ¢™(D),
egy topologikus izomorfizmus, ahol a hozzarendelés

Ay Ag) = ALEQ™ (D) + -+ + A€l ™ (D).

Bizonyitds. Vildgos, hogy v € I' egy leképzést indukal a két részmodulus kozt. Tovabba ha vesziink egy siX('Y)ga"(x)
elemet akkor £'¢" (v~ 1x) pont oda fog menni, illetve mivel v(x) = 0 kévetkezik, hogy x = v~1(0) = 0. Most vegyiik
észre, hogy a masodik rész allitasanak tulajdonsaga leszald, ugyanis

e'e"(D) = 6%"(@ p(D)) =PI (D),

tovabbd ha n > 1 akkor v,4+1 = 72, ezért %171 = %H (I +y 4+ v2~1). Ezzel kaptunk egy

Fp{{Tn}} = Fp{{Tns1}} + - + A Fp{{Tns1}}

izomorfizmus, ezért elég csak elég nagy n-re nézni.

Vegyiink egy {e1,...,eq} bazist ugy, hogy vg(vn(e;) — e;) > 2vg(7) ekkor miatt minden x € D-re

vE(Yn(z) — ) > vE(z) + 20g(7).

Most x(vn) =1+ p"u, u € Z,, tehit
('™ (@)) — 9" (x) = €' (e ™" (yn(2)) — " (7)) = " (" ("1 (x)) — " ().
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Mivel v, — 1 generalja F,{{T,}}-t, ezért elegendd belatnunk, hogy létezik f := £™~, (z) — z-nek folytonos inverze
D-ben, tovabbd, hogy D egy F,{{f}}-modulus a vélasztott bazisunkkal. Legyen o = ¢'* — 1 ekkor vg(a) = vg(7),
mert iu € Z, . Ekkor

U _ —1 -1
vp(L @)~y = up (I ()~ LTS ) 2 (B2 (@) = () + ()
Tehét g — 1 szigorian noveli az értékelést, {gy 1étezik g—hoz inverz, legyen g := > 2 (1 — 5)1 és vg(g(x) —x) >

s
vp(z) + vp(7). De akkor f is invertélhaté és f~' = g(£) és vp(f~'(z) — £) > vp(x). Legyen k € Z ekkor
ve(ff(z) — a*z) > vp(z) + (k + Dop(7).

A fenti egyenlStlenséget indukcidval 1latjuk be. Csak novekvé tagokra latjuk be, a negativ tagokra hasonléan kell.
Tegyiik fel, hogy tudjuk n-ig. Az allitas helyett egy ekvivalens egyenl6tlenséget latunk be, mégpedig, hogy

v((%)"(z) —z) 2 ve(z) + ve(R).
Most nézziik

ws(Dy @) 2 = o D@ - @ + @ - 0 2 mins( ) @) + v@), s + s,

(0% « « (0%

Tehét be kell 1atni, hogy a bal oldali tag legalabb annyi, mint a jobb oldali.
vp((5)"(x) = ve((=)"(z) — 2+ ) = min(ve(z) + ve(7), ve(T)),

azaz (g)"(x) értékelése legalabb akkora, mint z-nek.
Legyen M = E&pel S RRRN<) Eaﬁp eq ekkor f* indukalja a kovetkezd izomorfizmusokat

M/7M ~ o*M/a* 1M ~ 75 M /7M.
Tehét fRF,[[f]ler @ - & fFF,[[f]]eq stirli #M-ben és a kompaktsig miatt egyenléek is akkor. O
3.2.11. Allitas. Ha D egy étale (¢, T)-modulus Ax vagy Bx folott akkor v — 1-nek van folytonos inverze D¥=%-n.
Bizonyitds. [3] 5.3.13-as allitasa. O
3.2.12. Allitas. Legyen Cy.~ a kovetkezo lanckomplexus

(p—1
)

0 DV) YD pvy g pv) LTI oy o,

ahol 71, mo a megfelel vetités. Ekkor kapunk egy kommutativ diagramot:

Cpry:0 —— D(V) —— D(V) & D(V) D(V) 0
J{Id - J{Id lf#’
Cyr:0—— D(V) — D(V) & D(V) D(V) 0

ami izomorfizmust indukél a kohomolégiakon.

Bizonyitds. Mivel (—¢)(¢ — 1) =9 — 1 és ¢ kommutdl y-val, ezért a diagram kommutativ. Tovdbbd v sziirjektiv,
tehat a komagok 0-k és a magok révid egzakt sorozata

0—0— D(V)¥=0 2= p(v)¥=0 — 0.
Az el6z6 allitas szerint v — 1 invertalhatd, tehat nincs kohomolégia. O

A kovetkezd tétel egy Osszefoglald arrdl, hogy mit tudunk a reprezentaciék csoportkohomolégidirdl.
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3.2.13. Tétel. Ha V egy Z,- vagy Q,-reprezenticidja G x-nak, akkor Cy, (K, V') kiszdmolja a kohomoldgidit V-nek:
1. HY(Gg,V) = D¥=17=l = D(V)»=1=1,
D(V
2. HQ(GK7V) ~ ﬁ.

3. Létezik a kévetkez6 rovid egzakt sorozat

(zy)—=

%M—)Hl(GK,V) (D(V)

~y=1
po— - ) — 0.

—_

3.2.14. Tétel. Legyen V' egy véges Zy-reprezenticioja G g-nak, ekkor
2 .
V) = [[1H (G, V)|V = v |1,
i=0

Bizonyitds. A Shapiro lemmabdl tudjuk, hogy

H (Gg,V) ~ H (GQP, Indg, % V) .

Mivel |Indgip V| = |V|EQ] ezért feltehetjiik, hogy K = Qp. Egy reprezentaciok rovid egzakt sorozatara tudjuk
0=V =V =V, =0,

hogy x(V) = x(V1)x(V2) és |V | = |V1]|Va| egyenléséget megkapjuk a kohomoldgidk hosszi egzakt sorozatdbol. Ezzel
redukalhatjuk a kérdést, amikor V' egy Fp-reprezentacidja G k-nak. Ekkor tudjuk, hogy

Y = | D(V)#=to=)

DWV)*=t C(V), , D(V)., -
Y = |2
v v Y -1
D(V)
|H?| = | —— |
(¥—1,v-1)
ahol C(V) = (¢ — 1)D¥~1. Tehat |HO||H?||H|~! = @ ~1 mivel D(V)?=1 és D(j/) véges csoportok és minden
y—1 (p—1)

véges csoportra
=1 y—1 M

0— M" —>M—>M—>—1—>0
5 —

M

=77 |. Tovabbd % egy Fp-modulus, aminek a rangja dimpg, D(V) =

az egzakt sorozatbol kovetkezik, hogy |[M 7= = |
dimp, V. Ezzel megkaptuk a tételiinket.
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4. fejezet

Az Iwasawa modulus és Z;(1) modulus

Legyen K egy véges bévitése Qp-nek, illetve Gx = Gal(K/K). Ekkor testek egy tornyat tudjuk konstrualni

ahol K,, = K(upn) és Ty, = Gal(K o /Ky) = 'yg”, ahol v,, a topologikus generatorra I',,-nek. Ez akkor allhat fenn, ha

n > 1 paratlan prim esetén és n > 2, ha p = 2. A generatorokat gy valaszthatjuk, hogy 7, = " Tudjuk, hogy
Zy[[T'k]], ahol I'x = Gal(Ko/K), izomorf Z,[[T]]-vel, ha ellatjuk a (p, T')-adikus topoldgiaval és az izomorfizmus
T — ~ — 1. Tovabba ismert, hogy

Zp|[Tk]]/(vn — 1) = Zp[Gal(Kn/K)].

4.1. Iwasawa modulus

Az Iwasawa algebrédra tekinthetiink, mint egy G x-modulus, hiszen vegyiink egy g € Gk elemet és egy x € Z,[[I'k]].
Ekkor gr = gz, ahol g a G — 'k faktor leképzésnél g-nek a képe. Tovabbi faktor leképzésbol megkapjuk, hogy
Z,[Gal(K,/K)] is egy Gi-modulus.

Vegyiink egy M Z,[Gk]-modulust és hasznéljuk a Shapiro lemmat, azt kapjuk, hogy

H'(Gk,,M) = H" (Gk,Zy|Gal(K,,/K)| @ M),
ahol az inverz leképzés

(01,0 Y. g®Cy(on,...,0)] = [(01,...,03) = Cualo,...,0%)].
geGal(K, /K)

Ebbol a megfeleltetésbol kapunk egy kommutativ diagramot:

H (Gx,,,, M) ——— H (Gx,Z,[Gal(K,41/K)] @ M)

Hi (Gg,, M) —— H' (G, Z,y[Gal(K,/K)] © M)

n)
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ahol a jobb oldali leképzést a Galois csoportok kozti leképzés indukal. Egy > geGal(Knir/K) 9 @ Cy elemhez hozza
rendeljiik a }° o, x) T(9) ® Cy elemet, ahol 7 : Gal(Kp41/K) — Gal(K,,/K) természetes leképezés.

4.1.1. Definicié. Legyen V egy Z,-reprezentaciéja G'x-nak. Ekkor legyen
Hi (K,V) £_H (Gk,,V),

ahol az attérési leképzések a koresztrikcios leképzések.

Legyen V egy Q,-reprezenticiéja G g-nak. Ekkor vegyiink egy T stabil Z,-racsot V-ben és legyen
Hi, (K, V) = Q, ®z, Hi,(K,T).

Mindkét esetben H{ (K,V) hivjuk a reprezentdcié Iwasawa-modulusanak.

4.1.2. Lemma. Legyen 7, = 37_11 =149, 1+-+7] € Z,[[Tk]], ekkor a kovetkezé diagram kommutativ:

-1

Cypm (K, V) £ 0 D(V) D(V) @& D(V) — D(V) —— 0
S
Cw,Wn—l(anlvv) :0 D(V) ( ) D D(V) B D( ) —0

és egy koresztrikciot indukal a kohomolégidkon a
Hi (01[)7"/71 (KTU V)) ; Hl (C¢,'}’7171 (KTL—17 V))
leképzés altal.

Bizonyitds. T, leképzést indukal a kohomoldgidkon és megegyezik Trg /g, ,-val H Y-n, hiszen pont a Galois kon-
jugdltak osszege. EbbOl természetesen a koresztrikciét indukal H*-n. O

4.1.3. Tétel. Legyen V egy Z,- vagy Qp-reprezenticidja G g-nak. Ekkor
o H{ (K,V)=0,hai#1,2.
e HL(K,V)= D)=L HE (K,V)= D(V)/(x) — 1) és az izomorfizmusok kanonikusak.
A bizonyitashoz sziikségiink lesz egy lemmara.

4.1.4. Lemma. Legyen M kompakt és folytonosan hat rajta I'x, ekkor

M =~ Jim(M/ (7, — 1)).

n
Bizonyitds. Természetes médon 1étezik M-bél lim M /~, — 1-be.
Injektivitas: Legyen V' egy nyilt kornyezete O-nak. Minden x € M létezik n, € N és x € U, nyilt kornyezete
r-nek gy, hogy (y — 1)z’ € V, ha v € I'x,, és 2’ € U,. Mivel M kompakt, ezért véges sok U,-szel fedhetd és
valaszthatunk egy n = maxn, szdmot. Tehdt (y — 1)M C V, ha v € I'k,,. Most vdlasszunk nulldnak egy csokkend
kérnyezeteit Vo D V4 D --- D V,, D ... és mindegyikhez tartozzon egy k,, természetes szdm, hogy (v — 1)M C V,,,
ha v € T, . Vegyiik ezeknek a kornyezeteknek a metszetét (| V,, = {0}. Innen ha egy elem képe nulla akkor
x € N(vn — )M C Vi, = {0}, tehdt tényleg injektiv.
Sziirjektivitas: Legyen (z,)nen € lim (M/(vn —1)). Az el6z6 bizonyitds soran pluszban belattuk, hogy minden
ilyen sorozat Cauchy-sorozat, mert nagyobb indexhez kisebb kornyezet tartozik. Mivel M kompakt is, ezért 1étezik
hatérérték x = lim z,, tovdbbd x4 — 2n = (¥ — 1)yx minden k > 0. Hasonléan 1étezik y = lim y;, amibdl kapjuk,
hogy « — x,, = (v — 1)y. Ezzel megkonstrualtuk az elemiinket, aminek a képe (z,,). O

Bizonyitds. (Tétel)
Kordbban beldttuk, hogy H* (G, M) = 0, ha i > 2. Tovdbba Q,, esetet megkapjuk Q,®z,-vel val6 szorzdssal.
Legyent=0:

HY (K, V) L m V&,
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Jobb oldalt egyre névé modulusokat kapunk, amiket tartalmaz V, tovibba V egy véges dimenziés Z,-modulus,
ezért stabilizalodik egy ng indextél kezdve. Ettdl az indextdl kezdve a nyommal vald szorzas megegyezik a p-vel
valé szorzéas, de V-ben nincs p-vel oszthat6 elemek, tehat muszaj 0-nak lennie.

Legyen i = 2 : Tudjuk, hogy H?(Gk,,V) = %. Mivel D(V') moduluson a koresztrikciés leképzés az
identitas indukalja igy:

. D) D(V)
HE (K, V) =lim Yo —1) = ;
V)= oy O = D =
hiszen hasznéljuk a lemméankat és, hogy % kompakt.
Legyen ¢ = 1 : Vegyiik a kovetkez6 kommutativ diagramot:
=1 _
0 S H'(Gx,,V) —2— (502t 0
J{Pl lcor lﬂl
=1 _
0 PO H' (Gr,y, V) —— (FED) =1 —— 0

ahol p1(y) = y, p2((z,y)) =  minden x,y € D(V). Hasznéljuk az inverz limeszt a diagramunkra és kapunk egy
balegzakt sorozatot:

_ D(V)¥=! 1 . DV)
Korabban belattuk, hogy D(V)¥=! kompakt tehat hasznaljatjuk a lemmadankat, tovabba a jobb oldali tagra hasz-
nalhatjuk az ¢ = 0 esetet, igy megkaptuk az izomorfizmusunkat. O

Az el6z6 fejezetben beldttuk, hogy ha D egy d dimenzids étale (o, I')-modulus Eq, f6l6tt, akkor C' = (¢ — 1)D¥=!
egy szabad Fp[[T'g,]]-modulus és a rangja d.

4.1.5. Kovetkezmény. Legye D egy d dimenzids étale (¢,I')-modulus Ex folott, ekkor C' egy szabad F,[[I' k]]-
modulus és a rangja d - [K : Q,].

Bizonyitds. Mivel [Ex : Eq,] = [Hq, : Hk], tovabba F,[[['g,]] dimenzidja [I'g, : I'x] F,[[['k]] folott. Ezekbél
kapjuk, hogy C' dimenziéja tényleg d - [I'q, : I'x] - [Ho, : Hx] = d - [K : Q). O

4.1.6. Allitas. Legyen V egy szabad Z,- vagy Q,-reprezenticidja G'i-nak, ekkor a kévetkezok teljesiilnek:
o D(V)¥=1 egy Z,[[Tx NT4]]-részmodulusa D(V)¥=1-nek.
o Létezik a kovetkezo egzakt sorozat:
0— D(V)¥=' = D(V)¥=! £ C(V) -0,
és C(V) egy szabad Z,[[T' k]]-modulus, aminek a rangja d - [K : Q,] vagy Q, ®z, Z,[[T'k]] folott.
Bizonyitds. Mivel D(V)?=! = VHx torzi6 modulus, hiszen végesen generalt Z,, folott, ezért a masodik allitasbol
kovetkezik az elsé. Elég beldtnunk, hogy C(V)/pC(V) szabad modulus megfelel§ dimenziéban F,[[['k]] {6lott.

Vegyiik a kovetkez$ kommutativ diagramot:

0 ——— D(V)*=! — 5 D(V)=! —2=1, (V) —— 0

| |

0 —— (D(V)/p)#=" —— (D(V)/p)*=" 2% C(V/p) — 0

tovabba a

0 pV 1% Vip —— 0
JT*I JTA iT_l
0 pV 1% Vip —— 0
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diagramot, ahol 7' : V. — V Z,-linearis leképzés. Az utébbira hasznalva a kigyé-lemmat megkapjuk az elébbi
diagram komagjait és szintén a kigyd-lemmabdl kapjuk a komagok lanckomplexusat:

p — torzid része D(V) — p — torzid része D(V) — CV/p) — 0.
(p—1) (=1 C(V)/pC(V)
Mivel (ji(_vl)) végesen generalt Fp-vektortér, igy % is végesen generélt IF,-vektortér. Tehat C(V)/pC(V)
egy F,[[['k]] rdcsa C'(V/p)-nek, de tudjuk kovetkezmény miatt, hogy C(V/p) egy szabad F,[[I"k]|]-modulus és
a rangja pont d - [K : Q,]. O

4.1.7. Kovetkezmény. Legyen V egy szabad Z,- vagy Q,-reprezentacitja G x-nak, ekkor a H{, (K, V) modulusnak
a torzi6 Zp[[Lx NT4]]-modulusa D(V)?=! = VHr | tovabba HY, (K,V)/VHx egy szabad Z,[[I'k]] modulus és a
rangja d - [K : Q).
4.1.8. Eszrevétel. A kévetkezd lanckomplexus
0— D(V)¥=t = D(V)¥=! 5 C(V) =0
csak egy inflacié-restrikcié egzakt sorozat, azaz
0= H' (T, A@ VIK) 5 H' (G, A® V) = H' (Hc, A® V)™ = 0.
Tovabba, ha van egy 0 = V; — V — Vo — 0 egzakt sorozatunk reprezentacidknak, akkor
0—D(V;1) = D(V)— D(Va) =0
is egzakt. Erre hasznalva a kigy6-lemmat kapjuk, hogy
0— D(V))¥=! = D(V)¥=t = D(Vo)¥=r = D(V1)/vp —1 = D(V)/1h —1 — D(Va) /) — 1 — 0.

A tétel miatt kaptunk egy hosszu egzakt sorozatat az Iwasawa modulusoknak.

4.2. A Z,(1) modulus

Vegyiik egy x : Gg, — Zj karaktert. Ekkor Z,(1) x-vel vett egyszeres csavarasa lesz a p-adikus egészeknek. Legyen
g € Go, és x € Zy(1) ekkor gr = x(g)x. Belattuk a kovetkezd izomorfizmust

Exp* : H (K,V) — D(V)¥=L.

Specidlisan K = Q, és V = Z,(1)-re. Tovabbé vegyiik észre, hogy D(Z,(1)) = (A ® Z,(1))"% = Ag, (1), amin
szokésos médon hat a ¢ és ¢ és minden v € I' y(f(m)) = x(v) f((1 + 7)X®) — 1), minden f(7) € Ag, (1).

4.2.1. Allitas. 1. AYT =7, Lo (A )7
2. Létezik a kovetkez6 egzakt sorozat
0= Z, = (44 )'=1 £ (wAF )= = 0.
Bizonyitds. A kovetkezoket tudjuk:
L y(AG) C AL
2. 9(x) =1

3. vp(Y(z)) > [, ha x € By,
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Tehat ¢ — 1 bijekcié Eg, / ﬁ’lEgp és emiatt Ag, / W*IA@, mivel csak Witt vektorainak a gyftiriije. Tehat
Yx)=2x = x € 7T_1A6p.

A misodik allitdshoz tudjuk, hogy (¢ — 1)145p C 7TA6P. Ekkor minden z € (xA5P)¢:O—ra ©"(z) konvergél 0-hoz.
Ekkor z =37 " (z) € Aap. Konnyen kiszamolhat6 ¢ (y) =y és (p — 1)y = —x, tehdt ¢ — 1 sziirjektiv. O

Definidljunk minden £(™-hez egy m,-t mégpedig m, = ™ — 1 és F, = Qp(my). Ekkor m, az unifirmizal6
elem és Np, /5, (Tny1) = T és OF,,, = Op,[mn1]/((1 + Tny1)? = 1+ 7). Vélasszunk egy a € F* és egy
z = (a,2M,...) € E. Ekkor z nem egyértelmti, de minden 2’ = (a,2’1,...)-re 2/ = xc* valamilyen u € Z,.
Legyen g € G, ekkor

g\x c

10) _ 0, o(g) e 7,1
és c€ H' (Gp,,Z,(1)). Ezzel megkaptuk a Kummer leképzést:

K FY — H (Gp,,Zp(1)),

ahol a hozzarendelést a — c,.
A Kummer elméletbdl kapjuk, hogy H' (GF, , Zy(1)) = Zy-k(m,) ®K(OF, ). A koresztrikci6 definiciojabol kovetkezik,
hogy a kévetkez6 diagram kommutativ

FYX, —— H'(Gp,,, Zy(1))

l}VFn+l/Fn lFOT

FY —— H'(Gr,, Zy(1))
és az inverz limesz tulajdonsagaibdl kapunk egy
kol Y = H'(QZ,(1))

leképzést és

HY (@, Zy(1) = Z, - s(limm,) & £(lim OF).

Kaptunk igy elsének is egy lim O;ﬂ — D(Z,(1))¥=! leképzést, de azt fogjuk latni, hogy ezt az egész @ Op, —{0}-ra
kiterjeszthetjiik. Sajnos a ]éx_p* ok leképzést nehezebben értjiik, viszont tudunk konstrualni egy kozvetlen leképzést.

4.2.2. Tétel. Legyen u = (up)n>1 € m Op, — {0}, ekkor létezik egyértelmiien egy f,, € Z,[[T]] hatvanysor, ami
teljesiti, hogy f,(m,) = u, minden n > 1-re.

Bizonyitds. [3] 7.3.1-es tétele és a bizonyitdst a 7.3-as fejezet tobb lemma segitségével bizonyitja. O
Ezzel a tétellel megadtuk a leképzést.

4.2.3. Tétel. A kovetkez6 diagram kommutativ:

lim O, — {0} : (@), Z,(1)

Afu
u— At(ﬂ)
Exp*

D(Zy(1))¥

ahol 0 = (14 T)4%.
Bizonyitds. [3] 7.4.1-es tétel és a bizonyitasa a 7.5-0s fejezetben taldlhato. O

A tétel jelentOségét egy példan keresztiil fogjuk megérteni.
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5. Példa. Legyen a € Z ugy, hogy (a,p) = 1. Ekkor a kovetkezd elem

-1
) € Qp(ppn)

egy korosztasi egység Og,(,.,»)-ben. Ekkor

’yfa('/Tn)
unEFn:@ Hpn )y  Un = ———,
P( P ) 7—1(77-11)

ahol v, € I'g, az az elem, amire x(74) = a. Mivel a norma 7, 1-t 7,-be kiildi és kommutal y-val, ezért Np, ., /p—p(Uny1) =
Uy, tehat
u= (up) € im Op,.

A hatvénysor gytir{i és az Iwasawa algebra koézti izomorfizmusbdl egyértelmiien latszik, hogy

A+ T) -1 Ofu a 1
fu= i+1)1=1" f, (Q+T)e—-1 T

Ekkor % segitségével megkonstrudlhatjuk a p-adikus zeta fiiggvényt. A konkrét konstrukcié megtaldlhaté [3]
1.8.3-as fejezetében.

4.3. Normalizalt Tate nyom

Mint korabban, legyen 7, = (™ — 1, F,, = Qp(mn), Foo = U Fh.

4.3.1. Lemma. Han > 1 és x € F., akkor p~* Trp

in/Fn T nem fligg k-tol, ha x € F, 4.

Bizonyitds. Vegyiik a legkisebb k-t, hogy = € F,1; és hivjuk ko-nak. Ekkor minden k > ko-ra Trp, ., /r,
T,/ Fuing TEFpyrg/Fu- Felhasznalva, hogy L/K esetén, ha x € K, akkor Try /g (z) = |L : K|z és |Foqp @ F| =
pF-b6l megkapjuk az allitast. O

Tovabbiakban a fenti leképzést jeldljiikk R, : Foo — Fp-nel ésY; = {x € F;, Trp, /p,_, © = 0}. Vegyiik észre, hogy
ekkor z € F,, esetén R, (x) = x.

4.3.2. Lemma. 1. R, kommutdl T'g -vel, F;, linedris és R,, o Ry = Ry.
2. Legyen x € F, ekkor z = R,, JFZ?; Ry i(x), ahol R} ;(x) = Ryyi(2) — Ryyi—1(z) € Y; és 0, ha i elég nagy.

3. Legyen k € Z ekkor vy(x) > kvy(m,) akkor és csak akkor, ha v, (R, (x)) > kvy(my) és v,(Ry, i (x)) > kvy(my,)
minden ¢ € N-re.

Bizonyitds. 1. A nyom és p is kommutal g, -vel, ezért R, is. Tovdbbd a nyom F), linedris. Az utolsé rész
kévetkezik a 3.1l lemmabdl.

2. Egy teleszkopikus sszegiink van, és a legkisebb i-re, amire © € F,,1; R,4:(z) = x, és elég beldtnunk, hogy
onnantdl Ry ., ,(x) = 0. De ez vildgos, mivel ha = € F,,;; akkor x € F,, 111 tehdt R, ;y1(z) = x. Tovabba
az elsd allitasbol kovetkezik, hogy Ry, ; € Yy ;.

3. A kettes allitdsbol kévetkezik a visszairdny. Az odairdnyhoz vegyiink egy = € OF, ., ekkor
Z 1+7Tn+k a; EOFn.
§=0
Legyen j = p*~%j’ gy, hogy (j',p) = 1. Ekkor az z-el valé szorzés métrixa az ao,...,a pi—1 majd lefele

cltolva a tobbi oszlopban. Ennek a nyoma egyértelmtien p*ag lesz, ezért R, (z) = ag. Tovabba R} ,(z) =
Z(J 7p)=1 &pn—ij (1+7rn+z) mivel

(14 mnss)', haplj

Iy 147 I =
P Tre,, Fe( n+i) {07 ha (j,p) = 1.
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Tehét ha vy(z) > = vp(Ra(x)) > 0 és vp(R, ;(x)) > 0. Mivel R, és R; ,; F,-linedris, ezért megkaptuk az
allitast.
O

4.3.3. Lemma. Tegyiik fel, hogy j <i—1és j > 2. Tovabba legyen v; a generator eleme I';-nek. Minden u € Q-
re, ha v, (u — 1) v,(m) akkor uy; — 1 invertalhat6 Yi-ben. Ha z € Y; és vy(x) > kvy(m,) akkor v,((uy; — 1)~ tz) >
kvp (1) — vp(m1).

Bizonyitds. Feltehet6, hogy 7 = ¢ — 1, mert ha kisebb akkor

i—j—1
P J

_ _ . i—j—1_
(uy; — 1) = (u Yie1 — D)7+ iy 4+ (uyy)P h.

Legyen x € O, NY; és

p—1
x = Zxa(l +m)*, w4 € Op,_,,
a=1

és x(vi—1) = 1+ p'~tv gy, hogy v € Zy. Ekkor

p—1

(wyic1 — Do =Y za(1+m)" (u(l +m)™ - 1).
a=0

Ebben a bazisban az uy;—1 — 1 hatdsa egy diagondlis matrix és az inverze
p—1

uyi—1 — Dz = La (1+m)*
( Yi—1 ) (;) (u(1+ﬂ-1)a'u _ ]_)

Tovabbé, ha vy,(z) > 0 akkor v, ((uy; — 1)~ tz) > —v,(m). O
4.3.4. Allitas. Tegyiik fel, hogy n > 1, u € Q; és vp(u — 1) > wp(my), ekkor a kovetkezdk teljesiilnek:
1. Minden z € F, egyértelmfien felirhat6, mint = R, (z) + (uy, — 1)y 4gy, hogy R, (y) =0 és

Up (R () > vp(x) —vp(mn), vp(y) > vp(z) — vp(my)vp(m).

2. R, kiterjed folytonosan Fio-re és legyen X, = {z € ﬁ‘omRn(x) = 0}. Ekkor minden z € F egyértelmiien
irhaté fel, mint © = R, (x) + (uy, — 1)y, ahol y € X, és R, (z) € F,, tovabbd

vp(Rn () > vp(@) = vp(7n), 0p(y) > vp(x) = vp(mn)vp(m1).

Bizonyitds. 1. Tudjuk, hogy
2= Ro(w) + S (0 — 1w — 1) R ().
i=1
Legyen y := Z?il(ufyn - 1)*1R:‘1+i(x).
2. Az els6bél tudjuk, hogy v,(Rn(x)) > v,(x) — C, tehdt R, kiterjed folytonosan Es.-re és a tobbi allitas a

folytonossdgbdl kovetkezik.
O

Ekkor R, : Foo — F, leképzést hivjuk normalizdlt Tate nyomnak. A kovetkezd fejezetben fontos szerepet
fog jatszani a Tate-Sen feltételekben és a Sen moddszerben. Elotte viszont néziink par hasznos felhasznaldsat a
normalizdlt Tate nyomnak.
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4.4. Alkalmazasok a Galois Kohomolégiaban
4.4.1. Allités. A
x € Fy = (v xlogx(7)) € H' (T, . Fr)

hozzarendelés indukalja a kévetkez6 izomorfizmust
F, > H' (T, F,) = H' (an,Fw) .
Tovabba, ha 1 : T'p, — QF véges rendii karakter akkor H' (I‘Fn,ﬁ‘oo> (n) = 0.

Bizonyitds. Az els &llitas kovetkezik a 0 — F,, — Foo — ﬁ'oo /F, — 0 vektorterek rovid egzakt sorabdl, ha
hasznéljuk a kohomolégia hosszt egzakt sorat ra.

A mésodik 4llitdshoz tegyiik fel, hogy n elég nagy, hogy v,(n(y,) — 1) > v,(m1). Felhasznilva a allitasbol
kapjuk, hogy (u = 1(7a))

A

e  FEOX. B
(u’Yn_l)i(u’Yn_l)i(u’yn_l).

H' (Tr,, Fx(n)) =

Ha u = 1 akkor (v, — 1)F,, = 0, mert a Galois csoport fixdlja F,-t. Ha u # 1 akkor még mindig fixdlja F,-t 7,
tehat Fy,/(u —1)F, =0, mert u —1 € Qy C F.

Most nézziik kis n-re. Vegyiink egy k € N szamot, amire n + k mar elég nagy, ekkor a inflacié-restrikci6é egzakt
sorbol kapjuk, hogy

HY (Gal(Fyin/Fn), Foo(n) 7er) = 0, H*(Gal(Fy/ Fa), Foo ()" ) = 0.
Ekkor a restrikcié leképzés izomorfizmus lesz
H' (T, Foo(n)) = H' (TR, s Fo (1) SNt/ ),
Ezzel megkaptuk az allitast abbdl az esetbdl, amikor nagy n-ekre néztiik. O

4.4.2. Tétel. (2mi ¢ C,)
Nincsen log27mi C,-ben, azaz nem létezik x € C,, hogy g(x) = x + log x(¢) minden g € Gk, ahol K egy véges
bévitése Qp-nek. Tovabbd C, minden nem nulla csavardsa 0, azaz C,(k) = 0, ha k # 0.

Bizonyitds. Legyen K = Q,, ha létezik ilyen = akkor az Ax-Sen-Tate tételbdl azt kapjuk, hogy = € Fo = (Cf@
Ekkor

Ry (g9(7)) = g(Rn(7)) = Rn() + log x(g)-

Mivel R, (z) € F,, ezért véges sok konjugdltja van, de log x(g)-nek végtelen sok értéke van.
Most nézziink altaldanos K-t és tegyiik fel, hogy K /(@p Galois, tovabba legyen

[K - Qyl Qpl 2,00

oeS

y=

ahol S reprezenténsai Gg, /G k-nak. Minden g € Gg,-re go = 0, h,, ahol hy € Gk és o, € S. Mivel log x(hs) € Qp,
ezért

> logx(he) = |K : Q| log x(9)-

ocesS
Tovabba révid atalakitasokkal megkaphaté, hogy

g(x) = go(z 05 (z +log x(ho)) =y +1og x(g).
g 290~ gy
Mivel y € Q, ezért a K = Q, esetbél kapjuk az allitast.

Legyen 0 # x € C,(k), ekkor g(z) = x(g) *z. Legyen z = logz (y) =y + log x(g), ami ellentmond az el6z6
allitasnak. O
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Tate-Sen feltétel és Tulkonvergalas

Tovabbiakban legyen Gg egy provéges csoport és x : Go — Zj, folytonos csoporthomomorfizmus tgy, hogy x(Go)
nyilt legyen. Ekkor legyen v(g) = v,(log x(g)) és Ho = Ker x.
Legyen A egy Z,-algebra és rajta egy v értékeléssel, ami a kévetkezdket teljesiti:

v(z) = oo akkor és csak akkor, ha z = 0.
2. v(ay) > v(x) + v(y).
3. v(z +y) > nf(v(z), v(y)).
4. v(p) > 0 és v(pz) = v(p) + v(x).

Tovabba tegyiik fel, hogy A teljes v-re nézve és Gy folytonosan hat A-n gy, hogy v(g(z)) = v(z) minden g € Go-ra
és x € A-ra.

5.0.1. Definicié. A Tate-Sen feltétel a (Go, X, /NX, v) négyesre a kovetkez6 harom feltétel:
1. (TS1) Minden Cy > 0 szdmra és minden Hy; C Hy C Hy nyilt részcsoportra létezik egy a € AT gy, hogy

v(a) > —C1 és Z (o) = 1.

TEHy/H,

2. (TS2) Létezik Co > 0, hogy minden H C Hy nyilt részcsoportra létezik n(H) € N és (Amn)n>n(m) névekvd
sorozata Al Z,-részalgebrainak. Tovabba létezik egy leképzés

AH
RH,n AT — AH,n

és teljesiti a kovetkezoket:

e Ha H1 C H2 akkor Aszn = (AHl’n)H2 és RH1$n|AH2 = RH2777,|AH2.

e Minden g € Gg
g(AH,n) :AgHg_lmv goRH,n:RgHg_lmog'

o Rpun App-linearis és az identitds Ay ,-n
o v(Rgn(z)) > v(x) — Cy, han>n(H) és z € AT
o lim, 1o Ry n(z) =z.

3. (TS3) Létezik Cs, hogy minden G C Gy nyilt részcsoportra és H = G N Hy csoportra 1étezik n(G) > n(H),
hogy ha n > n(G) és v € G/H és v(y) = vp(log x(v)) < n akkor v — 1 invertalhaté Xpg, = (Ry, — 1)A
halmazon és

v((y = 1)""e) > v(z) - Cs

minden z € Xg .
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5.1. A Sen modszer

5.1.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy A teljesiti a (TS1), (TS2) és (TS3) feltételeket. Legyen o — U, egy folytonos
kociklus Go-bél GL4(A)-ba. Ha G C Gy egy nyilt normalosztéja Go-nak gy, hogy v(U, — 1) > 2C5 + 2C3 minden
o € G-re. Tovdbbd legyen H = G N Hy ekkor 1étezik M € GL4(A), hogy v(M —1) > Cy + C5 és a

o Vo=MU,o(M)
hozzarendelés teljesiti a kovetkezdket:
e Vo € GL(Amna))
e V, =1, haoceH.
Bizonyitas. 3] 8.2.1-es allitasa. O

5.1.2. Kévetkezmény. Legyen T egy szabad Z,-reprezentaciéja Go-nak és k € N-re v(p*) > 2Cs + 2C3. Tovdbba
létezik egy G C Go normalosztd, hogy trividlisan hat T/pFT-n és H = G N Hy. Legyen n € N 1igy, hogy n > n(G).
Ekkor létezik egyértelmiien egy Dy (T) C AQT szabad Ag ,-modulus, aminek a rangja d és teljesiti a kovetkezbket:

1. Dy, (T)-t fixdlja H és stabil G-re nézve.
2. A®p,, Duo(T) S A®T.

3. Létezik egy Ap,, folotti bazisa Dy ,-nek ugy, hogy ha v € G/H akkor v(V, — 1) > Cs, ahol V, a v elemhez
tartozé matrix.

5.2. Tualkonvergalas

5.2.1. Definicié. 1. Minden = = 2% p’[2;] € A, 2; € E. Ekkor minden k € N legyen wy(2) := inf;<y vp(zy).

2. Minden valés r > 0 szamra legyen

k k
(O’T] =1 — =1 : —_
Ol lirelwak(x) + . érelvaE(xl) +o€ R U {oo}.

3. A0 = {p € A limy o0 (Ve () + EY = limp o0 (wi(2) + £) = 0o}

5.2.2. Allitas. A0 egy gytiri és v = v teljesiti a kovetkezbket:

1. v(x) =00 <= =0,

2. v(zy) = v(z) +v(y),

3. v(z +y) = inf(v(x),v(y)),

4. v(pz) = v(@) + 1,

5. v([e]z) = ve(a) +v(z), ha a € E,

6. v(g(x)) = v(z), ha g € Gg,,

7. 0OP 7 (o)) = po®7) ().
Bizonyitds. 1. v(x) = oo azt jelenti, hogy minden k € N-re vg(x) = 00, azaz x; = 0 minden k-ra. A visszairdny
trivialis.
2. (a:y) lnfkeN wy(zy) + &
ps + UE(yj) + ) :

= infrenvE(Do, 4 jp TiV)) + E> infrenming jop ve(ziy;) + & > infren(vp(z;) +

3. Minden k-ra lesz egy min(vg(zx), ve(yr)) és ezeknek kell az infimumét venni.
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4. v(px) = infrenvp(zi_1) + £ = v(z) +

3 |F

5. v([o]z) = infrenvp(axy) + & = infrenve (i) + ve(a) +
6. Mivel vg-re is teljesiil ezért v-re is teljesiil.

7. U(O’pfl’”](gp(x)) = infrenvp(2f) + % = pinfrenve(zr) + % = po®7)(z).
O

5.2.3. Definicié. (de Rham periodus gyfirii) Legyen 6 : Et — Oc, a Witt vektorok altal indukdlt sziirjektiv
homomorfizmus. Legyen (§) := Ker 6. Ekkor legyen

Bl = lm B/
Tovébbé Byg := Frac(B,).
5.2.4. Lemma. Legyen z = > oo pF[z;] € A. Ekkor a kovetkezék ekvivalensek:
1. Y02 p¥[xk] konvergal B ,-ben.
2. 30, pkx,go) konvergél C,-ben.
3. limg oo (k +vE(xg)) = 00.
4. x € AO1,

Bizonyitds. Az utolsé ketté a A7 gyiir(i definiciéjabdl ekvivalens, ha r = 1. A mésodik és a harmadik vg
tulajdonsdgaibol és a Weierstrass el6készitési tételbdl kovetkezik, hogy ekvivalens. Az elsébdl a masodik kovetkezik,

mert 6 folytonos és 0([zx]) :~x§co). Tehat mar csak az maradt, hogy beldssuk, hogy a masodikbol kovetkezik az elsd.
Legyen p = (p,p'/?,...) € E* ekkor £ = [p] — p egy generatorja Ker§ N AT-nak. Tovabbé tudjuk a harmasbél,

hogy
ar =k + [vg(z)] = o0, ha k — oco.

Legyen xj, = p* ¥y, ahol y, € ET. Ekkor

~a — a 5 ap—
PMles] = PPl = P (L )™l
p¥ (1 + %)ak_k € p™ ™At 4 (Kerf)™*! minden m-re. Ekkor, mivel a; tart végtelenhez, ezért p*[z] — 0 €
B, /(Ker)™! minden m-re és a topolégia miatt akkor Bjj,-ban is. O
Ezzel a lemmaval belattuk, hogy A := Bf, N A. Tovibb4, mivel

—n

4,07” . A(O,p ] :_) A(O,l]

ezzel be tudjuk dgyazni az 6sszes A0 B;‘R—ba.

Legyen
BOr _ A(O,r][l} _ U pan(o,r]
neN
ellatva az injektiv limesz topoldgiajaval. Tovabba legyen
Bf = U BOr]

r>0

s sz

5.2.5. Tétel. BT egy részteste B-nek, amely stabil p-re és G, -re és mindkettd folytonosan hat rajta.

Bizonyitds. [6] 10.26 tétele. O
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A B testet a tilkonvergalé elemek testének hivjuk. Definidlunk néhdny jeldlést, hogy konnyebben &tlathaté
legyen.

5.2.6. Definici6. « Bt = BfnB, At = At n B, A0 = A0 n B,
« Ha K/Q, egy véges bévités és A € {AT, Bt At Bf, AO71 BO7IY akkor legyen Ay = Afx.
o Ha A € {A, B, AT, B A0 BOMY ¢s n € N akkor Ak, = ¢ "(Ak) C B.

5.3. Tulkonvergald reprezentaciok
Legyen V egy d rangu szabad Z,-reprezentacidja G g-nak. Tovabba legyen
DOV (A0 gy VYK C D(V).
Ekkor DD egy A©"_modulus és stabil T'x-ra. A gyliriikhéz hasonléan ¢ hatésa
¢ : DOTI(V) = DOP (v,
5.3.1. Definicié. Egy V reprezentacié tulkonvergald, ha létezik rx > ry > 0 Ggy, hogy

A @ DOV & D(V).

Alorvi
A definiciékbdl konnyen lathatéd, hogy

DOy = A @ DOTIW).

(0,7y/]
Ay v

5.3.2. Allitas. Ha V egy ttlkonvergslé reprezentécié L folott, akkor léteznek Cy konstansok gy, hogy v € I'-re
n(y) = vp(log(x(v)) és r > max(pvy,p"")). Ekkor v — 1 invertdlhaté (D(V)(©1)¥=0han és

VO (v = 1)) 2 0O () - Oy = p" ().

Bizonyitds. [6] 10.39-es &llitdsa. O

5.3.3. Tétel. (Fotétel)
Minden szabad Z,- vagy Qp-reprezenticié G x-nak tulkonvergdlo.

Bizonyitds. (vézlat) Belatjuk, hogy teljesiil a Tate-Sen feltételek a kovetkezd négyesre:
A =AU 4 =01 G = G, Aby,, = wfn(Agg’l]).
(TS1) Legyen L D K D Q, egy véges bovités és a = [FL](3 e/, 7([#71])) !, ekkor minden n € N-re
Yo e =1
reHyg /Hy
és

lim v (™ (a)) = 0.

n— oo

(TS2) Legyen Ap, n = @’"(A&?’i]). Tegyiik fel, hogy rx > p™. Ekkor definidljuk a normalizélt Tate nyomainkat a
kovetkezo képpen:

Rin: Agy ——— 90_"(14&2’1])

,
T Awkownwc

o R (AR
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Abbdl a tulajdonsagbdl, hogy 1 = Id kovetkezik, hogy a fenti leképezés nem fiigg k-t6l. A definiciébdl kézvetleniil
kévetkeznek a kovetkezé dolgok minden x € (5 go_k(A([?’l]):

1. Ric.n 0 Ricnin = Ricn.
2. Hax € cp*"(Agg’l]) akkor Ry n(x) = .
3. Ry o " (AP linedris.
4. lim, oo Rrn(x) = .
Tovabbé egy x € ¢ " *(y) € go_"_k(Agg’l])—re
Ricn(x) = ¢ "(¥"(y)) = 07" (" 0w (y)).
Minden y-t egyértelmiien felirhatunk Zfial[e]igok(yi) alakban az kévetkezmény szerint, tehat ¥* (y) = yo és

VO (R (@) = v O (07 (90)) = v (0 F(y) = v O ().

Ezzel az egyenlStlenséggel kiterjeszthetjiik folytonosan Ry, leképezést A-ra, mivel |, <, gp‘k(A(]g’l]) stirtt A0,
(TS3) Legyen Ry, = Rxnt1 — Rk és B

Ric (@) = 07" (1= o) (05 (y) € oM (AR,

tehét

n+1] n+1]

)= (AR

Ric (@) € o7 (AR )P=0) n AT = ot (AR )P =0) n ACF =0y,

Vegyiink egy z-et, amire R ,,(z) = 0 ekkor

o0

) ntitly

T = E R*K,n—',-i(x)? ahol R;{,n—&-i('x) € @777‘7271((14&8)1] ])T/J—O)
=0

n+i+1]

Hasznaljuk a allitdsat a (Ag?’p )¥=0 gyfirfire, tehat ha n elég nagy akkor v — 1 invertalhat6 (R, — 1)/~\—ban

oo

(V=D M@) =Y e T (= )T e Ry (@)
i=0
és minden = € (Rg., — 1)A-re
o((y = 1)7tz) 2 w(z) - C
tehat teljesiti a hdrmas feltétel. A Sen mddszer és kovetkezményeibdl([3] 8.2-es fejezet) kovetkezik, hogy létezik n
A (071] —-n (0,1]
és Dy 7" (A} )-modulus, hogy
A0 g o pOI x j0a gy,
(A0t K :

[2-ben belatjdk, hogy DI € ¢ (D(V)) és ¢™(D) € DOP"I(V). Ekkor legyen 1y = p" O
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kommutativ
diagramokhoz

Nyelvhelyesség ChatGPT-5.3-mini, Teljes dolgozat Nyelvi és stilisztikai
Overleaf altal javitasok
hasznalt GPT model

Forraskeresés ChatGPT-5.3-mini Teljes dolgozat Kapcsolédé

szakirodalom
kereseése

A felsoroltakon tul mas Ml alapu eszkdzt nem hasznaltam.

Kelt: Budapest, 2026.06.01
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