NEGY FELADAT — NEGY SZELLEMES MEGOLDAS

1. Feladat. A hét térpe és hét Hofehérke egy asztal koriil iilnek. Szende elétt 14
csoki van. A csokikat egymasnak adhatjak tigy, hogy ha valaki el6tt legalibb ket-
t6 van, akkor kett6t atadhat a szomszédjainak (vagy mindkettét ugyanannak, vagy
mindkettének egyet-egyet). El tudjak-e érni, hogy mindenki el6tt egy csoki legyen?

Megoldas. A feladat szempontjabol mindegy, hogy a torpék és a Hofehérkék milyen
sorrendben iilnek az asztal koriil, de a megoldast kénnyebb elmondani, ha tgy kép-
zeljik, hogy felvaltva tlnek: mindegyik torpe mindkét oldalan egy-egy Hofehérke.
Megmutatjuk, hogy a kivant csokielosztast nem lehet elérni a szabalyok betartaséval.

Kovessiik nyomon, hogy a Hoéfehérkék el6tt osszesen hany csoki van. Kezdetben
egy sincs. Amikor csokiatadas torténik, akkor

e ha egy torpe ad at két csokit, akkor a Hofehérkéknél 1évé csokimennyiség 2-vel
n6 (barmerre adja is a torpe a csokikat);

e ha pedig egy Hofehérke ad at két csokit, akkor a Hofehérkéknél 16vE csoki-
mennyiség 2-vel csokken.

Tehat akarhany csokiatadas torténik is, a Hofehérkéknél mindig péaros szami csoki
lesz Oszesen (mert eredetileg 0 volt, ami péaros, és minden lépésben 2-vel valtozik).
Azonban a kivant allapotban, amikor mindenki el6tt egy csoki van, a Hofehérkék
Osszesen 7 csokit birtokolnak, hiszen heten vannak. Fzért ez az allapot soha nem
johet létre. O

2. Feladat. Végtelen sok kéviink van, a k-adik ké szélessége 1/k méter. Ezeket sor-
ban, szorosan egymas mellé allithatjuk. Az igy épitett fal lehet-e tobb kilométer
hosszii?

Megoldas. Igen, akdrmilyen hosszu falat tudunk épiteni. Csoportositsuk a koveket a
kovetkezdképpen.

o Az elsG kb szélessége egy méter, a méasodiké fél méter.
e A harmadik és negyedik k& szélessége 1/3 + 1/4 > 1/2 méter.
e Az 6t6diktdl nyolcadikig szamozott kovek szélessége is nagyobb, mint fél mé-

ter. Valoban, az
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Osszeget csOkkentjiik, ha mindegyik nevez&t noveljiikk 8-ra. Mivel 4 tag van,
ez Osszesen 4/8 = 1/2.

o A kilencediktdl a tizenhatodikig szamozott kovek egyiittes szélessége is leg-
alabb fél méter. Valoban, ebben az Gsszegben 8 tag van, és mindegyik tag
legalabb 1/16 méter, ami Gsszesen 8/16 = 1/2.
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2 Négy feladat — négy szellemes megoldds

Ezt az eljarast akirmeddig folytathatjuk. A 2" + I-ediktésl 2" l-ig szdmozott kovek
egyiittes szélessége ugyanilyen gondolatmenet alapjan mindig legalabb 2" /2" azaz
fél méter lesz. Ezért legalabb fél méterrel akarhanyszor megndévelhetjiik a fal hosszat,
és igy barmilyen elére megadott hosszusagot tulléphetiink. 0

Erdekességként megemlitjiik, hogy ha a k-adik k& szélessége csak 1/k? méter (vagyis
a kovek rendre 1,1/4,1/9,... méter szélesek), akkor mar nem tudunk akarmilyen
hosszi falat épiteni. Ha az Osszes, végtelen sok kovet egymas mellé allitjuk, akkor
a fal hossza 72/6 méter lesz (a fal egyenes, nincs korrsl szo, igen meglepd, hogy az
eredményben a 7 szam szerepel). Ez egy nehéz tétel, de azt kozépiskolasoknak is
kénnytd megmutatni, hogy a kovek egyiittes szélessége 2 méternél kevesebb. Probalja
meg ezt belatni az Olvaso!

3. Feladat. Bejarhato-e a sakktabla fele, azaz 4 x 8 mezd egy huszarral gy, hogy
minden mezét egyszer érintsiink, és a séta végén visszajussunk a kiindulopontba?

Megolddas. Nem jarhato be. Tegyiik fel ugyanis, hogy a huszar azt allitja, hogy sikeriilt
ilyen sétat taldlnia. Megmutatjuk, hogy valamelyik 1épésnél biztosan hibéazott.

A sakktéabla a szokdsos modon sotét és vilagos mezdkre oszthatd. Tudjuk, hogy
a huszar sotét mezdrél csak vilagos mezére, vilagos mezérél csak sotét mezére tud
ugrani. A huszar fenti sétajat kezdjiikk a jobb als6 sarokban, amely vildgos szini
(barhol kezdhetjiik, hiszen kérbejart). Ekkor az els§ 1épés utén a huszar sétét mezén
all, a masodik utan vilagoson, és igy tovabb. Vagyis paros szamu lépés utan vilagos,
paratlan szamu lépés utan sotét mezdén all.

A kulcsotlet a kovetkezs. Szinezziik ki a sakktabla két szélss, 1 x 8-as sorat pirosra,
a két kozépss 1 x 8-as sorat kékre. Ha a huszar piros mezén, vagyis a tabla valamelyik
szélén all, akkor biztosan kozépss, azaz kék mezdre fog 1épni. Elvileg tudna kékrél
kékre is lépni, de megmutatjuk, hogy a fenti korséta sorén ez egyszer sem torténhetett
meg. Valoban, a huszar minden mez6rsl pontosan egyszer ugrott el. Ez 32 ugras.
Ebbél 16-szor piros mezérdl ugrott, és ezért kékre érkezett. Igy a masik 16 ugrasakor
(amikor kék mezorsl ugrott el), piros mezdre kellett érkeznie, hiszen mind a 16 piros
mezdre raugrott valamikor.

Mivel a huszar a jobb als6 sarokboél indult el, ami piros, ez azt jelenti, hogy péros
szamu lépés megtétele utan mindig piros mezdén tartozkodik, péaratlan szamu 1épés
utan pedig kéken. De kordbban lattuk, hogy paros szamu 1épés utan mindig vilagos
mez6n van, paratlan szamu 1épés utan sotéten. Mivel mindenhova eljutott, ezért a
vilagos mez6k mind pirosak kell, hogy legyenek, a sététek pedig mind kékek. Ez mar
nyilvanvaléan lehetetlen, hiszen a tabla piros szélein 4 — 4 s6tét mezd is van. Tehét
a keresett séta nem létezik.

Ez a bizonyitas Posa Lajos magyar matematikustol szarmazik, és ugyanigy elmond-
hato mindegyik 4 x n-es sakktabla esetén is (ahol n pozitiv egész szam). O
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4. Feladat. A sikon van véges szamii pont 1igy, hogy barmely kettot kotjiik is dssze,
az igy behtizott egyenes a pontjaink koziil még egy harmadikat is tartalmaz. Mutassuk
meg, hogy a pontok mind egy egyenesen vannak.

A feladatban szerepl6 kérdést mint megoldatlan problémat vetette fel James Joseph
Sylvester angol matematikus 1893-ban. A tételt Gallai Tibor magyar matematikus
bizonyitotta be 1943-ban.

Megoldas. Huzzuk be az Osszes olyan egyenest, amely atmegy a pontjaink koziil leg-
alabb kettén. Mivel véges szami adott pont van, véges szamil egyenest hiiztunk
be. Tekintsiik az 6sszes megadott pont tavolsagat az Osszes igy behtizott egyenestdl.
Ez még mindig véges sok szam. Ha mindegyik nulla, az azt jelenti, hogy barme-
lyik egyenest is vessziik, az az Gsszes pontunkat tartalmazza, és ebben az esetben az
allitas igaz.

Megmutatjuk, hogy mas eset nem lehetséges. Tegyiik fel ugyanis, hogy a fenti
tavolsagok kozott van pozitiv. Véalasszuk ki e pozitiv szdmok legkisebbikét, legyen
ez d, ami az egyik adott P pont és az egyik behiizott e egyenes tavolsaga. A P-bdl
az e-re bocsatott merdleges talppontja legyen T', ekkor tehat d a PT' szakasz hossza.

Az e egyenesen a feladat feltétele szerint legalabb harom van az adott pontok
koziil. Ezek koziil legalabb ketté ugyanarra a 7T altal meghatarozott félegyenesre
esik. Legyenek ezek A és B tugy, hogy B van kozelebb T-hez. Meg fogjuk mutatni,
hogy a B pont és az AP egyenes tavolsaga kisebb, mint d. Az igy kapott ellentmondés
bizonyitja majd az allitast.

Az APT derékszogi haromszogben hiizzuk meg azt az AP atfogoval parhuzamos
egyenest, amely B-n athalad. Ez a masik befogét a D pontban metszi. Ekkor B és
D ugyanolyan messze vannak az AP egyenestdl, és ez a tavolsag kisebb, mint a DP
szakasz hossza, hiszen DP nem meréleges AP-re. Ugyanakkor DP < TP = d. 0J




