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Mirol lesz szd?




Matematika mindenutt

Motté:
A természet elmélyiilt tanulmanyozasa a matematikai
felfedezések legtermékenyebb forrdsa.”

Joseph Fourier (1768-1830)

e a korilottiink 1évé vilag tele van idében valtozé folyamatokkal:
gépkocsi mozgasa, id6jaras valtozasa, bankszamla egyenlegének vagy
tézsdearfolyamok alakulasa, erémii villamosenergia-termelése,
légszennyezés, jarvany vagy radidhullamok terjedése. . .

e a folyamatok leirdsa a matematika nyelvén torténik (Galilei)

o cél: modellek, amelyek vizsgalata nem reményteleniil nehéz, de
mondanak valamit a valésagrél és segitenek a folyamat megértésében,
el6rejelzésében, szabalyozasaban

e eszkdz: differencidlegyenletek, kozelité modszerek, szamitdgép

e kihivas, szérakozas, pénzkeresés

Besenyei Adam, Csomés Petra (ELTE) Pillangék, szizszorszépek és szerelem Nyilt nap, 2020. 01. 17. 1/24



valtozas liteme




Tanmese a sebességrdl (R. Feynman nyoman)

A kissé szérakozott autdvezetot gyorshajtason kapja a rendor és megillitja.
A kovetkezd beszélgetés zajlik le kozottiik:

— Uram, On a megengedett 50 km/h helyett 90 km/h sebességgel haladt.
— Nem értem. Mit jelent az, hogy a sebességem 90 km/h?

— Azt, hogy On ezzel a sebességgel 1 6ra alatt 90 km-t tesz meg.

— De uram, én csak 5 perce indultam el! Honnan tudja, hogy 1 ¢éra alatt
mennyit fogok menni?!

(A torténet szerepldi kitalalt személyek, barminem{ hasonlésaguk a
valésaggal pusztan a véletlen miive.)
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A tirelmes magyarazat

Mit jelent az, hogy a pillanatnyi sebesség 100 km/h?

Ezzel a sebességgel a megtett Ut (= a tavolsag idSbeli megvaltozésa):
e 1 4ra alatt 90 km

1/2 éra alatt 45 km

1/5 6ra alatt 18 km

0,000277 éra (= 1 masodperc) alatt 0,000277 - 90 (= 0,025) km

At id6 alatt 90At km, ahol At nagyon kicsi, a masodperc tort része!
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A matematikai traffipax

Legyen x(t) idében valtozd mennyiség: elmozdulés, hémérséklet, pénz ($)
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A matematikai traffipax

Legyen x(t) idében valtozd mennyiség: elmozdulés, hémérséklet, pénz ($)

e ¢ iddpontban z(t) véltozasi iteme ~ matematikai traffipax (At kicsi):

x(t) valtozasi iteme =~

x(t) megvaltozasa

_ z(t + At) — x(t)

eltelt ido

At

(valéjaban hatérérték, de a gyakorlatban csak méréseink vannak)
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x(t) megvaltozasa  x(t + At) — x(t)
eltelt id6 B At
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(valéjaban hatérérték, de a gyakorlatban csak méréseink vannak)

e ahogy a hétkoznapi életben: gyors/lassii valtozas
mennyiség kis id6 alatt ‘ valtozasi (item el6jele és nagysaga

n8/csdkken (kevés/sok) +/— (kicsi/nagy)
allandé 0
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e elnevezés és jeldlés: x(t) valtozasi iteme = x(t) derivaltja = 2/(¢)
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e ahogy a hétkoznapi életben: gyors/lassii valtozas
mennyiség kis id6 alatt ‘ valtozasi (item el6jele és nagysaga

n8/csdkken (kevés/sok) +/— (kicsi/nagy)
allandé 0

e elnevezés és jeldlés: x(t) valtozasi iteme = x(t) derivaltja = 2/(¢)

o szemléletes példa: pénziink valtozasi iteme = +100$/6ra (Las Vegas)
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Sherlock Holmes és a Coolbody eset

Egy éjjel a hires szinész, Archibald Coolbody feleségét holtan talaljak
otthondban. Mellette a férj, kezében a gyilkos fegyver. A Differencial
Hatodsag feliigyel6je mar szinte le is zarna az lgyet, am hajnali 1 6rakor
beviharzik Sherlock Holmes és az alabbi beszélgetés zajlik le kozottiik.

Feliigyelo: Mr Holmes, énnek semmi dolga nincs mar itt, az iigy teljesen
egyértelmii. A férj kezében volt a fegyver, & az elkéveté.

Holmes: Csak ne olyan hevesen, feliigyelé ur! Megmérte a halottkém a
holttest hbmérsékletét?

Feliigyel6: Természetesen. Pontban éjfélkor a test 33°C-os volt.
Ekkor Holmes elokapta kabatjabdl a homérdjét és megvizsgalta a testet.

Holmes: Hmm. Most 31°C-os; és Idtja, a szoba héméréje 20°C-ot mutat.
A halal fél 11 kériil allt be, marpedig akkor Coolbody még Hamletet
jatszotta a Queen’s Theatre-ben, ahogy minden este. Nem & az elkévetd.

Hogyan allapitotta meg Sherlock Holmes, hogy mikor hunyt el az 4ldozat?
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Derivalt a hiitoben

Megfigyelés (Newton, 1701, fémek lehiilése, hdmérsékleti skala):
a lehiilés Gteme aranyos a test és a kozeg homérsékletének kiilonbségével
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Newton lehiilési torvénye matematikailag = differencialegyenlet
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Derivalt a hiitoben

Megfigyelés (Newton, 1701, fémek lehiilése, hdmérsékleti skala):
a lehiilés Gteme aranyos a test és a kozeg homérsékletének kiilonbségével

Newton lehiilési torvénye matematikailag = differencialegyenlet

(Ttest(t) - Tkézeg), = _>\(,I'test (t) - Tk(’jzeg)

= Tiest — Tkozeg €gyenld idokozok alatt ugyanannyiad részére csokken
Sherlock Holmes gondolatmenete:

e a homérséklet-kulonbség éjfélkor 13°C, hajnali 1 érakor pedig 11°C

e a kiilonbség 6ranként %—szeresére csokken (és vajon fél éra alatt?)
e a test 22:30 koriil volt 36,5°C-os

‘E/u 1

4
4
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Mese Rézsikardl és az udvarloirdl

Deriv Allam kiralyanak egyetlen lanya, Rézsika nagyon fura viselkedésii:

e minél inkabb szereti valaki Rézsikat, 6 anndl kevésbé szereti az illetot;
e minél kevéshé szereti valaki Rézsikat, 6 annal inkabb szereti az illetot.
A kiraly egy napon eldontotte, hogy ideje férjhez adnia a lanyat, azonban
Rézsikanak egyszerre tobb udvarldja is akadt (koztik egy testvérpar):
Normal Norman, aki teljesen szokvanyosan viselkedik;
Furi Feri, aki Rézsikahoz hasonléan eléggé fura figura;
Kedély Kenéz, aki szokvanyos, de hangulatai kissé befolyasoljak;
Kedély Kende, aki szokvanyos, de hangulatai erésen befolyasoljak.
A kiraly tanacstalan volt, mi tévo legyen, ezért tiistént hivatta az udvari
matematikust, Deriv Almost, hogy segitsen a tokéletes férj kivalasztasaban.

Mit tanacsolhatott a kirdlynak az udvari matematikus?
Melyik férjjelolthoz érdemes feleségiil adnia egyetlen lanyat?
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Roézsika és a férjjeloltek

Legyen R(t), J(t) Rozsika és a Jelolt taldlkozasat kovetd t idépillanatban
az egymas iranti érzelmik mértéke:

e ha R(t) > 0, akkor a t idépontban Rézsika szereti a Jeloltet és
minél nagyobb R(t), annél inkabb

e ha R(t) < 0, akkor Rézsika ellenszenvvel viszonyul a Jelélthoz

e hasonléd a jelentése J(t)-nek Rozsika felé

Besenyei Adam, Csomés Petra (ELTE) Pillangék, szézszorszépek és szerelem Nyilt nap, 2020. 01. 17. 8/24



Roézsika és a férjjeloltek
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az egymas iranti érzelmik mértéke:

e ha R(t) > 0, akkor a t idépontban Rézsika szereti a Jeloltet és
minél nagyobb R(t), annél inkabb

e ha R(t) < 0, akkor Rézsika ellenszenvvel viszonyul a Jelélthoz

e hasonléd a jelentése J(t)-nek Rozsika felé

Egyszerili szerelmi modell
Két differencialegyenletbdl allé rendszer, ahol a, b, ¢ és d paraméterek:
R'(t) = aR(t) + bJ(t)
J'(t) = cR(t) + dJ(t)
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Roézsika és a férjjeloltek

Legyen R(t), J(t) Rozsika és a Jelolt taldlkozasat kovetd t idépillanatban
az egymas iranti érzelmik mértéke:

e ha R(t) > 0, akkor a t idépontban Rézsika szereti a Jeloltet és
minél nagyobb R(t), annél inkabb

e ha R(t) < 0, akkor Rézsika ellenszenvvel viszonyul a Jelélthoz

e hasonléd a jelentése J(t)-nek Rozsika felé

Egyszerili szerelmi modell
Két differencialegyenletbdl allé rendszer, ahol a, b, ¢ és d paraméterek:
R'(t) = aR(t) + bJ(t)
J'(t) = cR(t) + dJ(t)

Képletek helyett az (R(t), J(t)) gorbék abrazolasa a sikon (= faziskép).
(Programok: Maple, Matlab, Mathematica, Wolfram Alpha, Winplot. .. )
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Rézsika és Normal Norman

Egyszerli modell:

Besenyei Adam, Csomés Petra (ELTE) Pillangék, szézszorszépek és szerelem Nyilt nap, 2020. 01. 17. 9/24



Rézsika és Normal Norman

Egyszerli modell:

Besenyei Adim, Csomés Petra

(ELTE)
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Rézsika és Normal Norman

Egyszer(i modell: Faziskép:
K s s o oYt s\\\\\\\\
R(t) =—J(t) "
J'(t) = R(t)

Centrum
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Rézsika és Furi Feri

Egyszerli modell:
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Rézsika és Furi Feri

Egyszerli modell: Faziskép:
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Rézsika és Furi Feri

Egyszerli modell:

Besenyei Adam, Csomés Petra (ELTE)
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Rézsika és Kedély Kenéz

Egyszerli modell:
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Rézsika és Kedély Kenéz

Egyszerli modell: Faziskép:
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Rézsika és Kedély Kenéz

Egyszerli modell: Faziskép:

S R N ) ' TR N
R(t) = —J(t) ——=Gha

Fékusz
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Rézsika és Kedély Kende

Egyszerli modell:
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Rézsika és Kedély Kende

Faziskép:

Egyszerli modell:

e A e e e e e

-
re— . W
T T  a e e R
P s o Lt LY
P e s o |

e e

v/
/
i
!
.\_

s\n\n\s\s\.\n\a\a\a\mku/Rw AAAASAT
P e e e L N A AP P P

& a a e a a ae e |
Pl il Sl el P e
PrialF S T P

o f A
L g P
Pl g g L

PP e e
Po oo o o o o o ™
P gl N
Yy
o
Y e

o N e
PR
R R
S L e

Bt P a4
e P L L
- B
{—— W T T
Ll.v_le\Lw\W\W\.ﬂ\v\q\d\i
e o e B PP e
b R S P

P

Csomé

12/24

Nyilt nap, 2020. 01. 17

Pillangék, szézszorszépek és szerelem

Besenyei Adam, Csomés Petra (ELTE)



Rézsika és Kedély Kende

Faziskép:

Egyszerli modell:
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Kapcsolatok kavalkadja
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Normal Norman — Furi Feri —
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Kapcsolatok kavalkadja
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Normal Norman — Furi Feri —
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Deriv Almos tanacsa:
Rézsika, véalaszd Normal Normant! (Az ellentétek vonzzak egymast?)
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Derivalt a kakadban

Deriv Almos reggeli kakadja fézése kozben szép mintazatra figyelt fel az

edényben. Ez valéjaban ugyanaz a jelenség, mint a Fold légkorében vagy a
Nap felszinén végbemend fel- és ledramlas (konvekcio).
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Derivalt a kakadban

Deriv Almos reggeli kakadja fézése kozben szép mintazatra figyelt fel az

edényben. Ez valéjaban ugyanaz a jelenség, mint a Fold légkorében vagy a
Nap felszinén végbemend fel- és ledramlas (konvekcio).
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Erzékeny pillangdk

Determinisztikus ——— el6rejelezhet6
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Erzékeny pillangdk

Determinisztikus ——— el6rejelezhet6
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Erzékeny pillangdk

Determinisztikus ——— el6rejelezhet6
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Erzékenység a kezdeti feltételekre (kaotikus viselkedés. .. )
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Szazszorszépek




Szazszorszépvilag

A Gaia-elmélet szerint a Fold 6sszes él6 és élettelen része szorosan
Osszefiiggd, homeosztatikus rendszert alkot, azaz valtozo kiils6 és bels6
koriilmények mellett is képes fenntartani |étezésének feltételeit.

(James Lovelock és Lynn Margulis, 1973.)

Ennek illusztralasara: Szazszorszépvilag, Daisyworld
(James Lovelock és Andrew Watson, 1983)

UL ® F 2 B8
sga**‘%* *‘&sga* *_**%

Ai(t): S Aaltal befedett teriilet a ¢ id8pillanatban
As(t): o altal befedett teriilet a t idépillanatban
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Fényben tiindoklé szazszorszépek

Sejtés: a szazszorszépek valtozo napsugarzas esetén is bedllitjak a nekik
kedvez6 allandd homérsékletet, hiszen

o tébb S hiit (a fény nagy részét visszaveri) * % % b
o tobb R melegit (a fény nagy részét elnyeli) * * %

Fényvisszaveré-képesség (albedo) értéke példaul:

ag = 50% talaj
o1 =75% e vilagos
ap =25% SR sotét
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Derivalt a réten

Szazszorszépvilag (James Lovelock és Andrew Watson, 1983)

kapcsolat: + R+ =1
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Derivalt a réten

Szazszorszépvilag (James Lovelock és Andrew Watson, 1983)

=-. | B
AL = ... As(t) ... kapcsolat: +%}+*_1

Az egyenletek felirdsdhoz felhasznaltuk még:
e a Nap fényessége egyenletesen ndvekszik az idében
e a szazszorszépek 5-40°C kozott élnek

e a legjobban azonban a 22,5°C optimalis hémérsékletet szeretik
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A Nap fényessége az idovel no
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elet nelkul
szazszorszepekke! e

20 40 60 80
ido (luminozitas)

100

0.8

0.6

felszin

0.4

0.2

vilagos
SOtE! mmmn

Besenyei Adam,

Az élet hatasa a homérsékletre:

élettelen Fold hémérséklete
— homérséklet szdzszorszépekkel

A befedett felszinek aranya:

— vildgos &
— sotét

20 40 60 80 100
ido (luminozitas)
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A Nap fényessége az idovel no
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Besenyei Adam,

/ optimalis homerseklet

elet nelkul
szazszorszepekke! e
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ido (luminozitas)

100

vilagos
SOtEl e

Az élet hatasa a homérsékletre:

— optimalis hémérséklet
élettelen Fold hémérséklete
— homérséklet szdzszorszépekkel

A befedett felszinek aranya:

— vildgos &
— sotét R

20 40 60 80 100
ido (luminozitas)
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Hao




Meteoroldgiai valtozdk

Koézeleg Rézsika kirdlylany és Normal Norman eskiivéje. A kirdly ismét
Deriv Almoshoz fordul segitségért: vajon milyen lesz az id6jaras aznap?

Az aldbbi mennyiségeket szeretné elbrejelezni:

T: hoémérséklet

nyomas

szélsebesség az egyik iranyban (elére)

szélsebesség a masik irdnyban (jobbra)
szélsebesség a harmadik irdnyban (fel)
surliség

relativ paratartalom

S IUSTE SIS T

Mit tudunk a valtozasok temérdl? Vigyazat!

Az ismeretlen fliggvények nemcsak az idotol, hanem a helytdl is fliggnek.
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Derivalt az esoben

Egyszerli id6jaras-elérejelz6 modell (Vilhelm Bjerknes, ~1900)

Ou  Ou Ou  Ou utgpy | 10p .
5 Yoz 8y+w82 (f—i— )u+gax+Fm—O
v ov ov ov utg e 10p

I C I o ut 2 p
8t+“ax+uay+waz+(f+ )u+g8y+ L, =0
ap .

92 +09=0

9  9ew) , 8(ev) | Blew) _

ot ox y 0z

dq  O(qu)  9d(qv)  O(qw) . | .y

5t o ay 5. forrasok — nyeldk

oT oT oT oT ou Ov  Ow Q
il el Bl ) B B ol e i R 7
5t e Ty T OV (G 5t ) &
p = oRT

<

Besenyei Adam, Csomés Petra (ELTE)

Pillangék, szézszorszépek és szerelem Nyilt nap, 2020. 01. 17.
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Szamtalan sok szamolas

Eurdpai Kozéptavu ldojaras-elorejelzé6 Kozpont (Reading, Anglia)

10
50

2 Cray XC40 cluster

40 szekrény szdmitasokra

26 szekrény adattérolasra
(napi +130 terabyte) ~ 10'4
129960 processzor-mag
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Kitekintés




Tovabbi alkalmazasok

légszennyezés szabalyozasi feladatok
terjedése landolas, rakétak,
vulkani por, pénzkoltés és
radioaktiv részecskék megtakaritas

jarvanyok terjedése

fertozottek, gydgyultak folyamatok
és fertdzhet6k szama, v Black—Scholes-
halézatokon is egyenlet

hullamterjedés levegd vagy
Maxwell-egyenletek, folyadékok adramlasa é
fényterjedés, zene, Navier—-Stokes- SS——

mobiltelefon egyenletek
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Olvasni- és hallgatnivalék

ﬁ Besenyei Adam, Csomés Petra: Pillangdk, szazszorszépek és szerelem — avagy egy
alkalmazott matematikus mindennapjai, Kutatdk éjszakaja el6adas,
2016. szeptember 30.
http://abesenyei.web.elte.hu/publications/pillangok.pdf

@ Besenyei Adam: Sherlock Holmes, Réme6 és Jilia meg a gonosz mané — avagy
mire jok a differencidlegyenletek?, ELTE Karpat-medencei Nyari Egyetem el6adas,
2014. julius 11. http://abesenyei.web.elte.hu/publications/sherlock.pdf

ﬁ Besenyei Adam: A differencialegyenletek csodélatos vildga, Eétvds Collegium
Természettudomanyos Tabor eléadas, 2015. jilius 22.
http://abesenyei.web.elte.hu/publications/csodalatos.pdf

@ Besenyei Adam: A differencialegyenletek csodélatos vilaga, specialeléadas az
ELTE-n tanarszakosok szdméra, a kurzus honlapja:
http://abesenyei.web.elte.hu/mattanar/150/diffegyl5o0/diffegyl50.php

B Simon Péter: A derivalas, Klubradié interji, 2016. augusztus 30.
www.klubradio.hu/klubmp3/archiv/20160830/k1ub20160830-095858.mp3
(az interji a felvételen 6:35-t&| kezd8dik)

@ Képek forrasa: NASA, OMSZ, Eumetcal, ECMWF, wikipedia, Porsche
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Ko/zonjik a pgyelmet!

4O &>

Besenyei Adam — Csomés Petra:
A gyorshajtastél az idojarasig. Kalandok az alkalmazott matematikaban

Természet Vilaga, 2017. augusztus

ELTE TTK Matematikai Intézet honlapja kozépiskolasoknak:
www.math.elte.hu/kozepiskolasoknak
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